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SUMMARY. - The formal solution for electromagnetic waves propagating 
between two eccentrical cylindel's of infinite, conductivity is given interms of 
the pl'opagation modes of the coaxial guide. A fil'st appl'oximation for the 
case of small eecentricities is discussed, ando the propagation factor is obtained 
in terms of the eccentricity. . 

1. - Introducción. - Trataremos las soluciones de las ecua
ciones de Maxwell correspondientes a la propagación de ondas 
entre dos cilindros de conductividad infinita y no concéntricgs, ·en 
el caso que el cilindro inberior contiene el centro del exterior (1). 

La solución en el ca.so general' puede ser .expresada co
mo una superposiciqn de los modos corre~pondientes a la guía 
coaxial, pudiendo ser satisfechas las condicjones de . contorno me
diante una superposici~n de modos ,eléctricos (E) o magnéticos 
(H) indistintamente. El campo en este tipo de guía es, pues, 
transversal sea respecto del vector magnético, sea r.especto del 
vector eléctrico. Existe, también ,en este caso la solución funda
mental para la cual Ez = Ere> -:- 0, que coincide con la correspon
diente a la guía Coaxial. 

En el caso de excentricidades .grandes el. cálculo del factor 
de propagación requier.e la determinación de las raíces de una 
ecuación trascendente de infinitos términos. Sin embargo, tratán
dose de pequeñas excentricidades correspondientes I a errores acci-

(") El Prof. KURT ll'RANZ nos ha comunicado que ha . tratado este mism() 
problema resolviendo en forma aproximada la ecuaci6n de ondas expresada en 
coordenardas bipolares con el método variacional de Ritz. 
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dentales o de construcción de las guías coaxiales se puede hallar 
la solución en primera aproximación, pudiéndose aplicar el mis
mo método' para la determinación de aproximaciones superiores. 

Los modos de propagación en una guía coaxial están dados' 
por las solq.ciones particulares de las ecuaCIOnes de Maxwell en 
coordenadas cilíndricas z, p, cp: 

Ondas eléctricas (E): 

Hz=O 

Ep =- ih aZ'n (ap) eincp . F H =~~.E 
p. h ([) 

k 
Hr;¡ = ¡;Eo E =- ih ~Z (ap) einCP. F ([) p n 

significando Z' n (ap) la derivada 
mento (ap). 

de Zn( ap) respectó del argu:" 

Ondas magnéticas (M): 

Hz = a2 Zn (ap )eincp . F 

H p = - ih a Z' n ( ap) einCP . F 

H C() = - ih Z n ( ap ) einCP . F 

Siendo: 
\ 

la función cilíndrica Z n ( ap ) = A JIt ( ap ) + B N n ( ap ) 

F = ei(.Jcct-hz) 

h. factor de· propagación. 

Las 'condiciones de contorno se expr·esan, para las ondas (E) 
Zn (aR1) = Zn (aR2) = O Y Z' n (aRl) = Z'n (aR2) = O para las on

- das (H). El factor de propagación queda determinado por estas 
condiciones' mediante las raíces de la ecuación: 

para (E) . Jn(aRl)Nn(aR2)-Jn(aR2)Nn(aRl)=O (1.1) 

para (H) J' n (aRl) N' n (aR2) - J' n (aR2) N' n ( aR1) = O. (1. 2) 
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2. - Solución general. - Sea Rl el' radio del cilindro con 
centro en O y R2 al corresporidiente al centro O'. Además, sea 
a= 00', z, p, cp las coordenadas' cilíndricas de un sistema con 
centro en O y z, :0, X ,las coordenadas cilíndricas de un sistema con 
centro en O'. 

Consideraremos las soluciones (E) correspondientes a nuestro 
problema. 

Podemos expresar ,la componente Ez referida al centro O en 
la forma: 

;:r. 

Ez = Z; a2 Zn' Cap) e;ncp . P, (2.1) 
1l=-OO 

con 

y, también, referida al O': 
co 

Ez = Z; a2 Zm (na) eimx o P, (2.2) 
m-O 

con 

Debe cumplirse, en virtud de la uniformidad de las funcio
nes de campo que ,en 'cualquier punto del' recinto comprendido 

entre los dos cilindros Ez = Ezo Además, las soluciones cilíndricas 
de las ecuaciones de MaxwJell son derivables de un potencial de 
Hertz que resulta ser proporcional a Ezo De aquí que la igualdad 
de Ez: implique la uniformidad de la solución.' " 
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. Mediante el teorema de adición de las funciones cilíndricas . 
podemos referir la (2.2) a la (2.1) Y de allí obtener la rcla<;ién 

entre los coeficientes 4, B Y A, B que determinan ia uniformidad 
de la solución. Por otra parte, en (2. 1), dada la simetría res
pecto de cp las condiciones de contorno Ez(Rl) ..:-Ec¡>(R1) =0 que
dan dadas por 

Zn {aR1) = O para cualquier n (2.3) 

y análogamente, en (2.2) por la simetría respecto de X las condi
ciones de contorno exigen que :,. 

Zm.( aR~) = O para cualquier m" 

Mediante el teorema de adición:; 

_ 00 _ _ . 

(2.4) 

Zm( acs) = e-imt!>tp ~ [AmJ m+u( ap) -1- Bm'N m+u( ap)] J 11-( aa) eilL«r 
p.--oo 

obtenemos: 

00 00 00 ' 

~Zn( ap) eincp = ~ 2:: [Am JII (ap) + BmN,: (ap)] J n-m (aa) ein'l'. 
71=-00 n---oo '111,--00 

. Luego: 

Bn = 2:: BI11 Jn- m (na). (2.5) 
'" 

De las condiciooes (2.3), (2.4) Y de las relaciones (2.5) se 
obtiene el sistema lineal homogéneo: 

(2.6) 

el cual admite una solución distinta de la trivial cuando .el deter
minante del sistema es nulo: 

(2.7} 

Esta ecuación trascendente 'define los valores ,posibles de a. 
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. y es la correspondienÚ~ a (1.'\1), a la cual se reduce coandp 
. a = O, pues Jn-m(O) = ~n.m' 

• : •. \' , ., I ,'\ ~ ".; 

En forma análoga para las ondas (H) se llega a: 

(2.8). 

3. - Primera aproximacwn. - Si llamamos a,0 a una de las 
infinitas raíces de (1. 1) las raíces de (2.6) pueden expresarse 
como una función p~r de a. Se tendrá, puesto que a, = a,0 para 
a=O: I 

0,= 0,0 + 002 + da4 • ' •• 

Cuando a es suficientemente pequeño tal que ü 4-<: a2, ten"'; 
dremos en primera aproximación 

a=aO+ca2• (3.1) 

En las ecuacIOnes (2.6) sólo serán significativos los tér
minos factores de: 

. aa 
J 1 ( aa) = ....:..... J -1 ( aa) = "2 = ~ 

EsLo es, en esta aproximación podemos satisfaoer las condi
ciones de .contorno con el desarrollo (2. 1) reducido a tres tér
minos. Si excitamos un modo de orden n aparecen superpuesto 
a éste los modos de orden n -1 y n + 1. En tal caso el determi
nante (2.6) .se reduoe a un determinante de tercer orden. Si lla~ 
mamos: 

an.m =Jn(aR1) Nm(aR2) -Jm(aR2) Nn(aR1) 

para un modo de orden n (2.6) se convierte: 

an- 1.n- 1 an.n an±l. ntl:1 + ~2 [an.n- 1 an- Ln an+1.n±1 + 
+ an- 1.n- 1 an.n:H anfl.n - 3 an-l.n- 1 ~In an±l.nfl] = O. (32) 

Por otra parte, la (3.1) puede expresarse: 

a,a aOa 
donde 'c:=(i~-. 

" 4 -- 2 (3.3) 

Desarrollando en serie las funciones cilíndricas involucradas 
en (3 .. 2) en la forma: 

, "', , : : '~'" ' 'l. ',': ' 
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Jn( o,R) =Jn( o,OR) + R C2'1;2 J'n( aOR) --:-.. 

'1;2 '.' 
= Jn(o,OR) + RC2 2"" [Jn_l(o,O~) -Jntl(o,OR)] 

obtenemos, si llamamos aO
n.m al valor de an.m calculada con el va.., 

101' conocido 0,0 en vez de a: aO
n.n = O . . 

I 

Un'n-l all-1.n un±l.ntl = aOn.Il-:-1 uO,I:-l.n a°n±l.n+l 

un- 1.Il-l an.Il;!-1 an:!-l.n =aon-l.n-l aOn.n+l aOIl±l.n· 
I 

Con esto la (3.2) permite calcular.' C2, resultando: 

El sistema de seis lecuaciones lineales homogéneas a que que
dan reducidas las (2.5); Y (2.6) en esta aproximación permiten 
calcular los coeficientes An-l' An-tii' Bn_l' Bn~ B11.¡f.l 'Ien funció~ 
de An: 

IV n-l ( o,Rl ) an.n-l 
--=.:--=-'----=- X 

IV n( o,Rl ) Un-1oI1-1 

IV ll..¡Ji (o,R1) x an.11+! 

Nn(o,Rl) .an+l.U;l-i 
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Análogamente se' determina en. esta aproximación la solución 
correspondiente a las ondas (H) con el significado de , 

an.m=J'n(o,R1) N'm(o,R2) -J'm(o,R2) N'n(o,R1) 

y 0,0 una de las raíces de aO
n.n = o. 

4. '- Segunda aproximación. - Para una segunda aproxi
mación: 

. a, = 0,0 + C2 ~2 + c4, \;4 

supuesto que ~6<~4. 
En tal caso 

con lo cual (2.7), queda reducido a un determinante de quinto 
orden expresable 'en la forma: 

donde Cn y Dn son sumas de productos de an-2.n-2' 'an.n""-2 ... etc. 
En esta aproximación: 

J:(o,R)=[l~ ~ (RC~~)2]Jn(o,oR)+ 

+ ~ R(C2~2+C4~4)[Jn_l(o,oR)-Jn+l(o,oR)] 

+ ~ (RC2~2)2[Jn~2(o,oR)+Jn+2(o,oR)] 

donde 0,0 'es siempr.e una raíz de aO nn = o. Los factores an.m son 
expresables 

an.m=aOn.m + '1;2 ~n.m + ~4Yri.m + C4 ~4bn.m, 

que con la (4.1) permite calcular C4 en términos de C2 , R1, R2 

Y aOn.m· 
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