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SuMmMmARY. — The formal solution for electromagnetic waves propagating
between two eccentrical eylinders of infinite.conductivity is given in terms of
the propagation modes of the coaxial guide. A first approximation for the
case of small eccentricities is discussed, and: the propagation factor is obtained
in terms of the eccentricity. l

1. - Introduccidn. — Trataremos las soluciones de las ecua-
ciones de Maxwell correspondientes a la propagacién de ondas
entre dos cilindros de conductividad infinita y no concéntricos, en
el caso que el cilindro interior contiene el centro del exterior (1).

La solucién en el caso general puede ser expresada co-
mo una superposicion de los modos correspondientes a la guia
coaxial, pudiendo ser satisfechas las condiciones de.contorno me-
diante una superposicién de modos eléciricos (E) o magnéticos
(H) indistintamente. El campo en este tipo de guia es, pues,
transversal sea respecto del vector magnético, sea respecto del
vector eléctrico. Existe, también en este caso la solucién funda-
mental para la cual EzzEg,.:O, que coincide con la correspon-
diente a la guia coaxial.

En el caso de excentricidades grandes el. cilculo del factor
de propagacién requiere la determinaci6n de las raices de una
ecuacion trascendente de infinitos términos. Sin embargo, tratin-
dose de pequefias excentricidades correspondientes a errores acci-

() El Prof. Kurr FRANZ nos ha comunicado que ha tratado este mismo
problema resolviendo en forma aproximada la ecuacién de ondas expresada en
coordenardas bipolares con el método variacional de Ritz.
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dentales o de construccién de las guias coaxiales se puede hallar
la solucién en primera aproximacién, pudiéndose aplicar el mis-
mo método para la determinacién de aproximaciones superiores.
Los modos de propagacién en una gma coaxial est4n dados
por las soluciones partlculares de las ecuaciones de Maxwell en
coordenadas cilindricas z, p, ¢ :
Ondas eléctricas (E): ‘ . , ;N

E,=w2Z, (ap)en? . F H,=

E,=—ihaZ' (ap)en® . F HQ:-_—]T'. o
,, | )
E,=—ih —n—Zn (ap) ein® . F ‘ HQ:—t.E‘J
P ) h
significando Z’,(ap) la derivada de Z,(ap) respecto del argu- .
mento (ap). .

Ondas magnéticas (M):

HZ—G2Z (ap) en® . F E.=0
’ H,——ihaZ, (ap)ent. T Bo=1H,
[ .
H,—=—ihZ,(op)en? . F B,=— " H,

Siendo: ‘ S

| ‘ A

la funcién cilindrica Z, (ap)=AJ, (ap)+ B Nn (ap)
F = ei(lect—hz) ’

e a2 =52 —h? h, factor de - propagacién.

Las -condiciones de contorno se expresan, para las ondas (E)
Zn(aRy)=2Z,(aRy)=0y Z', (aR,) =2’ (aRy) =0 para las on-
- das (H). El factor de propagacién queda determinado por estas

\ condiciones mediante las raices de la ecuacion:

para (E) J, (&R;) N, (aRy) —J, (eR) N, (eR)=0  (L.1)
para (H) ', (aR,) V', (aR;) — J', (aRs) N'y (aRy) =0.  (1.2)

\“\
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2. -Solucidn general. — Sea R, el radio del cilindro con
centro en O y R, al correspondiente al centro (. Ademds, sea
a=00', z,p,9 las coordenadas cilindricas de un sistema con
centro en O y z,0, Y las coordenadas cilindricas de un sistema con
centro en O'.

Consideraremos las soluciones (E) correspondientes a nuestro
problema.
Podemos expresar.la componente E, referida al centro O en
la forma:
X
E,=Za2Z (ap)en? F, (2.1)

N=—0Q0

Zn (ap) == An Jn (a‘p) + Bn ]Vn (“P)
Yy, también, referida al O’:

W @ —
E,=Za?Z, (ac)eml F, (2.2)
m=0

con
Zm (aa) —_—\71,,1 I (a0) + l—?m N,, (ac).

Debe cumplirse, en virtud de la uniformidad de las funcio-
nes de campo que en cualquier punto del recinto comprendido
entre los dos cilindros E,=E,. Ademés, las soluciones cilindricas
de las ecuaciones de Maxwell son derivables de un potencial de
Hertz que resulta ser proporcional a E,. De aqui que la igualdad

de E, implique la uniformidad de la solucién. .

© o
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Mediante el teorema de adicién de las funciones cilindricas
podemos referir la (2.2) a la (2.1) y de alli obtener la relacién
entre los coeficientes A, B y A, B que determinan la uniformidad
de la solucién. Por otra parte, en (2.1), dada la simetria res-
pecto de ¢ las cond1clones de contorno E,(R;)=E,(R;)=0 que-
dan dadas por

Z,(aR,)=0 para cualquier n o (2.3)
y anélogamente, en (2. 2) por la simetria respecto de x las condi-
ciones de contorno exigen que: »

Zm',(aRz‘):O para cualquier m. (2. 4)

Mediante el teorema de adicidn:

m(ac) - G—lmlb 11) Z [ m m+u.<a'p) _‘-—Bm’Nm'I'U.(O‘P)] Ju(aa) eillq’
f==—00
obtenemos:

EZ,(ap) e =2  Z[Any (@0)+Bpy Ny (50)] Ty (08) €.

Ne=—Q0 Ne——00 Np==—0C0

"Luego:

o (c)

A,=Z
. B,==B,J,_n(ca). (2.5)

De las condiciones (2.3), (2.4) y de las relaciones (2.5) se
obtiene el sistema lineal homogéneo:

Ju(oBRy) — Jin(aRy)
TR NaR P e0=0 @6)

zA,

= — o

el cual admile una solucién distinta de la trwml cuando el deter—
minante del sistema es nulo: .

Jn(a‘Rl) — Jm(“‘R )
N (eRy ™ Nfety) (5]

=0. (2.7

Esta ecuacién trascendente define los valores posibles de «
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-y es la oorrespondietnté a (141), a la cual se reduce cuando

~a=0, pues J,_,(0)=58n,.
En forma andloga para las ondas (H) se llega a:

J’ m(aRy) T (aRl)
_ =0. 2.8).
H W (oRe) ™ Walty) T (40| =0 &9
8. - Primera aprozimacién. — Si llamamos a® a una de las

infinitas raices de (1.1) las raices de (2.6) pueden expresarse

come una funcién par de a. Se tendrd, puesto que a=a® para

a:O: 1

a=0al+ca2+dat...

Cuando a es suficientemente pequeiio tal que a¢< a2, ten-
dremos cn primera aproximacion

o= a0+ ca?. (3.1)

En las ecuaciones (2.6) solo serin significativos los tér-
minos factores de:

Jl(aa):;.]_l(aa)=%q='é_ Jo(wa)=1—E2

Esto es, en esta aproximacién podemos satisfacer las condi-
ciones de contorno con: el desarroilo (2.1) reducido a tres tér-
minos. Si exc¢ilamos un modo de orden n aparecen superpuesto
a éste los modos de orden n—1 y n+1. En tal -caso el determi-
nante (2.6) se reduce a un determinante de tercer orden. Si lla-
mamos:

Qym= Jn(aRl) Nm(“Rz) - Jm(a‘RZ) ]\rn (a'Rl)
para un. modo de orden n (2.6) se convierte:
Gpyn—1 %, Onict. g + &2 [2pn—1 @1 n Onitnds + '
+ Qg -1 Yyn1 Ot n — S @p—gnqg a1y @it -n'-i-'1] =0. (3 2)

Por otra parte, la (3.1) puede expresarse:

a=ad+c, 2 donde —5270 (3.8)

Desarrollando en serie las funciones cilindricas involucradas
en (3.2) en la forma:

L
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Jn(aR)=J,(a®R) + R ¢y, 82 J', (aOR) ="~

= Jn(@0R) + RC, 5 [ y(60R) —Jpia(@R)]

obienemos, si llamamos a®, .. al valor de a,,, calculada con el va-
lor conocido a® en vez de a: a%, =0- ‘ '
/

2
Q)—1.n—1 Ao Upgpnts = Co —2_ [Rl (aoﬂ-n—l_apn-nzl-l) +

+ Rz(aon—Ln"aonﬂ:l-n)] a0n——1-n—1 a°":|;1~n-i-1
ar_.4a a o =a0 al ad ;
. %“n'n— “n—1.n “ni1.nt1 nn—1 % n—1n“ 1.0t
an—1~"—1 an.n;{-l an;l-1~n = a0n—14n—1 a0n~n+1 ao":l:l-yr
/
Con esto la (3.2) permite calcular’ C,, resultando:
2

Co,=—2 { @ @n_y.p
29— " :
b . [Rl(aon~n—1_aonAn:|-,1)+R2(aon—l 'n_aonﬂ.n)]aon—-l.n—l
il aon.n:i-l a°n+1 n }
[Ry(a%.n—3—0% pyq)+Ro(@% 17— 41 )]0 01 mit

-+

El sistema de seis ecuaciones lineales homogéneas a que que-
dan reducidas las (2.5), y (2.6) en esta aproximacién permiten;
calcular los coeficientes A,_;, A.ii, Bn_y, Bp By en funciént

de A,:

Nn—1<°°R1) Qpn_y

An_.1 = E An Nn(aRl) > an_jﬂﬂ_{[

0

' Nog(aRy)  anngy . .
An =EA, - > '
e A’n(“Bl) Uniynga
. Jo1(aRy)  agn_
N : Bn_. =_EAn n 1_ 1 nn—1
a8 ' No(aRy)  ap_yny
J-n(d'Rl)

. Br=—d J Ry

J"—{-h(d‘Rl) © pngy
B - E An - > = .
n:hl. Nn(a’Ri) a,:+1.n:E1
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Andlogamente se determina en. esta aproximacién la solucién
correspondiente a las ondas (H) con el significado de

{
anm=J"n(eRy) N',,(aRy) — J',,(aRy) N, (aRy)

y o0 una de las raices de a%,,=0.

4.-Sequnda aproximacidn. — Para una segunda aproxi-
macién : :

q=a0+c2 E24 ¢, Et
supuesto que 6 < gL,

En tal caso

Ty(sa)=Jy(oa) =5 Jy(oa)=—Jy(oa) = Jo(ua) =1 —51

con lo cual (2.7). queda reducido a un determinante de quinto
orden expresable en la forma:

—9.n—2 On—1.n—1 An.n Ongg py Ongo.pie -+ g2C, + &t D,=0, (4- 1)

donde C, y D, son sumas de productos de @n_g, s, '@y pes ... etc.
En esta aproximaci6n:

Jn(aR)=[1— 5 (RCo8)J,(wR) +
LR (€, 4048 1y (0R) — Ty (0R)]
+ —18_ (R G2 £2)2 [/, 2(a0R) 4 J 19 (#0R) ]

donde a® es siempre una raiz de a%,,=0. Los factores an,, son
expresables

am= aon.;n +- €2 Bn-m + gt Yo, C4 €400 1,

que con la (4.1) permite calcular C, en términos de C,, R,, R,
Yy @




