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SUMMARY: Quantum. electrodynamics permits to study the fluctuations
of the distribution of' intensities in two rays ‘emerging from a birefringent
plate for any given number of incident photons. It leads for single photons
to the elementary quantum ‘theoretical description of the phenomenon, and for
large photon numbers to the limit of the classical theory. The quantum theo-
retical part of the intensity fluctuations should bé ‘observable up to ‘‘inten-
sities’’ (photon number) corresponding to one thousand photons.

/

1. — Introduccidn.'

La divisién de un rayo luminoso monocromético mediante
un dispositivo adecuado (placa birrefringente, placa transparente,’
etc.), se describe de manera distinta, segiin se emplee la teoria

clasica o la teoria cuantica.

En el caso de la electrodindmica clasica, las ml;enmdade,s
relativas de los rayos estin siempre univocamente definidas por
las amplitudes y las constantes de fase de las ondas respectivas.

Segun el formalismo de la teoria cuéantica, debemos consi-
derar la intensidad de los rayos como el efecto de un namero
discreto de fotones y, por lo tanto, habrd fluctuaciones estadis-
ticas en la intensidad de cada rayo.

Es evidente que este dltimo formalismo debe coincidir, en
lo que a las magnitudes observables' (para nimeros cuanticos ele-
vados) se refiere, con la electrodinamica clasica. Nos proponemos
tratar en lo que sigue los casos limites: a) de la electrodin-
mica clésica; b) de un solo fotén, segin el formalismo cuéntico
elemental; y después, la tI:ansmlon de uno en otro por medio
de la electrodindmica cuéntica y ver si es posible hallar un ni-

mero de fotones tal qué, por una parte, atn sean nolables las
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fluctuaciones estadisticas, y por otra, las intensidades sean
registrables con adecuados instrumentos de medida.
Trataremos el caso particular de .un rayo polarizado que in-
. cide sobre una placa birrefringente dando lugar a dos rayos !
-emergentes, el ordinario y el extraordinario, y hallaremos una )
magnitud cudntica que nos permita determinar el estado de po-
larizacion de la radiaciéon emergente.

2. — Caso de la electrodindmica cldsica.

' Sea una placa birrefringente de constantes dieléctricas
ezF/48y=¢,, y de eje Optico perpendicular a la superficie. Dis- f
pongémosla de manera que el plano =0 coincida con una cara

, de la placa. Formando un 4ngulo ¢ con la mnormal, incida un

rayo- luminoso monocroméuoo Llamemos L' al vector eléctrico

si vibra en el plano zy, E0 si vibra en direccién perpendicular a
dicho plano. Entonces podemos escribir

. >
: > > -> -> -> A5
. Wlegct — kv . . .

. ,=A, o ?, A,=a,e U, |Ul=1; b

g > > z(lcoct—_;m; > oo (2.1) ‘E

‘ E,=4,¢ , Ag=ageB.V, |V|=1;

donde Ico._Zn/)\o, c=velocidad de la luz en el vacio, t_t1empo
-> >
Ic=(2n/)\)s, s=vector unitario que indica la direccién de propa-

-~
gacién, |r|= Vm2—1—y2, a y B son las constantes de fase.
- >
Designemos con E”, y E”, los vectores eléctricos de los ra-
yos ordinario y extraordinario, respectivamente. Mediante las con-
diciones en el limite, la adecuada eleccién del 4dngulo ¢ y del
espesor d de la placa, podemos expresar

>
- > > igct—ler > > {dkxm'n
EI’0:11”06 ( 0 ) > A”Oone ( "+ ) s 0 .
) (2.2)
> > ieet—try > i(dlex+mm) |
U/LHCL—ICT", . UAix ~— MT
E”c — Allec ( o ) , A”c — Ace ,

donde m y m’ son nimeros reales enteros, y C
L
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d-= m}_ V(ey/em)—-(m/m')zl
2Y¢y (ey/e5)—1

puede ser elegido de manera tal que se anule el rayo-reflejado
en z=0.
Incidan ahora simultineamente las dos ondas polarizadas

> ->
definidas por E, y E,. El haz ‘incidente estd ahora formado por
la superposicién de las dos ondas y, debido a la diferencia rela-
tiva de fase n=o—f estard «elipticamente» polarizado (1).
Giremos el dispositivo que nos provee del haz incidente en
un 4ngulo 0<% <n/2. Esto equivale a introducir nuevas coor-
denadas E’; y E',, definidas por

Ey=Fcos%—'E  sen®,

| ’ +(2.3)
E,=F ,sen®+ E'cos 9.

. > > >
Pero es B'y=ua,. cos (leyct—kr—B) y E’',=a, cos (k, ct — kr-—
a).Ey y E,, como suma de dos funciones!sinusoidales de igual
frecuencia, pero distintas amplitudes y constantes de fase, pueden

ser expresadas por ’

> .
Eo:.alo . COS (ko ct — k‘l‘ - B’),‘
' b ' (2.4)
Ee':‘a'c Ccos (ko ct—kr— a’)_

Reemplazando (2.4) en (2.3) se obtienen las relaciones

’ \Ne . 29 , .
(dp)2=ua2cos? ¥ +a,2sen? & —2apa,sen 9. cos ¥ . cosn, (.5
\.‘_l. L2 |
(a',)?=a,%sen? 9+ a2 cos? ¥ 4 2a,a,sen 9. cos ¥ . cosn.

. La primera de las (2.5) es la intensidad, funcién de n;

v

() En ol dominio de la éptiea las ecuaciones (2.1) constituyen recursos
tebricos, e6modos a nuestros ‘fines, ya que, por una parte, no podemos rea-
lizar luz estrictamente monoerométiea, y, por otra, las ondas son amortigua-
das, De donde resulta que tanto a, y a. como n=qa—f son funciones lentamen-
te variables (en comparacién con el periodo) del tiempo. '
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de la componente del haz incidente segtin la direccién definida por

> R

E”; y que luego de atravesar la placa se convertird en el rayo
ordinario; la segunda, la componente del haz incidente segtn la
. o :

" direccién definida por E” ue se convertird en el rayo ex-
e y

traordinario.

Dado que en el dominio.de la éptica, por lo dicho en (%),
n varia, el Gltimo término de”(2. 5) toma tanto valores posmvos
como negativos, y por ello, lo que expemmentalmente se ob-
serva es el valor medio con respecto a la diferencia de fase.. Este
valor medio con respecto a n es

(dg)2=ua,2 cos? &+ a,2sen? 9,

(d,)2=ay?sen? ¥+ a,2 cos? 9.

Asi resulta, para la desviacion cuadritica media de la in-
tensidad de cualesqulera de los dos rayos alrededor de su res-

. pectivo valor medio (2)

o= |24a,a, |sen 9| cos &|. (2.7),
3. —Teoria elemental de un solo fotdn.

Consideremos dispuesta la placa birrefringenle igual que en
el § 2. Llamemos =; al estado de polarizacién segin el plano
xy; my al estado de polarizacién segtn el plano perpendicular a
zy. Si el plano de polarizacién de la onda incidente coincide con
el xy, solo emergerd el rayo ordinario, si coincide con el perpen-
dicular a @y, tendremos solamente el rayo extraordinario. Kl
estado de polarizacion del rayo emergente estard, pues, siempre
bien definido y puede ser descrito por la matriz diagonal (3).

) n, O |].
- . (3.1)
. O 7[2

(®) 8i se pudieran efectuar determinaciones en un tiempo menor que
107 seg., serian verificables experimentalmente las férmulas en las que in-
terviene el Angulo _v.

(®) G. BECk, Introduction a la Théorie des Quanta, Coimbra 1942, p. 12.
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Si giramos el plano de polarizacién de la onda incidente en
un 4ngulo 0<9%< n/2, ya no tenemos un rayo emergente sino
dos y, por lo tanto, el estado de polarizacién no estars més defi-
nido univocamente por (3.1). Nuestro estado puede ser descrito -
ahora por la matriz que se obtiene de la (8.1) mediante una
transformacion unitaria, que corresponde a la operacién de «rota-
cion de la placa»

7, cos? § -+ m, sen? (m;—m,) sen & cos & e~id
= (3.2)
(my—m,) sen § cos 9 eid 7, sen? § -+ 7, cos? §

Los elementos diagonales son valores medios posibles del
estado de polarizacién, los no-diagonales definen la desviacién
cuadratica media

Vo2 = |(m,—m,)||sen 9|cos 9, (3.38)

de la magnitud n’ alrededor de sus valores propios.

La '(3.3) representa la desviacién cuadratica . media que
se obtiene si se considera la distribucién de un fotén sobre los
dos rayos emergentes. Es decir, si llamamos p a la probabilidad
de registrar al fotén en el rayo ordinario, 1 — p=g¢la probabili-

0’ 1 .
el fotén esté en el primero o segundo de los rayos, obtensmos

. . 1 - 0 .
dad de registrarlo en el extraordinario; w;= Ty = , segin

"1_7‘2:)§VE: (3.4)
que coincide con (3.3) si ponemos

p=cos?9, q=sen2d (3.b),

v

4. — Gaso de la electrodindmica cudntica.

Para hacer el estudio general de la distribucién de un nu-
mero cualquiera de fotones en los dos estados finales, hay que
recurrir a la electrodinimica cuintica.

Considerando una configuracién de fotones en el rayo inci-
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dente, puede encontrarse, mediante la teoria de las transforma-
ciones, la probabilidad de cada una de las configuraciones posi-
bles en los rayos reéfractados (4). Una configuracién del estadlo
" inicial estd descrita por la autofuncién

.’cig m22

e~ T2 Hy(s). Hyo(3,), (4.1

en donde Hj(a,) y Hy_.(%;) son polinomios de Hermite nor-
malizados que se refieren, respectivamente, a uno y a otro de.
los estados de polarlzacmn del rayo incidente.

Se demuesira que

oz
e 2 2 Hy(x) Hy_.(z5) =
Yoo ye®

N 9
= Zdi¥=I Hiy) Hy(r)e s T8, 0 (42)
estando las .coordenadas en nuestro caso vinculadas por la rota-
ci6n ‘
T, =1v,C08 ¥ — vy, sen 9,
1=Yo Ye (4.3)
Ty =19, sen & -+ y, cos .

En (4.2) aparece expresada Ia conf1gurac1on del estado- ini-
cial por combinacién lineal de todas las configuraciones posi-
*bles en el estadp final. Los coeficientes d =T se obtienen colo-
cando en la ecuacién (4. 2) la definicion de los polinomios de

Hermite

) (—.1)!‘ . ' ( l)N—r ele + m22 dl‘e—wi dlv—l‘e -mg
Yerr Vm Y2 (V)] Vo de,;r  da N
) tl:" 113___: dse =Y dN~se—ye*
dyos dyc.'v—s

67102+"/6 (1) ()N

yarst Vo VZNS(N—S)IVT; )

(*) Para un estudio detallado de esta teoria, ver: J. A. BALsERO, Phys.
Rev., 73, 1346, 1948,
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Como las derivadas del primer miembro, pueden escribirse

ON g~ @@’

0z, " 0z N-r

y, luego de aplicada la transformacién (4.3), la derivada r-ési- -

ma segtin z, puede ser expresada simbélicamente por

1 r

(_cos i) —0—— sen & L) =

0Yo 9y, ,
r ()I‘
== ( r ) (cos9)¥(—sen )~ _——
T =0 NV ' . 0yo¥ 0y
resulta
‘ t)Ne—w12—m22_( g9 g0 )r ( s 0 +
—_— =(cosd ——scend — sen & —
Ozy" 0N Yo 0y, - Yo
1() N—r
-+ cos B ) - ) .e _2?02—y52:

:[ zr ( r ) (cos 8-)v (sen 9‘)"‘*(—_1_)r—v ___L__]

v=0"YV 0yo¥ 0y,
N N—r oN—r :
= ‘ 9)H 9YN—r—p __] —Yo'—Yel =
[P-O( 153 ) (Sen ) (C'OS ) ()yop. ()yeN—r—p. e
-z = (MY (008 YN-r-44¥ (san 8)r4ics (1=
v=0 =0 " ¥ o ] . .

oN

————e¢ —Yo*—ye®
Ayt dy Vvt

1

Esta sumatoria doble la podemos escribir ahora agrupando
todos los términos con el mismo indice p+v=const.=s. Asi
queda una sumatoria desde s=0 hasta s=N, y ademés, la su-
matoria ‘ )

Dy¥i== (s—fu‘ ) ({‘N;r )(sen §)r—st2u (cos $)NV-—rts—2u (—1)r—stu,
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-

donde m es el menor de los dos nimeros s, N—r. Entonces la
expresion (4.4) queda reducida a

e +ast iy ON e—Yo'—ye*
)

=Dt =
Vol rl (N—r)lm om0 """ Qyes Oy

¥ ety’tye’ rv—r ON e—Yo*—Ye?
=2 T
=02V 5! (N—s) ! m oy N5y

b

y, por comparaciéon de coeficientes, resulta '

ver _V/STN=s)] T T\ (N
ds,ﬁ_a;[/;(( _i)),u_sz_r(s-_u)( 2 )

1

(cos $)N—rts—2u (sen $)r-st2u (—1y—shs,  (4.5)

vos coeficientes d¥—r dan la probabilidad d*py—s dyy_s
2 2
o Ye©

de la .configuracion descrita por e 9T 2 H(y,) Hy_s(ye). Se-
gin esto debe cumplirse, evidentemente d,f’ﬁ:: *e e =1.
§==0

Ahora consideremos el caso en el cual estd excitada una sola
onda, es decir, r=/N en (4.2). Obtenemos como probabilidad
para cada configuracién final posible

. "

TN (sen? $)N=s (cos? 9)s. (4 6)

.I:l,\‘;—s dﬂffl'\;—s — (ds N—s )2

P

Al mismo resultado se llega si dejamos incidir un -fotén
después de otro. En este caso ,si p y q tienen, respectivamente,
el significado que le hemos atribuido en el § 8, la probabilidad
de que s sean registrados en uno de los rayos refractados y
N—s en el otro, es

B v (s, ]V~—-s)__ (N ) psgN—s (4.7),

que, por (3.5), coincide con (4.6). La desviacién ‘cuadréatica me-
dia de (4.6) o (4.7), es

¥
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Vor=V Npq, | (4.8),

y la desviacién cuadratica media relativa

VE_ ¢l .9

N s - P 1’V
tiende hacia cero al aumentar el numero de fotones.

5. —La matriz de polarizacion (5).
Si designamos con N, al operador de cantidad

»

—_— 2__ 1 : 5. 1)
d,‘,o"}_y() 1 )’ (5 1):

obtenemos

’ o _u 1
NoHy(yo)e 2 =s.H(yo)e 2 . . (5.2)
Es decir, ¢l operador N, aplicado al p;)linomio de Hermite
Yo :
Hs(yo)e_—;—nos da el ntmero de folones en la onda definida
por ¥o. o . : :
V- Al operader N, le hacemos corresponder la matriz - ||V,
cuyos elementos (NNg), estaran definidos por

(No)rr’ :/:/ d)* = (yO’ ye) NO q):r'N—r (.yOs ye) dD’o dyc: (5 3) R

donde

o = B H s (5.4
=Zdon= Hy(yo) - N__a.(yc)e 2 9 {5.4)

san()

- es la funcion de estado que describe todas las configuraciones

posibles del rayo emergente, dada una configuraciéon del rayo
incidente. Resulta de (5.3) y (5.4)

(°) Comunicacién presentada a la 10* Reunién de la AFA. Revista de la
UMA-ATA, 13, 59. 1948.




—222 —

(No)rw= 2 AN ATl s=(No)w, (5.5)

por ser los dy=: reales.

Si queremos expresar los (Ny), en funcién del ntmero de
fotones y del angulo 9, podemos poner

(No)»r ,_/fH (zy) Hy_,s (:1:2)6
NoH (=) Hy_.(z,) e

2—’;—:z:(,

Ly +wn

* dz,dx,, (5.6)

“que, por (4.2), coincide con (5.8) siempre -y cuanto expresemos -

el operador N, en funcién de z; y x,, mediante (4.3). Asi, sim-
bélicamente, podemos escribir

dz d? daz dz?
— —cos? Y — 29 — sen¥ . ¥ )
dye? = c0s do? - sen doy - +2sen? . cos do, da,

Yy, por lo tanto,
1 2 d2 d2
zVo —(—0052 $.-— —sen?d —=—2sen?. cos%
. dx,? dz,? da:1 dz,

+—;~ (cos2§ . m,2 4-sen?§ . 2,2 2sen & . cos & . x, z, —1).

)+

Ahora formamos los operadores

d? \ 1 d2
T T T ]
que operan sobre ‘H,.(z,)exp (—x,2/2) y HN_,(«’Ez) exp (—-mcr/Z)
respectivamente.

Asi queda

)

No:00529N1+S‘Bn23N2+COS&5‘en&(wl%—dx dz,’ "’
1 ATy

Reemplazando en (5.6) se obtiene

(Ng) =T cos? 3’. 8,4 (N—r)sen?$. 3, +

COS&SGH&{I/(r—}—l)(N—r) dp i1+ V(N _,.+1)5r,’__1“} (5.7)

P

B

el &
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que es la expresion buscada.

Los elementos diagonales de [N,| nos dan los valores me-
dios del numero de fotones en el rayo emergente, definido por
la coordenada ¥, si de un tolal de NV inciden r en el rayo defi-
nido por z,.

La expresion

,._.._

! da la desviacién cuadratica media alrededor de los valores medios.
Por lo tanto el esquema :

en el cual las sucesivas submatrices de rango 1,2,3,... corres-
ponden a N=1,2,3,... fotones incidentes, puede representat la
matriz general de polarizaciéon de cada uno de los rayos birre-
fractados por una placa birrefringente. En cada submatriz los
elementos diagonales dan los valores medios ‘observables del nu-
mero de fotones en el rayo definido por y,; la raiz de la suma
de los cuadrados de los elementos de una columna o fila, ex-
cluido el elemento diagonal, la desyiacién cuadrdtica media.
Anilogamente se puede formar la matriz IN,| con el ope-

| (Vo) |2 V2 |sen 9cos 9| Vr(N—r) + N/2= ]/(ce\,,, (5.8)




— 224—

1 .
rador —2—( —Ez_‘ﬁ_ Z2 — 1) . Resulta para los elementos de esta

matriz la expresion

' . N
(Vo= Zd* A7 d 37 (N—s) =

=rsen?9.%,,+ (N—r) cos? .5, —
cos ¥ .sen {V(r—{—l) (N—r) 8 iy +Vr(N—r41) 80 4 } .

Es evidente que

' ' o INI= NGt + IV, ‘
y . .
(N)yp=Zd*o 2= dovTs (N—s+s) =N .
s=0
La expresion (3.2) es el caso partlcular de la (5.7) para |
N=1. .

6. — Conclusion.

\

i
Segtin el principio de correspondencia, la teoria clasica debe
verificarse para un gran ntmero de fotones. Si ponemos, como
es habitual para un gran namero de fotones,

T proporcional a a,2 'y N —r proporcional a a,2,(6.1)

coinciden los valores melios clasico y cuéntico ((2.6) y (5.7)).
En cambio, atn con (6.1), no coinciden las desviaciones cuadri-

© ticas medias (2.7) y (5.8). En el caso cudntico hay un término

més debajo de la raiz que no tiene igual en el caso clasico. Este
término expresa la contribucién a la fluctuacion proveniente de la
existencia de fotones. Que esto es realmente asi se ve en el i
caso en el cual estd excitada una sola de las ondas .incidentes, '
es decir, por ej., a,=0 en (2.7) y r=N en (5.8). Entonces,

la fluctuacién clasica se anula ya que no habra diferencia de fase

variable con el tiempo, es decir, las intensidades estdn univoca- - >
mente definidas mdepend1ente del tiempo. Por el contrario, en
la_ fluctuacién cudntica atn queda el término proporcional a

Y N N, que proviene del hecho de que conocido el nimero de fo-

\
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tones las fases estin indeterminadas (principio de indetermina-
cién). Sin embargo, el principio de correspondencia queda satis-
fecho ya que la desviacién cuadratica media -relafiva (4.9) tien-
de hacia cero al aumentar el nimero de fotones. .
Las fluctuaciones cuanticas, tratindose de fotones aislados,
ya eran conocidas teérica y experimentalmente -desde hace mu-
cho tiempo, por ej., en el caso de radiacién gama dura. La con-
tribucién de la electrodindmica cuédntica es la de permitir estu-

“diar el fenémeno, paso a paso, desde fotones aislados hasta un

gran numero de los mismos. Si quisiéramos comprobar experi-
mentalmente, por ej., para un numero de 1000 fotones, la des-
viacién cuadratica media netamente cuantica, tendriamos que ele-
gir el caso en el cual no aparece la conlribucién clisica. Es decir,
el caso arriba discutido. Poniendo en (4.9), cos¥=sen 9, se ob-

tiene para la desviacién cuadritica media relativa 1/ VN Para
V=1000 fotones atn.es de un 3 % (6)., Luego, si tuviéramos
instrumentos de medida que detectaran el ntimero de fotones con
un error menor que el 3 %, serla posible la verificacién experi-
mental de este efecto. ,

Quiero expresar aqui mi agradecimiento al Prof. G. Beck
por haberme propuesto el tema y guiado durante la realizacién
del trabajo y al Dr. E. Gaviola por su amable critica.

Nota agregada en prensa: Recientemente, U. Fano,
J.0.8.A., 39, 859, 1939, al fratar la polarizacién parcial en for-
ma clasica y cuéntica, indica un experimento (pensado) mediante
el cual se podria determinar el grado de polarizacién de un haz
luminoso. Es interesante la vinculaciéon que establece entre el os-
tado de polarizacién de la luz emitida y el conocimiento del es-
tado mecanico de los dtomos emisores. Asi, un haz «complela-
mente» polarizado se observa cuando se somete los atomos ra-
diantes a un méaximo conjunio de determinaciones antes y después
de la emisién. Un haz de luz parcialmente polarizado, cuando es

‘incompleta la determinacién del estado mecénico de los &tomos

emisores. Seguin la interpretacién de F an o nuestro haz incidenle
descrito por N, fotones polarizados en un cierto plano y 7V=,_
N —N, polarizados en un plano perpendicular, es un estado d¢
polarizacién «parcial» totalmente definido.

—

(®) J. A. Bausmiro, D. CANALs FRAU, Cien. e Inv., 2, 444; 1946.




