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LAS FLUCTUACIONES EN LA INTENSIDAD DE LQS 
RAYOS BIRREFRACTADOS 

por D. CANALS FRAU 
Observatorio Astron6mico, C6rdoba 

(Recibido el 25 d<¡. abril de 1949) 

SUMMARY: Quantum, electrodynamics permits to study the fluctuations 
of the distribution of' intensities in two rays "emerging from a birefringent 
plate for any given number of incident photons. It leads for single photons 
to .the elementary quantum theoretieal descr~ption of the phen0!llenon, and for 
large phot,on numbers to the limit of tIla elassical ,theory. The quantum theo­
retical part of the intensity fluctuations should be observable up to "inten­
sities" (photon number) corresponding to one thdusand photolls. 

1. -.:. Introducción. ' 

La' división de un rayo luminoso monocromático mediante 
un dispositivo adecuado (placa birrefringente, placa transparente,' 
etc.), se describe' de manera distinta, s~gún se ,emplee la teoría 
clásica o la teoría cuántica. 

En el caso de la electrodinámica clásica, las intensidade¡s 
relativas de los ¡'ayosestán siempre unívocamente definidas por 
las amplitudes y las constantes de fase de las ondas respectivas. 

Según ,el formalismo de la teoría cuántica, debemos consi­
derar la intensidad de los rayos como el efecto de un núú>.el'o 
discreto de fotones y, por lo tanto, habrá fluctuaciones 'estadís­
ticas en la 'intensidad de cada rayo. 

Es evidente que este último formalismo debe coincidir, -en 
lo que a las magnitudes observables\ (para números cuánticos ,ele­
vados) se refiere, con la electrodinámica clásica. Nos proponemos 
tratar en lo que sigue los casos límites: a) de la -e1ectrodiná~ 
mica clásica; b) de un solo fotón, según el formalismo cuántico 
elemental; y después, la transición de uno 0)1 otro por medio 
de la electrodinámica cuántIca, y ver si es posible hallar un nú­
mero de fotones tal qué, por una parte, aún sean notables las .. 
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fluctuaciones ,estadísticas, y por otra, las intensidades sean 
registrables con adecuados instrumentos de medida. 

Trataremos el caso particular de ,un rayo polarizado que in­
cide sobre una placa birrefrÜ!gente dando lugar a dos raJos 
emerg,entes, d ordinario y ,~l extraordinario, y hallaremos una 
m~gnitud cuántica que no~ permita determinar el estado de ,po­
larización de la radiacióneme~gente. 

2. - Caso de la electrodinámica clásica. 

Sea una placa birrefringente de constantes dieléctricas 
E:v¡::-j~ Ey = Ez, Y de eje óptico perpendicular a la superficie. Dis­
pongámosla de manera que el plano x = O coincida con una cara 
de la placa. Formando un ángulo ep con la normal, incida un 

-+ 

rayo luminoso monocromático. Llamemos Ee al vector eléctrico 
-+ 

si vibra en el plano xy, Eo si vibra en dirección perpendicular a 
dicho plano. Entonces" podemos escribir 

-+ o? 

Ae=aee-ia . U, 

+ -)­

¡lo =ao e--:iP . V, 

o? 

IUI=1; 
o? 

IVI=1; (2.1) 

donde lco=21r.jAo, c=velocidac1 de la luz ,en el vacío, t=tiempo, 
-+ o? o? 

le = (2rr jA) s, s = vector unitario que indica la dirección de propa-

gación' 1;1= V X2+y2, a y ~ son la.s constantes de fase. 
o? + 

Designemos con E/I o y' E/I e los vectores eléctricos de los ra-
yos ordinario y extraordinario, respectivamente. M·ec1iante las con-:­
diciones en el límite, la adecuada 'el'ección del ángulo cp y del 
espesor d de la placa, podemos expr,esar 

+-+ 

E
o?/I +1/1 i(7coct-7cr) 

0=" oe ' 
o?A/I _ -+A i(d7c .. +m'1t) 

0- oe , ' • 
(2.2)¡ 

donde m y m' son números reales enteros, y 
• 
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puede ser elegido de manera tal que se anule el rayo-- reflejado 
en x=O. 

Incidan ahora simultáneamente las dos ondas polarizadas 
-+ -+ 

definidas por Eo y Ee' El haz 'incidente está ahora formado por 
la superposición de las dos ondas y, debido a la diferencia rela­
tiva de fase 11=a~~ estará «elípticamente» poClarizado.(l). 

Giremos el dispositiv~ que nos provee de!l haz incidente en 
mi ángulo 0< B· < nj2.Esto equivale a introducir nuevas coor­
denadas E' o y E' e' definidas por 

E o = E' o cos -& - 'E' e sen -&, 
\ 

Ee = E'e sen -&+E'o cos-&. 
. (2.3) 

++ -++ 

Pero es E' o =,ao . cos (leo et-ler-~)y E'e =ae cos (leo c't-ler--
a) . ISo Y Ee, como suma de dos funciones I sinusoidales de igual 
frecuencia, pero distintas amplitudes y constantes de fase, pueden 
sel' expresadas por 

-++ 

Eü =:a' o . ,cos (leo el - k]' - W), 
-+-+ 

E~=a'e cos (leo el -ler - al). 
(2.4). 

Reemplazando ,(2.4) ,en (2.3) se obtienen las relaciones 

(a' 0)2 = a0
2 cos2 -& + a/ sen2 B· - 2,ao ae sen B· . cos -& . cos 11, 

(a' e)2 = Q02 sen2 -& + ae 
2 cos2 -& + 2 Qo Qe sen B' • cos B· . cos 11. 

(2.5); 

La primera de las (2.5) ,es la intensidad, función de 11, 

(1) En el dominio de la óptica las ecuaciones (2.1) constituyen recursos 
teóricos, cómodos a nuestros '.fines, ya que, por una parte, no podemos rea­
lizar luz estrictamente monocromática, y, por otra, las ondas son amortigua­
das. De donde resulta que tanto ao y a. como r¡=a-~ son funciones lentamen-
te variables (en' comparación con el período) del tiempo. . 
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de la componente del haz incidente según la dirección definida por 
+ ' . , 
E" o y que luego de atravesar la placa se convertirá ,en el rayp 
ordinario; la segunda, la componente del haz incidente según la . 

+ . 

dirección definida por E" e y que se convertirá en 'el rayo ex-
traordinario. ' 

Dado que en el dominio. de la. óptica, por lo dicho en (1), 
1"\ varia, el último término de/(2.5) toma tanto valores positivos 
como negativos" y por ello, lo que experimentalmente se ob­
serva es el valor medio con r,especto a la diferencia de fase .. Este 
valor medio con respecto a ,1"\ es 

(a' )2 -a 2 cos2 8· + a 2 sen2 8· o - o e' 
(2.6} 

Así resulta, para la desviación cuadrática media de la in­
tensidad de cualesquiera de los dos rayos alrededor de su res­
pectivo valor medio (2) 

(2.7) 

3. - Teoría elen"Lental d~ un solo fotón .. 

Consideremos dispuesta la placa birrefringente igual que en, 
el § 2. Llamemos 1[1 al estado de polarización según el plano 
xy; 1[2 al estado de polarü;ación según el plano perpendicular a 
xy. Si el plano de polarización de la onda incidente coincide con 
el xy, sólo emerg"erá el rayo ordinario, si coincide con el perpen­
dicular a xy, tendremos solamente. el rayo ,extraordinario. El 
estado de polarización del rayo emergente estará; pues, siempre 
bien definido y puede ser descrito por la matriz diagonal.(3). 

1[1 O 
1[= .(3.1) 

O 1[2 

(") Si se pudieran efectual' determinaciones en un tiempo menor que 
'io -s' seg., serian verificables experimentalmente las fórmulas en las que in­
terviene el ángulo _ r¡. 

(") G. BECK, Intl'od~totion a la Théol'ie des Quanta, Coimbr,a 1942; p. 12. 
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Si giramos el plano de' polarización de la onda incidente en 
un ángulo 0< & <:rc/2, ya no tenemos ,un rayo ·emergente sino 
dos y, 'por lo tanto, el estado de polarización no estará más defi­
nido unívocamente por (3.1). Nuest~? estado puede ser descrito' 
ahora ppr la matriz que se obtiene - de la (3.1) mediante una 
transformación unitaria, que corresponde a la operación de «rota­
ción de la placa» 

, (3.2), 

Los elementos diagonales. son valores medios posibles del 
estado de polarización, los no-diagoñalés definen la desviación 
cuadrática media 

(3.3) 

de la magnitud n' alrededor de sus valores propios. 
La '(3.3) representa la desviación cuadrática. media que 

se obtiene SI se considera la distribución de un fotón sobre los 
dos rayos emergentes. Es decir, si llamamos.p a la probabilidad 
de registrar al .fotón en el rayo ordinario, 1-p = q' la probabili-

dad de registrarlo ,en el extraordinario; ni = {~ ";[2 = {~ ,según. 

el fotón esté en el prim~ro o segundo de los rayos, obtenllil1os 
~ 

(3.4)1 

que coincide con (3.3), si ponemos 

p= cos2 {j., (3.5)) 

4. - Caso de la electrodinámica cuántica. 

Para hacer el e~tudiQ general de la distribución' de un nú­
mero cualquiera de fotones' en los dos estados finales, hay que 
recurrir a la electrodinámica cuántica. 

Considerando una configuración de fotones en el rayo inci-
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dente, puede encontrarse, mediante la teoría de las transforma­
ciones, la probabilidad de cada una, de las configuraciones "posi­
bies en los rayos refractados (4,) . Una configuración del esLaao 

. inicial está descrita por la autofuilción .. ....: 

(4.1)¡ 

en donde lf,i(:.lil) Y H N-r ( x2) son polinomios de Hermite nor­
malizados que se refieren, respectivamente, a uno y a otro de, 
los estados de polarización del rayo incidente. 

Se demuestra que 

, (4.2): 

estando las ,coordenadas en nuestro caso vinculadas por la rota­
ción 

Xl =Yo cos &- Yesen 3', 

x2 = Yo sen & + Ye cos &. 
(4.3): 

,- En (4.2) aparece 'expresada la configura'ción del ,estado' ini-
cial por combinación lin'eal de todas las' configuraciones posi­

·bles en el estadQ final. Los coeficientes d ;;:=; se obtienen colo­
cando en la ecuación (4.2), la definición de los polinomios de 
Hermite . 

(-1)1' 

( -1) N-s 
(4.4)i 

«) Para un estudio detallado de esta teoría, ver: J. A. BALSEIRO, Phys. 
Rev., 'la, 1346, 1948. 
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Como las derivadas del prImer miembro pueden escribirse 

iJN e-Xi2-X22 

iJxlr iJx,¿N-r 

y, luego de aplicada la transformación (4.' 3), la derivada r-ési­
ma según Xl puede ser expresada simbólicamente por 

'iJ iJ r 
( cos {l' --- sen & --) == 
. iJyo iJYe 

T iJr 
= Z; ( r ) ( cos {l') v ( -sen & ) r-V , . 

y-O V '. iJyov iJy/-v 
. , 

resulta 

=[~(T')(cOS{l')v(sen{l')r-v(-l)r-V iJr ] 
y-O v· iJyoV iJyer-v 

r
N-r N--r iJN-r ] 9' 2 

. ~ ( ) (sen &)1-1- (cos &yv-r-I-I- e-yo"-ye = 
p.-o ¡.t iJYol-l- iJYeN-r-\l 

7;. N-, 1" N r . 
I =~ Z; ( ) ( - ) (cos &)N~r-p.tv (sen &)I'W-1 (_l)r-v 

y=o p.-O ,v . ¡.t . . 

iJN 
-,-------:-:--- e -Yo2-ye2 . 
iJyo vW iJYel\'-V-\L 

Esta sumatoria doble la podemos 'escribir ahora agrupando 
todos los términos con el mismo índice ¡.t + v = const. = s. Así 
queda una sumatox:ia desde s = O hasta s = N, y además, la su­
matoria 

.n N 
D~;~=~= Z; ( :.. ') (. -r)Csen &)r-S+2u (cos &)N-r+s-2u (-l)r-sttz, 

U-S-T S U , U 

./ 
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donde m es el menor· de los dos números s, N-l'. ,Entonces la 
expresión (4. 4), queda reducida a 

_ :. e+Y02+ye 2 d r,N-1' oN e-y02_ye2 

-=bV2Nsl (N-.s}ln. B,N-s oYeN-sayos' 

y, por comparación de coeficientes, resulta 

d~:%=;- l/sI (N-,s) 1 i: ( l' ) (N-r) 
V 1'1 (N·-r) lu=s-r s--u u , 

...... 
(cos&)N-r+s-2u (sen &)r-s+2u (_l)r-s+u. .('4.5) 

.DOS coeficientes d~:%=; dan la probabilidad d;l<~;%=; d~:%.=; 
. y02 ye 2 

de la .configuración descrita por e -2'"-2 Hiyo) HN-s(Ye)' Se-
. N 

gún 'esto debe cumplirse, evidentemente z: d~:%.=; d*~:%=; = 1. 
s-o 

Ahora consideremos .el caso en el cual ,está excitada una sola 
onda,es decir, r=N "en (4.2). Obtenemos como probabilidad 
para cacla configuración final posible 

N' d N,o d*N,o = (d N,o )2 = . (sen2 &)N-s (cos2 &)s. (4. 6) 
.,N-. , •• ,N-. . .,N-. sI (N-s) 1 ' , 

, ., 

Al mismo resultado se. llega si dejamos incidir un .fotón 
después de otro. En este caso ,si p y q tienen, :r;espectivamente:, 
el significado que le h~mos atribuído en .el § 3, la probabilidad 
de que s sean registrados en uno de los rayos refractados y 
N-s .en el otro, es' 

(4,7), 

I 

qu~, por .(3.5)! coincide con (4. 6). Lades~iación 'cuadrática me­
dia de (4.6): o (4.7), es 

,,' 

I 
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y la desviación cuadrática media relativa 

~ _l/q 1 . 
Np -V p N 

tiende hacia cero al aumentar el número de fotones. 

5. -La matriz de polarización (5). 
Si designamos con N o al operador de cantidad 

,. 
1 (d ,. 
- --+Y02 -1') 2 d'V ' .0. 

obtenemos 

~'., ' 

(4.8} 

,(5.2): 

Es decir, el operador No aplicado al polinomio de ~Iermite 
Y02 

Hs(yo) e - 2"" nos da el número de fotones en la onda definida 
por Yo' 
~. - Al operad0r No le hacemos corresponder la' matriz - IIN 011, 
cuyos elementos (N o)rr' estarán definidos por 

(N ) . {{ lh.*r',N-r' ( 1 N Ih.r,N-r ( ) d d o rr'=.f.f '!" . Yo,Ye, 0'1' YO;Ye Yo Ye' (5.3) , 

donde 

N y02 ]je 2 

Ih.r,N-r ..." dr,N--r H ( ) El () - - - -
'11 = ... o,N-o sYo' N-oYe e 2 2 (5,4) 

o-o 

es la función de estado que describe todas las configuraciones 
posibles del rayo emergente, dada una configuración del rayo 
incidente. Resulta de (5.3) y (5.4) 

(G) Comunicaci6n presentada a la 10;1 Reuni6n de la AFA. Revista de la 
UMA-AFA, 19, 59. 1948. 
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N 

(N )' .... d",r',N-r' dr,N-r (1\1 )' o rr' =.:;.¡ s.N-s 's,N-s· S == L' Ol 1",. 
.-0 

por ser los d;:Z=; reales. 
Si queremos expresar los (No),.,., en función 

fotones y del ángulo .&, podemos poner 

(No),.,., , JJ HAxl ) HN-/,,(X2) e- X¡2t

X22 

(5.5) 

del número de 

X¡2'+X22 

No H/,( Xl) H N-,.( X2 ) e - 2' dX l dx2, (5. 6) 

'que, por (4.2), coincide Con (5, 3) siempre.:y cuanto expresemos. 
el operador N o en fUl1ción de Xl y X 2, mediante (4. 3). Así, sim:­
bólicamente, podemos escribir 

d2 d2 d2 d2 

-d 2 =cos2 .& -d 2 +sen2 .& -d ,,+2sen.&. cos3- d d ' 
Yo Xl X2~ Xl ,X2 

y, por lo tanto, 

Ahora formamos ~os operadores 

1 '~ 1 ~ 
Nl=-(-d-+Xl2_1) , N2=-2 (~d ,,+ x22-1), ' 2 X12 ',x

2
-

que opera~ sobre H,.(xl ) exp (-Xl2j2) Y HN-rCX2) exp (-;,}/2), 
respectivamente. 

Así .queda 

, d2 
N o = cos2 3- N 1 + sen 2 3- N 2 + cos .& sen 3- ( Xl X 2 - d d ). 

Xl X2 

R,eemplazandoen (5. 6) se obtiene 

(No),.,.,=r cos2.&,' b/,I" + (N-r) se~2.&. brr, + 

cos.&seri.& {V (r-t-1) (N-r) b,J,''+l + Vr(N~r+l) br',,-l't (5.7) 

, I 
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que es la expresión buscada. 
Los elementos diagonales de IINol1 nos dan 19S valores 111e­

dios del número de fotones en el rayo emergente, definido por 
la coordenada Yo' si de un total de N inciden' r en el rayo q.efi¡­
nido por Xl' 

La expresión 

V~/~~o)1'1'112 , Y2lsenB'llcos&1 Vr(N-r)+N/2= V(~)rr> (5.8)' 

da la desviación cuadrática media alrededor de los valores medios. 
Por lo tanto el esquema 

I 

r-~~~--~---+---r--1---+---1--1---

en el cual las' sucesivas submatrices' de raQ,go 1,2,3, ... corres­
ponden a N = 1,2,3, ... fotones incidentes,' puede representar la 
matriz general de polarización de cada uno de los rayos birr'e­
fractados por una placa birrdringente. En cadasubmatriz los 
elementos diagonales dan los valores medios observables del nú­
mero de fotones en el rayo definido por Yo; la raíz de la suma: 
ele los cuadrados de los elementos de una columna o fila, ex­
cluído 'el elemento diago~al, la desyiación cuadrática media. 

Análogamente se puede formar la matriz IINel1 con el ope· 

,/ 
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] ( d2 

rador ~ - --+ X 2
2 - 1). Resulta para los elementos de esta 

2 dX2
2 

matriz la expresión 
. JI¡ 

(N ) ~d*r,JI¡-r d r,JI¡-r (N ) 
e "f'" = ~ :J,l!Y-:s /S,h-/l -s == 

3=0 

y 

=rsen2 &. 1\~1 + (N-r) cos2 &. ~rrl-

cos &. s'en &. {JI (r+i) (N-r) ~r1,r±1 +Vl'(N-r+l) ~r',r-1}' 
Es 'evidente que 

JI¡ 

(N") - ~ d*r',l'.-r' dr,JI¡-r (N +') -N ~ 
. 1'1" -.., :J,lv-s s,l'v-s -8 S - 1'/"-

3-0 

La expresión (3.2) es el. caso particular de la (5.7) para 
N==l. ...... 

6. - Conclusión. 

Según el prihcipio de correspondencia, la teoría clásica debe 
verificarse para un gran numero de fotones. Si ponemos, como 
es habitual para un. gran número de fotones, 

'r próporcional a a0
2 y N -1' proporcional a a/,{6.1)¡ 

coinciden los valores medios clásico y cuántico «2.6) y (5.7». 
En cambio, aún' co~ (6.1), no coinciden las desviaciones cuadrá­
ticas medias (2.7) y (5.8). En el caso cuántico hay un término 
más debajo de la raíz que no tiene ~gual 'en el caso clásico. Este 
término ,expresa la contribución a la fluctuación proveniente de la 
existencia de fotones. Que esto es realmente así se ve en el 
caso 'en el cual ,está e~citada una sola de las ondas . incidentes,: 
es decir, por ej., ae=O en (2.7) y 1'=N en (5.8). Entonces, 
la fluctuación clásica se anula ya que no habrá diferencia de fase 
variable con el tiempo,es decir, las intensidades están unívoca­
mente definidas· independiente del tiempo. Por el contrario, en 
la, fluctuación cuántica aún queda el término proporcional a 
V .N, que proviene' del hecho de que conocido el número de fo,.. 



I ~ .. .Ií·' , 

-225-

tones las .fases ·están indeterminadas (principio de indetermina­
ción). Sin embargo, el principio de correspondencia queda satis­
fecho ya que la desviación cuadrática media ,relativa (4. 9) tien­
de hacia cero al amnentar el número de fotones. 

Las fluctuaciones cuánticas, tratándose de fotones aisl~dos, 
ya ,eran conocidas teórica y experiment.almente, desde hace mu­
cho tiempo, por ej" en "el caso de radiación gama dura. ¡La con­
.tribución de la electrodinámica cuántica es la' de permitir estu­
'diarel fenómeno, paso a paso, desde fotones aislados hasta un 
gran número de los mismos. 'Si quisiéramos comprobar experi-
mentalmente, por ej., para ,un número de 1000 fotones,.la des­
viación cuadrática media netamente cuántica, tendríamos que ele­
gir el caso en el cual no aparece la contribución clásica. Es decir, 
el caso arriba discutido. Poniendo en (4,. 9), cQs~' = sen &, se ob-
tiene para la desviación cuadrática media relativa, l/V N. Para 
W = 1000 fotones aún es de un 3 Ojo (6). Luego, si tuviéramos 
instrumentos de medida que detectaran el número de fotones con 
un error menor que el 3 % , sería posible la verificación experi-
mental de este efecto. ' 

Quiero expresar aquí ml agradecimiento al Prof. G. Beck 
por haberme propuesto el tema y guiado durante la realización 
del trabajo y al Dr. E. Gaviola por su amable crítica. ' 

N ata agregada en prensa: Recientemente, U. Fa no, 
J. O. S. A., 39, 859, 1939, ?l tratar la polarización parcial en for­
ma clásica y cuántica, indica un experimento (pensado) mediante 
el cual se pQdría determinar el grado de polarización de un haz 
lumin,oso. Es interesante la vinculación que establece entre el cs­
tado de polarización de la luz emitida y el conocimiento del es­
tado mecánico de los átomos emisores. Así, un haz «completa­
mente» polarizado se observa cuando se somete los átomos ra­
diantes a un máximo conjunto de determinaciones antes y despué~ 
de la ,emisión. Un haz de luz parcialmente polarizado, cuando 'es 

. incompleta la determinación del. estado mecánico ele los átomos 
emisores. Según la interpretación de F a n o nuestro haz incidente 
descrito por l'! 1 fotones polarizados en u.n cierto plano y IV 2' I 

N - N 1 polanzadosen un plano ,perpendICular, es un estado de 
polarización «parcial» totalmente definido. 

(") J. A. BALSEIRO, D. CANALS FRAU, Cien. e Inv., 2,444; '1946. 

; 5; 

'j 

., 
.:, 

" /'\ 

" 
.~ 
'.' r 

",~. 

. ,,~ 

,.,~ 

, " .", 

I . 


