SOBRE DETERMINACION DE SINGULARIDADES DE
LA SERIE DE TAYLOR, MEDIANTE EL
ARGUMENTO DE SUS
COEFICIENTES

por, PEDRO P1 CALLETA

Resumen de la nota presentada el 30-IX-1949

E. Fabry publico en 1896 el teorema mas profundo
sobre la cuestion, que dice:
Si en la serie

(L.1) k &) =Zauim,

que ’currllple o

(1.2) ~ lim, sup }'anli/n =1,

para una sucesion ’ﬂimitada Ny, Mg, .. s Ny, - .. tal que
1.3 - limja, [tn,=1,

existe el

(1.4) bnlzin;lo (Arga,, —Arga, ) =a

respecto a coeficientes consecutivos no nulos de indice m perte-
wnecientes al entorno de Hadamard

(1.5) ny(1—8) <m<np(145), (0<d<1),

salvo para g, de estos coeficientes cumpliendo

~
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(1.6) - C Tm (gp/n) =0, ‘

p=0c0

entonces e es punto singular de (1.1).

Fabry hace. notar que el limite -(1.4) puede expresarse
de muchas maneras y en particular es suficiente exista el

K

i (1.7) lim (Arga,—Arga, ) =0

N=00

para que la serie (1.1) que cumple (1.2) tenga ei® como punto
singular. !

Corolario inmediato de este caso particular es el llamado en
la mayorla de los textos feorema de Fabry, aunque éste no lo
enuncié . vexpllcltamente, que en bella y sunple formulacién dice:

Si en la serie de potencias (1.1) existe el

(1.8) - lim (a,/a,,)=e™

entonces es € punto singular de (1.1).

Paralelamente a su teorema argumental, Fabry demostréd
el teorema lagunar siguiente:

Si en la serie (1.1) que cumple (1.2), existe la sucesién
n, tal que ver1f1que (1.38) y :

(1.9) lim (/) =0,

en que q, es el nimero de coeficientes no nulos a, de indice

m pertenecientes al entorno de Hadamard (1.5), entonoes

la circunferencia de convergencia |z|=1 es frontera natural o

linea singular de la serie (1.1). ° '
De aqui se deduce como corolario que la serie

'(1. 10) \ f(z)= ? ag2n,

en que

(1.11) limg sup | ag|tm, =1,




con ' N

(1.12) lim (g/ng) =0,

q=00

tiene la circunferencia |z|=1 por frontera natural.

Ambos teoremas argumental y lagunar son consecuencia del
imporfante teorema previo de I'abry que dice: ‘

Supongamos que la serie (1.'1) tenga radio de convergencia
1 y que existan para cada numero natural p un entero n,=0
y un nimero real ©, = tales que los n, crezcan y las partes reales

- (@, e7n,) para los m pertenecientes al entorno de Hada-
mard (1.5) tengan gp cambios de signo (de + a — o de —
a +, omitiendo ceros), con g, cumpliend‘o (1.6) y siendo
lim,, sup |‘R (an, €~ #,,)|/r p=1; entonces z=1 es punto singulan
de, (1. 1).

Si en este teorema se toma enpze constante, n,=p, qp=0,
se obliene el teorema que P. Dienes enuncié trece afios mas
tarde en 1909 y que dice:

Bajo la hipétesis (1. 2), es suficiente que desde un valor de n
en adelante, todos los afijos de los coeficientes @, se encuentren
en un angulo B menor que m y de vértice en el origen para que
el punto z=1 sea singular de (1.1).

De este teorema es inmediato corolario el teorema, historica-
mente precursor de los demds, enunciado en 1893 por G. Vi-
vanti y primeramente demostrado en 1894 por A. Prings-
heim, que dice:

Bajo la hipétesis (1.2), es suficiente que desde un valor

de n en adelante sean positivos o nulos los coeficientes «, para
que el punto z=1 sea singular.
i El andlisis de E. Fabry, realizado mediante los métodos
geniales de J. Hadamard, es de una profundidad admira-
ble, pero sus demostraciones son muy complicadas; ademés E.
Fabry da gran nimero de resultados en forma discursiva y
aglomerada, sin hacerlos resaltar en enunciados aislados y clari-
ficados. Asi el teorema atribuido a P. Dienes tiene una de-
mosfracion mucho mis sencilla que los de Fabry.

Si en el-lagunar de éste, la condicion (1.12) se sustituye
por la
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(1.13)

)

- lm (nq-{'l - n!,) =00
gq—00

que implica la (1.12), la conclusién subsiste. La (1.12) es mas
amplia que la (1.13), porque aquélla no implica ésta, como se
ve tomando ny;=gq? nypy=q%+1:

 La condicién restringida de Fabry (1.13) es una genera-
lizacién de la condicién lagunar de Hadamard en la que
en vez de (1.12) o (1.18) se supone més restringidamente que
los indices de los coeficientes no nulos de (1.10), (1.11) cum-
plen

(1. 14) nq*]_—,nq\) 6”,‘,, (6>0),

desde un cierto valor de g en adelante, como condici6n sufi-

ciente para que la circunferencia |z|=1 sea linea.singular de
(1.10). El teorema lagunar de Hadamard de 1892 puede
demostrarse mucho mas facilmente que el de Fabry y con
la misma simplicidad surge paralelamente un teorema argumen-
tal de criterio suficiente para asegurar el caracter singular de
z=1, que constituye una amplia generalizacién del teorema de
Dienes, con demostracién casi tan sencilla como la de éste.
Enunciar y demostrar, en la forma méas simple posible, este teo-
rema argumental es el objeto principal de la nota presentada,
aparte de observaciones originales realizadas al aplicar la trans-
formacién de Euler a los teoremas expuesios, transforma-
cion que ya Fabry empled en su memoria de 1898 junta
con expresiones en que figuran las diferencias finitas de los
coeficientes de la serie de Taylor. -Anque no contenga esen-
cialmente ‘nada nuevo, A. Pringsheim expuso con gran
claridad en 1912 la aplicacién de dicha transformacién de Eu-
ler al estudio de la cuestion expuesta.

El teorema argumental, paralelo al Jagunar de. Hada-
mard y que representa una esencial y amplia generallzacxon
del tedrema de Dienes es el siguiente:

Para que la funcidﬁ analitica f(z) representada por la serie
(o]
(1.1) f(z) = Z q, 27,
. =0 -

én que se supone

In s en Lo
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(1.2) lim, sup |a,|1/r=1,
tenga z=1 como punto singular, es suficiente que a una de las
sucesiones ny,ng, ..., n,, ... para las que '
(1.38) . lim |a, [Vrp=1,

p=00 o

corresponda ‘un nimero positivo 93>0, lan pequefio como se
quiera, pero independiente de n,, tal que todos los coeficientes no
nulos a,, de indice m pertenecientes al entorno de Hadamard,

(1.5) n,(1—%) <m<n,,(1+6), (b>0)

estén en un misma dngulo B, -(variable con np) de vertwe en
el origen y amplitud = — 2. Preczsando mds, es suficiente exista
una sucesidn de argumentos ©,,, 0, ,..., O e tales que
(115) enp_1/2“+6<Arganp<'en_p+1/2ﬂ_6"
(116) . enp"—l/2n§Argam—e +1/2

(
para todos los coeficientes no nulos /-ty pertenecientes al en~

torno (1.5). Mds restringidamente, basta que las condiciones
(1.15) y (1.16) se cumplan desde un cierto valor de n en ade-
lante, para todo n.

Corolario inmediato de este teorema es el que dice:
Es suficiente que en la serie (1.'1) que cumple (1.2) pueda
fijarse un valor de K >0, independiente de n, tal que se cumpla

(1.17) |Arga, — Arga,. |< K/n,

para que el punto z=1 sea singular. En caso de haber -coefi-
cientes nulos, se supone que la condicidn (1.17) se aplica «
coeficientes consecutivos no-nulos. Mediante un giro. tendriamos
el criterio andlogo para que z=e fuese singular.
*E. Fabry consigue mejorar esencialmente (1.17) me-
diante su condicién (1.7). .
La demostracién del teorema argumental dado y del lagunar
de Hadamard se basan esencialmente en el teorema:
\
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Si para dos sucesiones b, y ¢, se cumple

, (1.18) lim, sup|b, % < lim, sup| c, [¥n;
entonces es A .
(1.19) lim, sup | b,4-ca|1/n = lim,, sup | ¢, |1/,

Este teorema implica que es suficiente que la serie lagunar
/ (1.10) verificando (1.11), cumpla ademéds

: 1/2
v (1. 20) lim, sup (:n“ ) Mo

a—1

para que lenga la circunferencia de z:onvergendia |z| =1 por
frontera natural. o
Entonces, la investigacidn de los valores dptimos que cum-
plan (1.20) nos’lleva al teorema lagunar de Hadamard, asi
como al arqumental paralelo a éste, los que por tanto sélo po-
_ drdan mejorarse apelando a recursos ‘mds poderosos que los pro-
| S porcionados por el teorema (1.18), (1.19).
] Finalmente diremos que mediante la transformacién de
' Ewuler y las diferencias finitas

] \ (1.21) Ara, =apy; — ( ?)qﬂ-{-( ]21 )an_1 +.. .+ (—1)ray;

[
puede establecerse que: e

Bajo la hipdtesis (1.2), la condicidn necesaria y suficiente
para que la funcidn analitica f(z) definida por la serie (1.1) y
sus prolongaciones analiticas tenga el punfo z=1 como unico
punlo singular, es que se cumpla

L]

(1. 22) lim |Ar g, |t/ =0,

w
en que es esencial se 4omen las diferencias finitas respecto al coe-
ficiente ay, si no se prescinde de la consideracion del punto im-
propio.

La Plata, septiembre 1949.
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