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SOBRE DETERMINACION DE SINGULARIDADES DE 
LA SERIE DE TAYLOR, MEDIANTE EL 

ARGUMENTO DE SUS 
COEFICIENTES 

por. PEDRO PI CALLEJA 

Resumen de la nota presentada el 30-IX-1949 

E . F a b r y publico en 1896 elbeorema más profu.ndo 

sobre la cuestión, que dice: 
Si en la serie 

(l. 1) 

que cumple 

(1. 2) . 

00 

f(z) = Z; al! zn, 
11=0 

para una- sucesión ilimitada ni' n2' ... , nTJ' ... tal que 

(1. 3) lím!a l1 ll/np =1, 
p=oo p 

existe el 

(1. 4) lím (Arg am - Arg amt1) = It 
'711.-00 

respecto a coeficientes ~onsecutivos no nulos de índioe m perte­
\necientes al entorno de H a d a m a r d 

salvo para qp de . estos coeficientes cumpliendo 

1", 

íí 

:. . ~ ~ .,' 
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(1. 6) . lím 
p"';'oo 

entonces eia es punto singular de (1. 1j. 

Fa b r y hace, notar que el límite· (1. 4) puede -expresarse 
de muchas maneras y, en particular es suficiente exista el 

, / 

(1.7) lím (Arg an - Arg an+1) = a, 
n .... co 

para que la s~rie (1. 1) que cumple (1. 2) tenga eia como pqilto 
singular. 

Corolario inmediato de este caso particular les el llamado en 
la mayoría de Jos textos teorema de Fabr:..y, amique éste no lo 
enunció. ,explícitamente, ,que en bella y simple for~ulación dice:, 

Sien la serie de ,potencias (1. 1) ex~ste el 

(1. 8) lím (an!an+1). = eia 
n-oo 

entonces -es eia punto singular de (1. 1). 
Paralelamente a su teor,ema argumental, F a b r y demostró 

el teorema lagunar siguiente: 
Sien la serie (1. 1) que cu~ple (1. 2), existe la sucesión 

IIp tal que v,erifique (1. 3) Y 

(1. 9) 

en que qp es. el número de coeficientes no nulos am de índice 
m pertenecientes al entorno de Ha d a m a r d (1. 5), entonoes 
la circunferencia de convergencia "z' = 1 les frontera natural o 
línea singular de la serie {lo 1). .. 

De aquí se deduce como corolario que la serie 

(1. 10) 

en que 

. 
(1. 11) límq sup 'aq ,1/nq = 1, 

;,r 

;1 

" 0,, 
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, 

con 

(1: 12) lím (qjnq) ~ 0, 
q-oo 

tiene la circunferencia I z I = 1 por frontera natural. 

Ambos teoremas argumental y lagllilar son consecuencia del 
imporfante teorema previo de F a b r y que dice: 

Supongamos que la seri,e (1:1) tenga radio ele converg,encia 
1 y que existan para cada número natural p un entero n~ > ° 
y un número real 8 np tales que los np crezcan y las partes reales 

C'f?( am ,e-i8"p) para los In pertenecient.es al entorno de Ha d a­
m a r d (1. 5) tengan qp cambios de signo (de + a - o ~e ,.­
a +, omitiendo ceros), COn qp cumpliendo (1. 6) Y siendó 
límp sup IC")'( (anp e-i8

1lp)ll/np=1; entonces z=l es punto singular. 

de, (1. 1). 
Si en este teorema se toma 8 np=8 constante, n{J=p, qp=O, 

se obtiene ,el teorema que P. Die n e s enunció tr,ece años más 
tarde en 1909 y que dice: , 

. Bajo la hipótesis (1. 2), es suficiente que desde un valor de n 
en adelante, todos los afijos de los coeficientes 'an se encuentr,en 
en un ángulo [3 menor que 1t y de vértice en el origen para que 
el punto z = 1 sea singular de (1. 1). ' 

De este teor,ema les inmediato corolario el teorema, histórica­
mente pre'cursor de los demás, ,enunciado en 1893 'por G. V i­
van t i Y primeramel).te demostrado en 1894 por A. P r i n g s -
h Él i m, que 'dioe: 

Bajo la hipótesis (1..2), ,es suficiente que desde un val~r 
de n en adelante sean positivos o nulos los coeficientes Cln para 
que el punto z :....-1 sea singular. 

El análisis de E. F a bJ." y, realizado mediante los metodos 
geniales de J. H a d a m a r d, es ele una profundidad admira­
ble, pero sus demostraciones son muy complicadas; además E. 
F a b r y da gran número de resultados en forma discursiva y 
aglomerada, sin hacerlos resaltar en enunciados aislados y clari­
ficados. Así el teorema atribuído a P. D iie n e s ti'ene una de­
mostración mucho más sencilla que los de F a b r y . 

Sien el,'lagunar de éste, la condición (1. 12) se sustituye 
por la 

. I 

r _ 
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'lím (nq+1 - n,q) =00 
q-oo 

,o'.,'. ,',,' . , 

que implica la (1. 12), la conclu~ión subsiste. La (1. 12) es m:ás 
amplia que la (1. 13), porque aquélla no implica ésta, como se 
ve tomando n2q = q2, n2qi<1 = q2 + 1.' , 

La condición restringida de F a b r y (1. 13) es una genera­
lización de la condición lagunar de 11 a d a m uf d en la que 
en vez de (1. 12); o (1. 13) se supone más r,estringidamente que 
los índices de los coeficientes no nulos de (1.10), (1. 11) cum­
plen 

(1. 14) 

desde un cierto valor de q en adelante, como condición sufi- ' 
cien te para que la circunfer,encia Izl= ~ sea línea" singular de 
(1.10). El teorema lagunar de Hadamard de 1892 puede 
demostrarse mucho más fácilmente que el de F a b r y y con 
la misma simplicidad surge paralelamente un teor,ema argumen­
tal de criterio suficiente para asegurar .el carácter singular de 
z = 1, que constituye una amplia generalizaclón del teorema de 
Die n e s, con demostración casi tan sencilla como la de éste. 
Enunciar y demostrar, en 'la forma más simple posible, ,este teo­
rema argumental es el obj,eto principal de la nota pr~sentada, 
aparte de observaciones originales realizadas al aplicar la' trans­
formación de 'E u l,e r a los teoremas expuestos" transforma­
ción que ya F a b r y empleó en su memoria de 1898 juntO 
con expresiones en que figuran las diferencias finitas de los 
coeficientes de la serie de T a y 1 o r. . Anque no cont'enga 'esen­
cialmente 'nada nuevo, A . P r i n g s h e i m expuso con gran 
claridad en 1912 la aplicación de dicha transformación de E u-
1 e r al, estudio de la cuesti<?n expuesta. 

El teorema, argumental, paralelo al '~agunar de, H a da -
. m a r d y que representa una ,esencial y amplia generalización 

del teorema de D i ~e n e s es el siguiente: 

Para que la función analítica fez) representada por la serie 
00 

(L.1) fez) = 2:; a" zn, 
n-O 

en que se supone 
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(1. 2) 

tenga z = 1 como punto singulgf, es suficiente que a una de las 
sucesiones ni> n2' ... , n p ' . •• para las ,que 

(1. 3) lím lallp 11/np = 1, 
p=oo 

corresponda 'UJl, número positivo ~ > 0, tan pequeño como se 
quiera, pero independiente de np' tal que todos los coeficientes no 
nulos am de índice m pertenecientes al entorno de H a d a m a:r d, 

(1. 5) 

estén en un mismo, ángulo ~np ,(varÜlble con np) de vértlce en 

el origen y amplitrid1t - 2~. Precisando más, es suficiente exista 
una sucesión de argumentos e

1l1
, en?, ... , enp" •. , tales que 

(1. 15) 

(1.16) e
np 

_1/21t < Argam <enp + 1/21t 
1 

para todos los coeficientes no nulosamr::/--,an pertenecientes al en-p 

tomo (1.5). Más restr,ingidamente, basta que las condiciones 
(1. (15) Y (1. 16) se cumplan desde tlJ'/, cierto valor de n en ade­
,lante, para todo n. 

Corolario inmediato de este teorema es el que dioe: 
Es suficiente que en la serie (1. '1) que cumple (1. 2) pueda 

fijarse un valor de /( > 0, independiente de n, tal que se cUrYI:pla 

JArgan ~ Arg an+ll < /(/n, 

para que el punto, z = 1 sea singular. J!!n casó de hab.er ·coefi.~ 
cientes nulos, se supone que la cohdición (1. 17) se aplica a¡ 

coeficientes consecutivos no-nulos. Me.diante un giro te~dríamos 
el criterio análog,o para que z,=ei<L fuese singular . 

• E. F a b r y consigue mejorar esencialmente (1. 17) me­
diante su condiciÓn (1. 7).' 

La demostración del teorema argumental dado y' del lagu,nar 
de H a d a m a r d se basan esencialmente en el teor,ema: 

1, 
.. , ,1: 
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Si para dos sucesiones bn Y C'I se cumple 

(1./18) 

entonces es 

(1.19) límn sup/ bn+Cn/l/n ~ límn suÍ? Icn /lln . 

Este teorema implica que les suficiente que la serie lagunar 
/ (1.10) verificando (1.11), cumpla además 

\ (1. 20) 
. (2n) 1/2nq 

línlq sup C/ < 2, , 
na- l 

, 
para que tenga la circunferencia de convergencia / z / = 1 por 
frontera natural. \ 

Entonces, la investigación de los valor,es óptimos que cum­
pw.n (1. 20) nosilleva al teor,ema lagwwr de 'H a d a m a r d, lasí 
como al argumental paralelo a éste, los qu,.e por tanto sólo po­
drán mejorarse apelando a r,ecursos 'más ,poderosos que los pro­
porcionados por el teor,ema (1. 18), (1.19). 

Finalmente diremos que mediante la transformación de 
E'u 1 e r' y las diferencias 'finitas 

(1. 21) Ll ~ al. a"+l - ( ~' ) an + ( ~ ) an-l + ... + ( -l)n :a1>' 

I 

puede estableoerse que: 

Bajo la hipótesis (1. 2), la condición necesaria y suf~ciente 
para que la funcian analítica fez) definida por la serie (1. 1) Y 
sw; prolongaciones analíticas tenga' el punto z = 1 como único 
punto singular, es que se cumpla 

(1. 22) 

en que es esencial se 10men las diferencias finitas respecto al coe­
ficiente al' si no se prescinde de la consideración del punto irn-
propio. . . 

La Plata, septiembre 1949. 
.. 


