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SOBRE ALGUNOS PUNTOS DE LA TEORIA 
MATEMATICA D~ LOS CIRCUITOS LINEALES (*') 

por ALBERTO GONZÁLEZ DOIIIÍNGUEZ 
Facultad de Cienciás Exactas, Físicas y Naturales de la Uniyersid.ad 

, de Buenos Aires 

(Recibido el 28 Dic. 1949) 

SUMMARY. Tllis papel' deals with certain aspects of the mathematical theory 
of linear systems. In the first pal't we study those syst(1ms whoslj transfer fune
tion ls a Laplace -Stieltjes integral with a real generator- the inditial ad
mittance of the system - of boundecl variation in every finite interval. The 
stable systems are obtained when de total yariation in (0,00) is bdunded. Ge
ilOral theorems of Wiener-Pitt on Fourier-Stieltjes integrals, 'allCI their analo-. 
gues for Laplace - Stieltjes integral s enable one to formulate' simple and ge-, 
neral' stability, criteria, in 'partículal: for feedback sy~tems of ono 01' several 
meshes. 

The seconc1 part deuls with de "Wiener tr:msfer' functions ", that is, 'chose 
whose ac1mittance han a derivative of integrable square. Due to the essentíal 
fact thn,t the class of these functions is identical with the cluss I-Io of I-Iardy 
in a ha]f plane, it is possible to esta~lish a canonical representation of these 
transfer fimctions where their modulus on the real [J,.'{i's and their' zeros in, 
the right half plane figure as parameters (formula' 27). It is sho,vn how this 
formula can he made the basis of a theory, in a certain sense complete, of 
these transfer functions, generalizing automatically ~the important concept of 
, 'minimum phase-shift" transfer functions due to Bode, and of "all-pass" 
transfer functions. Formula (45) determines the pase of a Wiener transfer 
function as a function of its modulus, anc1 vice-versa, unc1er conc1itions w]¡ich, 
are more general tbim the nsuul ones. Resnlts are also obtained when the phase 
01' themod\tlus are kno,~n only in a, finite frequency i;nterval. ' 

In the third part we 'study the synthesis of circuits whose transfer fun
ction is preassignecl. By means of formula (77) it is possible to synthetíze a 
transfer function as a proc1uct of simple, maximum modulus transfer' functions. 
The01:ems 26 and 27 contatn results on the possibility of synthesizing transfer 
functions 'when the modulns and the phase are siuiultaneonsly given. 

(*) Este extenso trabajo del doctor ALBERTO GoNZÁLEZ DOM1NGUEZ re
presenta la contribnción del autor a los homenajes científicos tributados a los 
doctores Ricarc10 Guns y TeMilo Isnarcli. 
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Nos ocupa!ll0S 'en este, trabajo, que consta de tres partes, de 
, ciertos aspectos de la teoría matemática de .los circuitos linealas. 

Estu.diamos en la primera los sistemas cuya transferencia es una' 
integral d~ Laplaoe-Stieltj,es con generatriz raal -:-la adniitancia 
i'1dicial del sistema -, de variación acotada. en todo intelwalo 
finito. Dentro de esta a~~plia categoría -que comprende natural- ' 
mente las transferencias' de sistemas constiluídos por un número '" 
finito, de constantes condensadas, que sun funcioD:es n¡wioTIJales ~" 
los sistemas est,ables corresponden a aquellas integrales de Laplace
Stj:eltjes, cuya generatriz 'tiene variación total ~cotada en (0,00).' 

; T'eoremas generales de Wiener-Pitt sobre integrales de Fourier
StieÍtjes y sus a'nálogos para. intesrales de Laplace-Stieltj'es de-, 
mostrados por Pitt, Beurling y Hille (cfr. Hil1e, 1), permiten 
formular criterios generales .y simples de estabiFclad, en 'particu
lar para sistemas con realimentación, de una o varias mallas. 
. Estudiamos 'en la segunda parte las transferencias de ·Wiener, .. 
es decir; aquéllas cuya admitancia tiene' derivada de cuadrado' 
integrable. Gracias al hecho -esencia~ para nuestro objeto ---'-, 
de que estas, funciones coinciden; según un' teorema ele Paley
.Wiener, con las llamadas funciones de la clase 1I~ de Hardy en 
el seliliplano, se pueeleestableoer mi.a representación 'canónica de 
estas transferencias, en la que intervienen como parámetros su 
módulo para las f¡',e~uencias reales y sus ceros interiores al sami
plano de la derecha, (fórmula 27). Mostramos cómo esta fór
muia permite elaborar una teoría en cierto sentido completa ,~e 
estas transferencias, generalizándose automáticamente el éoncepto 
importante de transfer~ncia ele defasado mínimo debido a Bode .. 

, y d ,de transferencia «'pasa-todo». Señalemos· la fórmula (45), 
que determina la fase de una transferencia de Wiener en función de 
~u módulo y vioeversa, ¡en condiciones más gene~ales que las 
usuales. 0btenemos también teoremas sobre la determinación de 
la fase en función del módulo y viceversa, en el caso muy"común 
en la práctica de que alguna de éstas características se conozca SÓ-, 

lo. ,en un intervalo finito de frecuencil:fs. 

.. , 

,Abordamos ,en la terbera parte el, problema de la síntesis 
de circuitos de transferencia prefijada. Damos en, primer ,l~gar 
un método que permite, en casos muy generales, sintetizar .una 
transferencia de módulo prefijado por medio de una expresión 
(fórmula 77) cOnstituída por un producto ,de transfepencias sim
ples de módulo máximo. 

:1 . 
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Los teoremas 26. Y 27, con que termina la memoria, con...., 
tienen' resultados sobre la posibilidad de sintetizar transferencias 
de módulo y fase simultáneamente prefijados. 

La mayoría de los resultados contenidos' en esta memoria 
han' sido dados .ya a conocer en comunicaciones presentadas en 
las reuniones 7 a , 8a , 9'a, 10~, Ha y 13a de la Asociación Fí
sica Arg,entina, realizadas la primera en La Plata, el 19 de abril 
de 1946, y la última en Buenos Aires, el 23 de m~yo de 1949. 

PRIMERA. PARTE 

TRANSFERENCIAS DE LAPLACE-STIELTJES 

1. D:efiniciones. Sfstemas lineales. 

Los sistemas que consideraremos, serán lineales, con pará
metros físicos independientes del tiempo; y admitiremos qua 
para ,ellos el principio· de superposición se traduce en la fór

. mula fundamel).tal 
t 

R(t) = f B(t--c) dG(-c). [1] 
'o 

En esta fórmula, R(t). es. la «r,espuesta» del sistema a la, 
'«excitación» E( t); G( t), que supondremos de variación acotada 
en todo intervalo finito, normalizada y desprovista de parte sin
gular (-1), 'es una función característica del sistema, llamada «ad
mitancia indicial». E(t), G(t) y R(t) son nulas para t<O. De 
la fórmula (1) se deduoe inmediatamente que G(t) es la res
puesta del sis tema al «escalón», o función de Heav'Íside 

O para t<O 
U(t),= 

1 para t>O. 

(') El admitir quo G(t) carece de parte singular no restringe la genera
lidad en vista, de las aplicaciones; en efecto las funciones shigulares (esto es, 
de variaci6n acotada, continuas y de derivada nula en casi todo punto) no 
han tenido hasta ahora trascendencia en la física, y en cambio simplifica no
tablemente el tratamiento matemático el suponfilrlas inexistentes en G(t), se
gún veremos dentro de poco, cuando estudiemos los sistemas estables . 



, ¡ 

!", 

-278-

De: entre, los, sistémas que cUn;lplen la relación (1), sólo es
tudiaremos aquéllos cuya admitancia indicial es, tal que la in..: 
tegral' 

00 

g(p) = J e-pt d G(t), 'p=x+ioo [2] 
u 

es' convergente para' p 'de parte real· sufictentemente grande. En 
tales sistemas, la «transf.erencia compleja» g(p) determina unÍvo
camentea G( t), Y puede utilizarse para caracterizarlos, con 
iguales títulos que :esta última. Si la iritegral (2) converge para 
x=O, la función g(iro) coincide con el «cociente de la..respuesta 
por la ,excitación en régimen sinusoidal puro». Hay, pues, razo
nes físicas poderosas para definir la transferencia de :un circuito' 
lineal como lo hemos hecho, por medio de una integral de La
plaoe-Stieltjes. En todo este trabajo, con la locución «transferen
tia de Laplace-Stieltjes»designarembs, 'pues, las integralos de 
Laplaoe-StieItjes convergentes, de g'eneratriz real. 

2. Sistemas estables. 

Caso par:,ticular de los" sistemas cuya transferencia tiené. la 
expresión (2), son los sistemas ,estables. Son aquéllos en los 
que toda excitación acotada origina respuesta acotada (2). Los sis

. temas estables se caracterizan por. tener admitancia indicial de 
variación total acotada ,en (0,00) (3). 

He ,aquí algup,os ejemplos, ilustrativos de las definiciones 
que, pre'oeden,., que consignamos p,ara: futur~ ref,erencia. 

1) g(p) ='p-
1a

, a r,eal. 
, p+a 

[3] 

(2) Usaremos indistintamente las palabras // sistema" y /, circuito". 

(3) Cfr. el teorema de Hildebrandt, (HILDEBRANDT, 1, pág. 868), según el 
cual toda funcional lineal definida en' el espacio de las fnnciones meciibles aco
tadas en (-00,00), adoptando como norma \11 ex.tremo superior de ¡X(t)l, 
se expresa por una integral de, Lebesgue·Stieltjes 

.F(x~t)) = f'x(t)da(E), 

y la' va!iaci6n . total de a (E) es la norma de' la funcional. 
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Este circlij.to «pasa-todo» (lg(ico)l==l) es estable. En 
efecto 

00 

l(P.) = le-pt dG(t), 
o 

y la variación total de 

t 

G(t) == U(t) -2a f e-a't de, 
. , b ' 

es acotada. 

00 

2) , ('" p-I-a ¡" -td' H(t) 
9 PN= 'p , a == e P '" .. , 

u 

COID9 la variación total de 

t 

H(t) == U(t) -1- 2¡al ( e-a't de 
, '6 

no Js acotada, el, circuito es inestable. 

00 

3) ,g(p) == or;Pp= le-pt d[cU(t-a)]; 
,o 

'1 ' 
el circuito (que es una línea de retardo ~ es, pues, estable. 

\ 
4) 

[4] 

(51) 

Esta fúnción no ,es una transferancia, ,según nuestra defini
ción, pues no es r,epres(mtable por una, integral de Laplac&
Stieltjes del tipo (2). 

00 

5) ,g(p)==r-t== f e-Ptd[~U(t)]. 
o 

/ 

.j 
, 
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g(p) es la: transferencia de un «amplificador ideal» de constante 
de amplificación /-L. El sistema ,es estable. Para abreviar, llamar 
r,emos transferencias es~ables a las corre~pon~lientes a sistemas 
estables. 

3. Criterio gene;-,al de estabilidad. 

Es un hechó muy interesante el que, en condiciones muy 
g,ener~les~ la,~ funciones holomorfas de transfer,encias estables son 
transferencias estables. En términos más precisos vale .al si-
guiente ' 

T 'e o r e m a 1. - Se.a, g(p) una transf.ér.encia estable, y sea 
cp(z) una función holomorfa len un cierto recinto R. La condi
ció11: necesaria y suficiente para qr.:e la función 

h.(p) = cp(g(p» [6] 

sea I U/W transferencia estable, es ql.Le R conteng,(l la adherencia! 
del conjunto de valor~s ,ql.Le g(p) loma ,en el semipla1J:o compl~to 
de la derecha. 

Esta proposición, que es, la transcripción, -en términos de 
transferencias, de un teorema qua figura -en el tratado de'Hille (4), 
tiene su raíz -en un clásico teorema de Wiener, según el .. cual 
si un'a función que no se anula admite un desarrollo en serie de 
Fourier a,bsolutamente convergente, su recÍpl'oca admiLeun desa-
rrollo semejanbe. ' 

El teorema 1 tiene numerosas aplicaciones.' Poniendo, por 
ejemplo, cp(z) = l/z; resulta que la recíproca de una tr.ansfer~n
cia, estable, distinta de, cero para Rp::::: O,' es una transfer.encia es
table; y, como el produj::to ele dos transferencias estables 'es tam-

'bién una transferencia estable, (cfr. D. V. Widder ... l..,pp. 83 Y, 
siguier,ttes), s-e llega al siguiente 

T e o r e nia 2. - El cociente de dos transfer,encias estables es 
una transferencia estable, si .el denominador no s,e anula en el 
semiplano completo de la derecha. ' 

Bode llam,a «col~plementarias» ~ dos transfer.encias cuyo pro':' 

(4) E .. HILLE, '1, pág. 314, Lemma 15.5.1. 

.,' 
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ducto les una constante. real (5). Del Teorema 2 se deduce, oomo 
caso muy particular, d siguiente 

T ,e o r e m a 3. - T o'da tranSferencia ,estab'le, sin ceroS en el 
s,emiplano completo de la deroecha, tiene una transferencia com
plementaria cuyo producto por ella es igual a la constante posi-
tiva pmfijada A. _ 

Este . teorema extiende, paratransf.erencias de Lapl1!-ce"': 
Stieltjes, . un teorema formulado por - Bode PSlra transferencias 
racionales (6) . 

. 4. Criterio general de estabilidad para sistemas con r,eali
mentación. 

Del teorema 2 se deducen criterios' g'enerales de estabilidad 
para sistem.as con realimentación.- En el saso más s~mple consi
derado por Nyquist, en que el sistema consta de un a~plificador
de constante fX (ejemplo 5, de pág. 279) Y de un circuito pasiV¡o 
de transferencia~(p), la transferencia total del sistema tiene, 
según es bien sabido (7), 'la forma 

.. f-t~ 
g(p}¡=--. 

1-f-t~ 

Si se repara en que el denominador. de g(p) es, como dife
r·encia de dos transferencias estables, una trans:l!erencia de la mis
ma clase, obtenemos del teorema 2, sin necesidad de cálcul~s, el 

T ,e o r e roa 4 .. -Bi tanto el circuito f-t- como el circuito ~ 
son. esta'bles, la con'dición 'necesaria y suficiente para qued 
circuito con realin,!'(]ntación de tT'clnsferencia (7) sea ~stabl3, es 
que sea J 

f-t(pH(p) =-1=1 [8J 

para todo p de parte r·eal > o. 
En ,el caso m.'ás complicado de circuitos con varias mallas de 

(ó) BODE, 1, pág. 249. 
t") BODE, 1, pág. 249. 
(') BODE, 1, pp. 31 Y siguientes. 

I 
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l'eaCClOn, la transferencia será, en la $eneralidad de los casos, un 
cociente en que el numerador y denominador constan de varios 
sumandos, cada uno de los cuales' es a su vez el ,;producto de un 
número finito de transferencias, y d criterio general de ,estabilidad , 
sigue siendo a.n.licabI,e. El sisteniCt será o no: estable., . seaún !J.zze el 
denorrl¡inador sea o no distinto de cero ,en el s~miplano com-

. pleto 'de la der.echa. 
Quedan así precisados, y extendidos al casQ gener.al de trans

f'erencias de Laplace-Stieltjes, los teoremas cons~gnados por Bode 
para transferencias racionales. 

5. Sistemas de ,adm,itancia monótona. 

Caso particular de los circuitos estables son aquellos ~riJa ' 
admitancia indicial ,es acotada no decreciente: Los llamaremos 
«sistemas de admitancia monótona»; Su interés reside en que la 
monotoneidad de la respuesta I es J?ropiedad deseable (ausencia de 
sobre[en:;~'(mes). Vamos a ver que es fácil obtener sobre ellos 
multitud de resultados a poco precio. En efecto, su transferencia, 
que supondremos normalizada, es decir,. g(O) . 1 (lo cual no, 
r,estringe la g,eneralidad) (8), coincide en el eje imaginario (a 
menos de una inesencial diferencia de signo en el iútegrando). 
con la, función característica de una variable aleatoria no nega
tiva. A continuación mostramos, con algunos ejemplos, el partido 
que puede sacarse de esta correlación. . 

Cabe preguntarse si existen filtros de respuesta monótona. 
La r,espuesta es' negativa. Más precisamente, la mera transcrip~ 
ció n ele resultados conocidos sobre variables aleatorias infinita
mente peque,ñas, conduce al siguiente 

T'eorema 5.-Sea g(p) la transferencia normalizada de 
un cil'cl,1.ilo de admitancia monótona. Si existe un roo> 0, tal que 
paro(!, todas las frecuencias men.ores que roo en valor absoluto se 

.verifica la igualdad Ig(iro)l=l, serd necesariamente ' 

g(p)=,e-iaro, 0.>0. 

(8) En efecto 
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. Es decir, que "el único 'circuito 'de, admitanCia monót<?ml que 
tiene las propiedades exigidas en el teorema, es la ,línea de retard,o. 

6. Relaciones entre el tiempo de formación de la señal y el 
~ódulo de la transferencia. 

Dos números característicos import~ntes ligados con la ad
mitancia if,ldiyial, son ,el « tiempo de retardo» y .el « tiempo de for
mación» de la: 'señal (9). Se h!J.n d~do diversas definiciones <te 
esstas dos características, semiempíricas, y por tanto in,adecuadas 
para un tratamiento teórico general. Es por ello inter~sante com
probar que, para circuitos de adm'it~ncia monótona es posible; 
dejándose, guiar por la analogía con las, variables, aleatorias no 
negativas, dar de estos dos números "una' definición satisfac~oria 
desde el punto de vista de la teoría. Es fácil compr,obar, len 

, efecto, que el tiempo de retardo y el tiempo de, fotinación son 
conceptos correlativos de «esperanza matemática» y «desviación 
standard», respectivamente. 

Dado, pfies, un ,circuito de admitancia monótona G(t), de
finiremo's los elos «tiempos» mencionados de la manera siguiente:, 

00 

Tr =/ t d G(t) (9)) 
u 

00 

'T.f'J=/ (!-T.I') 2 d G(t). (10) 
o 

Son ele gran trascendencia' en la técnica de las c9municacio
nes las relaciones que ligan el tiempo' de formación ele la señal 
con el módqlo. ele la transf.erencia; una ele ellas es la, llamada 
regla de KupfmüIler, según la cual el ancho ele la banda pasante 
es aproximadamente recíproco del tiempo 'ele forinación (10). 

(") En inglés "delay time" y "build up time ", respectivamente. 
('0) La regla de Kupfmüller, cuya validez aproximada comprob6 su autor en 

el caso de un filtro ideal, ha sido justüic~da con rigor, para una, categoría 
bastante general de' sistemas, por el Dr. Kurt Franz' (cfr. K. FRANZ, '1)'. 



-284-

He, aguí un teorema que pertenece a ese orden de ideas. 

Te o r e m a 6. - Sea . 

00 ,,1 

'q(p) = le-pt d G(t) --1:.11J 
o 

'w. transferencia de un circuito de admitancia monótona que 'cum-
ple la condición ' 

00 f I gl/l ( iro ) I dro < 00 • "[12] 
-00 

Se verifica entonces 

00 

1:f2 ~ ~ JIg'''(iro) Idro - Ig'(O) 1
2. (13) 

-00 

En ,efecto,. ' 

00 . . 00 00, 

. ·1:f2+lg'(Q)12· f t2dG(t)=ft3dG(t)f e-mtclx= 
o o o 

00 - 00 00 00 

. = Jclxf e-ml t3d G(t) j[-gl/l(X)]dX<, ~jl~l/I(iro)ldro. 
o o o' - -00 

La inv,ersión del orden de integración está ju~Li:ticada por la 
posiLividac( y la última ~esigualdad es consecuencia de un teorema 
de M. Riesz (11). 

(U) M. RIES~, 1. 

• 
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SEGUNDA PARTE (*) 

TEORIA DE LAS TRANSFERENCIAS DE WIENER 

7. Sistemas de excitaciÓn discontinua. 

Objeto principal de ,este trábajo es ,el estudio de las transfe
rencias de Wiener. Así llamaremos a las transferencias de aque
llos sistemas cuya admitancia indicial tiene derivada de cuadrado 
sumable en (O, (0) (12). 

, El 'estudio y descubrimienlo de las propiedades de los siS'
temas de' Wiener, se facilita por la observación de que tales 
f¡istemas son correlativos «continuos» de los siste~as «de 'exci
tación discontinua» (13). Designaremos así aquellos ,sistemas li
-neales taLes que entre ¡la excitación, la admitancia.y la re~p~esta, 

,que son sendas suoesiones ~ {En}, {Gil} Y JRiri} , subsiste la re
lación (análoga a la i (1) ) : 

n 

Rn =.2:; En-vGv· 
v-o 

{14) 

La transferencia del circuito de admitancia {Gil} no es otra 
cosa que .la serie cde Taylor 

00 

g(z) =.2:; Gnzn. (15) 
n-O 

La teoría' matemática de ;estos circuitos coincide, pues, con 
la de las series de potencias de coeficiente~ r,eales conv.ergentesen-

(*) .Lós teoremas 9, 16, 18, 19 Y 20 figuran en un memoránc1um rec1actado 
por encargo' de la Compañía Phillips, en el año 194!'í. Agradezco al ingeniero 
Alberto Doiman, director de la eplpresa, su amable autorización para reprodu
ch'los 3;quí. 

(l!l) Es justo llamarlas así, pues Wiener ha sido el primero en utilizar" 
para fines de síntesis, la representabilidad de transferencias por medio de 
mtegrales de Laplace con g,eneratriz de cuadrado sumable. Ofr. Y. W. LEE, 1; 
WIENER·LEJ~" 1, 2; IJEE·WIENER, lo 

(la) Mac 0011 los llama "sampling circuits"; cfr. MAC OOLL, 1; pg. 88; 
J'ames, Nicholsy Phillips (1, pg. 231), los llaman "filters with pulsed data". 
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el'CÍrculo unidad. Los 'c~cuit~s discontinuos estables corresponden, 
así, a las series de potencias -(:1:5) absolutamente convergentes _ en 

'1 z 1 <1; Y los circuitos co:r:relativosde los correspondientes a 
transferencias de' Wiener, son aquéllos cuya aqmitancia' es t,al que 

CXl 

, Z:IGnI 2<oo. 
'"...,0 

(16) 

Es bien sabido que la familia de las funciones' g'z), regll
lar,es en z < 1, cuyos 'coefici'entes cumplim,la relación (16), coin
cide con la familia de las funciones regulares en 'Iz 1 < 1 Y tal'es' 
que 

21t ' , f Ig(1'eif}) 12 dB' <. c~,' 0,<1'< 1, z , rei tl' ; 

o 

es decir, Con la, clase H 2 de' HardY. , , ' " 
En definitiva: « los sistemas de W iene1' de exciü:LCión discon

tinua son aquellos cuya transferencia es una función de la clase 
, H 2' de coeficientes 1',eal~s». 

8. Forma, canónica de \las transferencias de lViener., COl'l',es-, 
pondientes a circuitos de . excitación 'discO/tlimia. 

La observación recién consignada permite' elaborar la teoría 
completa de \ tales sistemas, que dejamos para otra, ocasión. NoS' 
limitaremos a hacer dos observaciones que nos serán, necesarias 
más adelante. 

La primera ,es que ':las funciones g(r.e i&) de la clase H p de 
Hardy son las funciones)regulares en Izl<l, tales que Ig(l'ei&)IP 
tiene, ,1m el' mismo ¡recinto, una mayorante harmónica. El interés 

,de esta propiedad característica de las funciones H p ,resicle en 
que es invariante con respectó atransforniaciones conformes,. y 
permite por lo tanto ,definir las clases Il p no sólo para' el círcuLo 
urlÍdad, sino para todo recinto sÍl~plemente conexo. 

La segunda es que, de una representación canónica de las 
funcio¡¡:esde la Clase H p dada por Smirnoff (14); se deduce la 
siguiente representación canónica de 'las transf·erencias de siste
mas, ele Wiener,' de excitación discontinua, gue designaremos como 

(14) v. J. SMIRNOFF, l. 

'- ' 
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T e o l' e m a7. - Toda transferencia de un sistema de "Vie
ner de excitación discontinua admite la· representación' canónica 
siguiente: .r l' ; 

1t 

( ) -B() '{ 1 f(1-:i2)lg lI1(t) dt} g z - z ¡exp - . 
; 1t 1-2z cos t+Z2 

, o' 
1t 

{
lj(1-Z2)dS(t) } exp - . 
1t 1~2zcos t+z2 

'o. 

(17)' 

En ,esta fórmula, B(z) es el «producto de Blaschke» formado 
con lols ceros Zy de g(z) interiores al cír.culo unidad: 

z-z 1 
B(z)=zhJI --~ -,.' 

, v z-- IZyl 
zv --

debiendo los Zy cumplir la condición 

',' 

(18) 

(19) 

M (t) es una función medible no negativa, tal que I M( t) I p y 
19 M (t) 'son sumables; finalmente s( t) es una función acotada 
,no decreciente, cuya ~.erivada e:5 nula 'en, casi todo punto del 
intervalo de definición. . 

Se comprueba fácilmente qu~ M (t) es, 'en ca15i todo punto, el 
módulo de la transferencia límite, y este hecho coIJfiere a la 
fórmula (17) evidente importancia para fine~ ,de síntésis. 

9. Las funciones de la clase Hpde Hardy en ,el sem,iplano 
de la derecha. 

Consignamos en este parágrafo algunos resultados acerca de' 
las funciones de la clase H p en el semiplano de la derecha, que. 
necesitaremos luego ,en varias ocasiones, y en particular para 
estableoer la forma canónica de las transferencias de. "Viener.(15). 

(111) Véase la memoria de KRILOFF, 1, dond,e figuran teoremas más gene
rales referentes al semiplano superior .• 

" 
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Dir,emos que una funciÓn g(p) (p = x + im),' regular en el 
semiplano ,x> O, pertEmece a la clase de Hardy-Kriloff de orden 
A, o más brev,emente, que g(p) E H [(A' si Ig(p) lA tiene en ese 
s-emiplano una ma'yorante harmónica. 

De lo dicho en el parág. 8 se deduce que estas funciones 
no son sino las funciones d,e la clase HA t'rasplantadas del CÍrculo 

, unidad al semiplano' de la derecha por medio, v. g., de la trans-
formación . 

1-p z=--, 
, l+p 

'O l-.:.im 
etu'= --

. l+im' 

1-z rp= 
l+z 

, 3" ~2dm 
&=-2arctgm, m=-tg-, d&=--. (20): 
" . 2 1+m2 

R'esulta aSÍ, sin neoesidad de cálqulos., que la forma general 
de las funciones de la clase H [( 2 ,es 

(21) 

oon 

, (22) 

Poco más trabajo ,exige sI obtener, aplicando las transfor
maciones (20) a la ~órmula general (17), el siguiente 

T e o r e'm.a 8. - La forma canónica de las funcionas da 
la clase H [(A reales para p, real, es 

.~ ~ 00 

(
;;"1' a B()' {2jPlgM(t)dt 1 {21 PdS(l)} 9 p;=,e P pexp - Jexp - ---- . 

_ , re p2+t2 ..' re p2+t2 (23) 

O O 

I . 

-.. ', 
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Los símbolos que aparecen en esta fórmula tienen el, si
guiente significado: 

, a. 'es una .constante no positiva; B(p) ·es el ;<producto de 
Blaschl~e» formado con los ceros Pv de,'g(p) interiores al semi
plano positivo: 

(24) 

debiendo cumplir los Pv la condición 

(25) 

M (t) .es una función medible no negativa tal que las fun
ciones 

IM(t) lA 19 M(Q 
1+t2 Y 1+t2 

'Son sumables; finalmente, 
s(t) es una función no creciente, d,e variaclOn acotada en 

(O, CXl), cuya derivada es nula en caSI todo punto del intervalo 
de definición. 

10. Forma ponlmétrica de las transfe~encias de Wiener .. 
Las ,funciones regulares -en el semiplano (le la derecha gue 

cumpLen la condición 

.00 f Ig(x+iro) lAdro < e, 0< X<CXl (26) 
-00 

son taLes que Ig(p) lA admit,e en 'ese semiplano una mayorante 
harmónica (16); constituyen, pues, una subclase de la clase H[(J..: 

Las llamaremos funciones de la clase de Hille-Tamcu'lcin, y 'escri
bir,emos, más brevemente, g(p) ellT)., (17). Estas funciones des-, 

('6). Véase, por ejemplo, KRILOFF, 1, pág. 98. , 
(17) Hille y Tamarldn lJan sido, en efecto, los primeros en estudiarlas sis-

te¡p.áticamente en una conocida memoria. Cfr. I;[ILLE-TAMARKIN, 1. . 
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. empeñarán un papeJ fundamental en lo que sigue, gracias al he': 
. cho, 'esencial para nuestro¡ fin, descubierto por Paley-Wiener (iB),. 
de que la clase de las funciones HT 2 es idéntica con la dase de 
)as' intezrales de Laplacecon generatriz de cuadrado sumable. 
Por lo tanto, las trans,ferencias de Wiener no son sino las funr
ciones de la clase HT 2', reales para p real. 

Como las funciones de la clase HT A . poseen todas una fun
cióÍl lírriite g(iro) e U .. (19), de la fórmula (23) se deduce el 
siguiente 

T e o r e m a 9. - Toda transferencia de Wiener admite la 
siguiente r,epresentaeión par~métrica: . . 

00 00 

g(p) =,e-ap B(p)exp {~fPlg M(t) dt} exp {~fpd S(l)}., ,(27) 
1l p2+t2 1l p2+t2 

o o 

En ,esta fórmula a, es una constante' no negativa, y B(p) está 
dMinida por la fórmula (24), debiendo los ,Pv: cum'plir la con-
dición. (25); " ' 

s( t) es una función no creciente, de variación acotada en el 
intervalo de definición; finalmente M (t) es una función medible 
no negativa, que cumple las condiciones 

00 

JI M (t) 12 dt < 00 , .(28) 
o 

'(29) 

11. Rdaciones entre las tran~fe,.encias y las, funciones de 
la clas,e fI [(2' 

Antes de entrar a estudiar la representación paramétrica, lo 
~C'UaI va a permitirnos haoer la teoría completa de las trarisfe~ 

(18) PALEY-WIENER, 1, pág. 8, Theorem V. Ofr.también G. DOETSOH, 1, pág. 
272, SATZ, 1, quien da' del teorema una demostración especialmente interesan, 
te para el fin que nos interesa, apoyándose en resultados 'de Hille-Ta~arkin. 
Otra demostración del teorema figura en HILLE, 2, pág, 99. Ofr. nota 22. 

(10) Ver HIÚ;E-TAMARKINi I, pág. 338. 

.. ; 
, , 
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rencias c de' Wierier, consignaremos a~gunosresultados que ·nos 
serán útiles más adelante, sobre· todo en los problemaª de ¡::intesis, 

. aoerca de las relaciones~xistentes mUre las funcio,nes H KA Y HT J..: 

T .e o r e m a 10. - El' producto de una función cp (p), re.gu1ar. 
y acotada en el semiplano x> 0, y real para, p real, por una 
transferencia de. Wiener g(p), es una tmnsfierencia de Wiener. 
. Este teor,ema' se demuestra observa!ldo que cp(p) E HK1 ; si 

se efectúa la multiplicación expr~ando cp(p)~y g(p) por sus re
presentaciones ,canónicas, el teorema r,esulta sin dificultad (20). 

T,eorema H.-El producto ,:ie'ün,~ fllnción cp(p)EHK2, 

real para p real, por una transferencia .de ·Wíener g(p) tal que, 

g(iro)-.:.o'(~); ,es urw.'triinsfer~ncia deWiener(20).' 
ro . ' . 

También 'este teorema se dem·uestra sin dificultad recurriendo 
a la representación canÓnica de . los factores. . . , 

.. 
T ,é o r e m a .. 12. - Dondiciónneces,ari{l y sufiCienle para que 

una función q;(p), r,egular en x>O, pertenezca a la clase HKA, 

es la siguiente: 

(30) 

"Este teorema se demuestra, igualmente, recurriendo a la re
pr,esentación canónica de ambas clases (21). 

Par,á p=2 se obtiene del teoremll. anterior, t~niendo en 
cuenta las fórmulas (21) y (22), el siguiente corolario, que enun
ciamos como 

(20) El teorema es válido, naturalmente, sin la restricei6n de que cp (p) 
y g (p) sean reales para p real, y se demuestra de, igual modo. 

(21) De todo teorema sobre representabilidad de funciones de la clase 
HT A por integrales de Laplace se deduce, pues, en virtud del Teorema XII, 
una'proposici6n análoga sobre representabilidad de funciones de la clase HEA. 
Teoremas de los mencionados en primer término han sido dados por varios au
tores; . cfr. CATON-HILLE, I, pág. 236, donde se demues.tran resultados muy ge
nerales de este tipo.· Cfr. también G. DOETSCII, I, donde por primera vez figu
ran demostraciones completas de teoremas sobre representabilidad de funciones 
de la clase HTA por intermedio de integrales de LapJace. 

, 
\ 

I ¡ 



-292-

T ,eo re m a 13 (22)._ La clase de las transferencias de lVie
ner es idéntica con la clase de funciones 

donde los coeficientes an son reales, y, 
CXl 

2; lanl2 <oo. 
n=O 

(31) 

T'eorema 14.-La recíproca de una función g(p) de la 
clas,e HK).. sin ceros interiores y tal qu,e g(iro) ~/=O, es urw fun-
ción de la misma clase.' ' 

Este, teor,ema es' consecuencia, de la fórmula canónica. 

- T,eorema . ,15.-La condición necesaria y suficiente para 
qu,e una funció,n F(p), ,regular en el s,emiplano de la derecha,. 
s,ea la recíproca de, .una transfere!wia de lV iener que no se anula 
para ninguna irecuencia real, es que esa función sea el producto 
de (l+p)2 por una transferencia de lViener sin ceros en el se
miplano x > O. 

La condición ,es neoesaria. En efecto, 'si se cumple la tesis, 
s'erá, en virtud del Teorema 12: 

F(p) = 1+~ 
, h(p) 

h(p) ~/= 0, para Re(p) > 0, 
h(p) E H[(2. 

Aplicando ,el Teor:ema 14 resulta pues 

F(p) = (l+p) g(p) = (l+p)2f(p), 

con f(p) E HT2 Y no nula -en Re(p) > O. 

Invirtiendo los pasos de la demostráción se comprueba que 
la oondición es también suficie,nte. 

(00) De igual manera se c1emuestra que la (31)., sin la restricción de que 
ai. sea real, es la forma general de toda función f(p) EHTo• Un teorema 
equivalente ha sido demostrado por Hille (HILLE, 2, púg, 99), eon método 
completamente distinto del texto. Digamos' de paso que' la lectura de 'esta 
memoria de Hille es la que nos sugirió aplicar la teol'Ía de las funciones HT. 
a problemas de síntesis de circuitos. 

, " , 
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, .' 

;. 12. Ccms.ecuencias de' la representación paramétrica: el Crl

táiode Paley" Wien~r. ' 

Daremos, cómienzo al estudio de las propiedádes de las trans
úl'rencias ,deWieneI' a partir ,de su' r'epresentació,ri' ¡canónica., Con
viene ,mi primer, lúgar ,refer.irse al' significado ele la:s~ esenciales 
condiciones: (28) Y (29). La primera afirma que ,el módulo de 
una transferencill no puede ser deinasiado grande j la. segunda; que 
no puede ser demasiado pequeño (23). En particular, d módulo 
no puede amil~r~e en un intervalo ar~itrariqll',lente pequcllo sin 
anularse idé~ti¿amente (24). OtraconsecuencÍa inmediata elel e13-
gante 'criterio que .se traduce en 'las fórmulas '(28) Y (29), Y que 
es adecuado :llamar «criterio de Paley-Wieneq (25), es que no 
existetra~sferéncia cuyo mód~l<? se anule 'exponencialmente en, 
el infinito. '. 

:Escribirem~s la transferencia de Wienerge¡;leral en la form~ 

g(p) = A(p) u(p), (32). 

con 

00 • 

( ) _ '., { 2 fp 19 111 (t) dl } u p -exp - . 
, . JI p2+t2 , 

o ..' ' 

,(34) . 

--_\ 
("") La aser'ción (29) constituye el teorema correlativo, para bs fUlício

nes' HT2) del teorema de ,Szegopúra las funciones H", según el cual el logarit
mo . de la función .límit.e de una función de esa clase es' hitegrabie. Cfr. F. 
RIEsz, 1, pú,g. 91.. 

. (21) Esto explica las contradiccioncs a que da ,lugar ,lp. 'consideración de 
los llamados "filtros ideales ", el módulo de' cuya transferencia 'es id~ntica

!llente nulo fuera d,e la billlda pasante. De acuerdo con nuestra 'c1efinición', tales 
filtros no s610 no existen en la realic1ac1, sino que no existen COUlO entes de 
razón:~ 

("') Así 10 llama también Wallman (cfr. VALLEY-WALLMÁN,pág. 721). 
Cfr. el teorema XII de Paley-Wiener, I, pág; Üi; que se c1ec1uce sin dificulta~, 
c1e la representación canónica c1e la funciones de. la clase HJ: •. 

..... 
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Conviene observar que, de estos dos factores, sólo u(p) es' 
una, transf.erencia de Wi~ner. En efecto, e-ap es la transf.erencia 
de un trozo, del línea defasadora, de ''admitancia indicial U (t-a) ; 
cada uno de los factores del prOducto de Blascfifce es también 
(cfr. fórmula (3)), la transf,erencia de un sistema estable. En 
cuanto al último factor de A(p), vamos a suponer de aquí eni 
adelante que la función s(t) carece de parte singular, y se reduce 
PQr lo tanto a ~a función ,en ~scale¡ra. Será, pues, 

, con cn ? O, z: ch < 00 , 
n-l 

No ,está demás comprobar qua cada uno de los factores.s 

es una transfer,encia de ,Laplace-Stieltjes. En decto, s~ en la 
'fórmula conocida (26) 

ponemos 

2 cn a=--, 
re tn 

y efectuamos un cambio lineal de variable, obtenemos la integral 
de Laplace, conve~gente para p > O ' 

(36) 

('0) Vr, por ejemplo, G. DOETSCH, 2; pág. 107, fórmula 27. " 



-295-

.con. 

u" 

H(t)=!Jo[2Y(Un-T)T]Jo l~V¡~ C;n
T
'] dT. 

o 

No 'entra en la fórmula el caso t.;¡ = O (que se presenta cuan
do la función G(t) de la fór!Dula (14) se reduce al escalón de 
Heaviside con salto c). P,ero también este caso se reduce a una 

. integral de Laplaoe, obteniéndose sin dificultad (27) 

\ { '2 c} ¡OO ( lf2d] --; p , ,e-ptd U(t) +J~(2 V -;-) .,' (37): 

u 

Las transf,erencias (36) y (37) corresponden a filtros lími
tes de filtros regulares. Podrían llamarse filtros «supresores de. 
raya'», pues el módulo de la transferencia vale la unidad para ~o:
das las frecuencia menos una; sola, para la rcual el, módulo ~s cero. 

12. Significado físico de A (p). Filt¡:os generales «pasa todo»). 
. 1 ' 'L 

Estudiemos con un poco de detalle la transferencia A(p). 
Puede comprobarse que A(p) es la forma más genera.l de fun
ción r,egular, de módulo menor que uno en el semiplano de parte 
real positiva, real para IP real y tal que A( iro) = 1 en casi todo 
todo punto del eje imaginario. A(p) es ·pUJes. la transfer,encia ca
nónica del filtro «pasa todo» más general (28). c5(p) es, por su 
parte, la transferencia más g.eneral de un filtro pasa todo sin. 
,ceros en el semi plano de parte r.eal positiva. Según hemos dicho 

'en (12), las transferencias o(p) corresponden a filtros, singulares 
y conviene disponer de un criterio de ausencia de· transferencia 

, singular ,en, un sistema. 

(07) Cfr. CAMPBELL-FoSTER, I, pág. 79, Pair, 654.2. 
('") Con esta locución traducimos, a falta de otro mejor, la ell.--presión .in

glesa "aH pass section". Conviene observar que, en sentido estricto, tal de

nominación correspondería sólo a la transferencia e-ap que aparece como fac· 
tor en Ll (p), pues el' niódulo de ella es estrictainente igual a uno para todas 
las frecuencias reales (P=ilU). En cambio, B(p) ya (p) tienen módulo límite' 
igual a la unidad sólo para casi todas las frecuencias. 
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T,e9rema 15.-Una transferencia ele Wiener que no se, 
Janula para ninguna fr,ecuencia real (o más general; una función, 
de la clase H[(>.., que n.o se anula .en el ,eje imaginario), CClrece de 
parte singularo(p). - " " . 

Este teorema ha sido demostrado (para el caso del círculo), 
por Hossjer-Frostman y por Seidel (29). 

14. Los jactones deB(p); filtros «pasq. lodo» .propiamente 
dichos. 

La transferencia B (p) tiene la particularidad, de ser la única 
de las componentes de .la' transferencia de VV~ener "g(p) q\l:3 s~ 
anula en el semiplano de la derecha., Cada cero de. g(p),' con
tado con su respectiva multiplicidad, corr,esponde 'u· uno de los, 
factor,es 

I 

P-Pv 11+Pvl 11-Pvl 
P+Pv l+pv 1-pv 

(38) 

~stas _ tr,ansferenci~s estables son las, que Bode llama «an 
pass sections»; en efecto; tienen módulo uno .para todas' las 
fr,ecuencias' reales, de modo gue permiten modificar la fase de 
una' transf,erl3l1cia sin Ínodificar' su módulo (30) y' (31). 
\, Como toda transf,erencia de Wiener es r,eal para p real, Ise 
deduce que s~s ceros Pv 00 bien son reales, o bien aparecen 'oa 
pares ,complejos conjugados (32). 

Cada una de las transferencias (38) transforma, conforme
lJ}ente el semiplano de la derecha '8ll el círculo unidad. Por lo 
t,anto, cuando p recorre el eje imaginario desde - ioo hasta i 00, 

la transfererwia (38) recorre la' circunferencia unidad ,en sentido 
negativo. Si son n' los ceros interiores, el argumento del producto 
de Blaschke dará n vueltas en 'Sentido n'egativo, y puede, demos.., 

("") FROSTMAN, I, pág, 107, Y SEIDEL, págs. 205 y 213. 
(110) Es sabido que -B(iw) =1 para casi todo w ; 'cfr. NEVANLI~A, I, 

pág. 196. 
(31) Véase 'el parágrafo "Properties of an pass structures", del libro de 

Bodo (BODE, I, pág. 239). 
_ ('12) Por eso dice Bode (loc. \lit:, pág. 240): "Any an-pass network Ís 

equivalent to a number of first and second clegree aU-pass networks in taudem.". 
,Este resultado,<Jemostrado por Bode para transferencias racionales; queda pues ex
tendido para toda trausferencia de Wiener, sea o no finito el -número de ceros. 
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trarse que en'el caso general ele infinitos ceros' el:afijodc'B(z) 
tOma 'efectivamente todos los valores eÍ'e la ciI:cunferencia'unitarih 
infinitas veces (33). Queda así generalizada" para transferencias 
generales la aserción de Bode (34) sobretransferendas'racionales: 
',« w,e' see that 1:he pliase' characteristic' oí 'an ., aH-pass structur,e. 
musí always have positive slope». ;, 

, '. 
15. Las' tmnsferencias de n~ódulo' n'iáximo (o d-e 'de/asado 

mínimo). 
Ocupémonos ahora ele la transferencia' u(p) que figura' en el 

'segundo miembro de (32). ' 
\ Es" ésta una transferencia de Wiener sin ceros' en el semi"-, ' ' 

plano 'de la derecha (todos los ceros de g(p)' hansído '«aislados) 
en el factor B('p)), y, como ' ele acuerdo coa lo dicho mi pág. 293, 
A(p) tiene módulo m:enor que la unidad en 'el interior, elel sen~i:-! 
plano' ele la 'derecha; y módulo uno en casi todo p~nto del y"fe. ' 
imaginário, resulta,para Re(p) >0 '. , 

Ig(p) I<!u(p) 1;' (39) 

es ,decir, vale el' 

T ,e o r e' ni a '16: - Entre' todas las lrclI1sfer87tcias de }Viener " 
de módulo M(ro) en el eje imaginario; la dada por la fórmula 
(34) es la de módulo máximo en el sem.iplano de la derecha. 

'Par,ece imes nat~ral llamar a la~, transferencias de la forma 
(34), transferencias de módulo máximo.' La propiedad más inte':' 
'resante de estas tr~nsferencias, desde el punto de vista de las apli
caciones, resIde ,en que, . según lo den{uestrasu forma canóniCa 
(34), ,están un,ívocmnente c~racterizadas por su' módulo. ,,' 

Supongamos que A(p) se reduce a ~n producto d~ Blaschke 
con un número finito' de factor'es (según sucede en el caso de 
transf,erencias racionales). Tom,emos argumentos en ambos miem
bros de la igualdad (32). Gamo ,el argumento de, B(iro) /s de!-

(33) Cfr. A: CALDERÓN, A~GONZÁLEZ D01>1ÍNGUEZ ;{ A. ,ZYGMUND, 1; 

('1) BODE, loe. cit., pág. 241; Téngasp presente que Bode, llama "phase 
shift" al argumento,' cOn signo negativo. Nosotros traduciremos phase 'shift 
'Por i1:efasaclo, y en caplbio emplearemos las palab\'as' fase ° argumento indis- ': 
tintamente. 
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creciente, se ve' q~e hay razones para llamar a las transferencias 
(34),. transf.erencias de argumento máximo, o sea de defasado 

". ' I , mmlmo.. ' ' 
La fórmula (34) constituye, en efecto, la generaliuición na

tural de las transferencias racionales que Bode llama « de defa
sado, mínimo», de las cuales hace en su libro importantes apli
,ca~ione~. 

De cuanto acaba de decirse, se d~duce que el contenido físico 
de la fórmula (32) puede expresarse como sigue: 

Todas las transferencias de Wien..er de módulo M(co) se ob
tienen multiplicando la correspondiente transfer,encia de módulo 
máximo por la s,ección pasa todo más general. 

La fórmula'canónica (27), puede a su y,ez, interpretarse co
mo ,SIgue: 

El circuito más g.eneral cuy,a transferencia tiene módulo 
M ( co) ,en casi toda frecuencia, se obtiene poniendo en cascada 
una lín..Ba, defasadora, un número arbitrario (finito o infinito) 
de circuitos pasa todo, un filtro supresor de raya y un circuito 
d~ transferencia de módulo máximo) corr.es pondiente a M,( co). 

Puede decirse, en resumen, que la fórmula canónica, apli
cada a las transf.erencias de WiellJer, permite generalizar de ma
nera natural, y sin hipótesis adicionales' « ad ,hoc», la teoría' de 
Bode de circuitos de defasado mínimo de trans:f)erencia racional .• 
y sus teoremas sobre estructuras pasa todo. 

16. Belaciones entr,e la parte real y la part'3 imaginaria, de 
trans¡'erencias de Wiener. 

Sea u(co) una funció,n de' la clase de Lebesgue O ... (-oo., 00) .• 
En tal caso existe', para casi todo' co, la «transformada de 

Hjlberb> de u( co) (35) : 
oo. 

v( co) = ~ p .f u( t) dt ; 
1[' t-co 

(40): 

-00 

y si v( co) ,es también una función de la clase V... (Io cual sucede 
sl!empre SI A >1), su' transformada de Hilbert es' igual en casi 

("") Con el s1mbolo P. j designamos el "valor principal '.' de la in~egral. ' 
en el sentido de C;auchy. 

. 7 

" 

, ; 

" 
" 
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.; 
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todo punto a --:-u( ro) : 

'1 oo. 

u( ro) = _ ~fV(t) dt . 
1t t-ro 

-00 

(41): 

Este teorema ha sido ,demostrado por Hille-Tamarkin, y 
g,eneraliza un c'ásico resultado de M. Riesz (36). 

'Sea g(ro)=u(ro) +iv(ro), la función límite de una función 
de la clase, HT2• Se demuestra que u(ro) y v(ro) están ligadas 
por lasrelaéiones (40) Y, (41). Más precisamente, subsiste 'el 
teorema siguiente (37): \ , 

Condición necesaria y suficiente para que una función com
ple fa u( ro) + i v( ro) de L 2 ( -:- ~ +' ~ ) sea la función lími
te, para X--70 de una función de la clase HT2, es que u( ro); y 
v( ro) sean transformadas d~ H ilbert de la clase L2 (- 00 , 00 ). 

Las transfer,encias de Wiener son funciones de la clase HT 2' 

r,eales para p real; por lo tanto, la parte real de la función límite 
será unafunción 'par, y la parte imaginaria ,una func~ón impar. 
De esta simple observación se deduce, sin necesidad de cálculos,. 
el siguiente teorema, importante para las aplicaciones. 

. T 'e ~ t em a 17. - La parte re,al u ( ro) 'y la parte imaginaria 
v(ro) de, la función límite g(ro) 'de una transferencia de Wiener, 
están ligadas por las fórmulas, válidas en casi todo punto: 

, 00 

v(ro)= ~P.J'rpu(t)dt, 
. 1t t 2-ro2 

9 

(42X 

Estas fórmulas aparecen por primera vez en la literatura téc-

(86) Cfr. HILLE-TAMARKIN, i, pág. 344; M. Rmsz, 1 pág. 218. 
(37) TIT(J}IMARS's:, 1, pág. 128 .. 
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nica en la memoria -de, Bay'arcJ (38). Despué¡¡' han ,sidóredesclli-
,biertas varias veoes (39); "es curioso que ninguno haya n!=>tado 

que las fórmulas (42) no son sino las clásicas fórmulas de' Hil-, 
hert, para el caso u piir y v.impar, a pesar de que ya Lee Of\.' 

1932 (4.0), consigna la obs'ervación fundamimtal, (debida a N. 
Wiener) de que «the conductanoe and the' susceptance of the ad:
,mit,tance ,of a network, ar,~ Hilbert transforms or c~njuga~e int'e'-
gr~ls ofeach other» (41). . , ' 

Por lo ~demás, las fórmulas (42) tienen ya más de cien año's; 
'Hardy, qüe Ías consIgna sin demostración en 19()9,(42); se las 
atrlbqye iSch16milch (43)." ' 

17. Belaci07íes, módulo-fase para transferencias' de ,lV iene~ 
'de módulo'máximO. . . , . . . 

Las fórmulas (42), resuelven completamente, para 'transfe:-:
,rencias de WieIl;e:r, el probleJ;na de la determinación de 'la parte ' 
imaginaria IOn funci6n dI,:) la' parte real, y vicev,úsa (44). Pero ostas 
fórmulas, importantes e~ando _ g( ro) 'es uriaimpeciancia, no lo 
son tanto cuando g( ro) 'les' l1na transferencia. En este 'caso, 'lo, 
que tiene real importancIa es la determinación del módulo~n fun-
ción del argumerito, y vioev:ersa. ' . ' ''', '. . , 

Ya sab:emos' 'que' 'el p~úblema tiene solución unívoca sól~ 
,para. las transfere!,!cias que' hemos llamado de módulo máxir~o. 

Tomando iogaritmos,el problema' q.ueda Irechicid~ formal
,illIente al caso apterior. Pero sólo form,almente, puesel.Iogaritmo 
de una transferencia de módulo máximo no es una transf'erencia 
de Wiener, y por lo ta!1to las fórmulas (17) no son ~licables. 

;' I 

("") BAYAltD, 1, págs. 661 y 663. Bayard no considera transferencias,. sino 
impedancias; ~¿(w) es la "resistencia'" del dipolo;v( 0) .la . "reactancia". 

(:ro) T. MURAKI' y M. S. CORRINGTON, I, dan una bibliogi'afía bastante 
completa al respecto. 

-' ('0) Y. W.LEE, 1, pág. 87. 
(41) Esta observaci6n de Wiener. es . una raz6n más para considerarlo el 

el'pador de la moderna teoría matemática de los circuitos lineales. ~. 
('") HÁRDY, I, pág. 204. 
('") O. SCHLoMILcrr, 1, vol. 2, pág. 156. 
("") Se . logra que las f6rmulas '(42) valgan en toao punto, imponiendo 

restricciones adecuada~; por ejemplo, admitiendo, que ~¿ (w) satisface. unifor
memente a 'una conclici6n de Lipschitz; cfr.· TITCHMARScrr, I, pág. 145. T~eo
J'em 106. 

, .'. 

',1 

( 
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A fin de obtener fórmulas de inversión que restrinjan úlenos 
, el comportarpiento de las funciones en el infinito, -Iomás cómodo 
es partir de 'las clásicas fórmulas de Hilhertparael círculo:' , 

1t 1t -

1'f' B'-cp 1 f' v(cp) =- -' u(B') cotg (-) 'dB'+- v(B,) d&, 
. '2n 2, 2n, 

, ' , 
, -1t -1t 

(43) 
TI' 1t \ 

uCCP),='~fV(B-):cotg (B'-cp) dB'+~fu(B}aB-, 
" ~" ,2 ~ , 

-1t -1t 

Las funciQnes u( cp) y IV( cp) son las partes r~a~ e imaginaria 
de la función límite· de una función regular ,en I z I <'1 ; y las 
fórmulas son válidas len casi todo punto si u(~') e L2 (45): ' 

Estas fórmulas se transforman, -según se comprueba sin di- ' 
ficultad," e(n el caso de ,que u(cp) , sea par (y~(cp) impar),. >811 

las sigu~en~es':' . , 

1t 

,v(cp) -,- , . - f" u(B,) sen, cp dB' 
cos B'-cos cp 

o ' 
(44Y 

1t 1t '-

. ~(; ;'"-J:f' v(B,) sen B- dB' + ~JU(B') d&. , 
, 1t ' co~ B--cos cp JI ".. , 

'\ 

o o 

. Pasemos del círculo al semiplano ele la derecha por la trans:-' 
formaci6n lineal (á >.0) . ' 

¡j,,-p 
z=--

l-z 
p=a l+z 

: .' ro 
'; &=-'- 21:!,rctg-, 

, 'a 

('") PLESSNElt, ,r"pág. 9. 

:' 

a+p 

3' 
ro=-atg- , 
" 2 . 

., 

'2a 
d&=---dro.' ' 

a2+ro2 

\ . 

. ..... . "1 

-. , 

~ , '¡ 
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Obtenemos así, partiendo del par (44), el siguiente: 

(Xl 

v(ro) = ~Jro u(t) dt,. 
1t t2-ro2 

o 

(Xl 

+ 2aJu(t) dt . 
1t a2+t2 

o 

, E f' '1 1 ' . d . u( t) lL( t)2 stas ormu as '.va,en en caSI to o punto SI t1jmto -- como --
, 1+~ 1+~, 

so~ integrables; y valen en todo punto si u( t) satisface unifOl¡:
memente a una condición de Lipschitz de orden ~ positivo. 

Sea M(ro) el módulo de una transferencia de módulo má
ximo en el eje imaginario. Si ponemos, en las fórmulas (45) 

u(ro) =lgM(ro), 

y admitimos que 19 M ( ro ) satisface a las l~ipótesis' recten con
signadas, ellas permiten calcular el módulo en. función del argu
mento, y vicevoersa. Resulta así que el argumento está determi
nado unívocamente por el módulo, ,Y que' en cambio el.primero 
determina al se$U11do a menos de una constante.' ' 

18. Casos ~articular,es de las relaciones módulo-iase: las 
fórmulas de" Bode. 

Vamos a comparar las fórmulas (45) con las fórmulas que 
dan. Bode Y otros ,autores para el cálculo del' módulo en' función 
de la fase Y vioeversa. A tal ef.ecto, 'escribamos la segunda integral 
(45) del siguiente modo: " 

(Xl (Xl 

u(ro) =- ~p .J'V(t) [_t_ -_t_'J dt-+- ~Ju(t) dt (46)' 
1t t2-ro2 a2+t2 1t a2+t2 

~ o ' 

Si admitimos que la primer~ int,egral puede descomponerse, 
¡ 

'"j 
'j 

~l 
1 

·:1 
j 

" 

! 



·-303-

en dos sumandos convergentes, óbtenemos 

00 00 00 

( ) _ 2 P (_ tv(t) dt 2 }tV(t) dt 2ajU(t) dt u m __ _ +- , +-
. 1t • ~ t2-ro2 n a2+t2 n a2+t2 ' 

(47») 

u u . , o 

para lo cual es suficiente que se verifique, por 'ejemplo 

(48); 

Si tomamos'límites ahora en (47), para a--+ oo , la segunda 
integral tiende a cero, y resulta, si la última integral tiene límite 
.finito (!i6): ': I I 

oc 

,u (00)' . ~jtv(t) dt + u( 00). 
1t t2-002 , 

(49) 

u 

En ¡efecto, la función harmónica en elsemiplano .de la de
r,echa que toma en el eje imaginario los valores u(oo), se expresa 

. por su int~gral de Poisson 

00 , 

u(x,ro)=~j xu(t)dt . 
, . n (t-00)2+X2 

-00 

Si haoemos en esta fórm~la x=a, 00.=0, obtenemos, SI 
existe el límite y u ( ro) ~s par, 

00 

( O) - 2. a¡u(t) dt (. O) u a, _ --+u 00, • 

'n t2+a2 a-7OO' 
U 

La fórmula (49¡ es \ eqiIivalenb~ a las fórmulas 14 - 21, pg. 
320 del libro de Bode. Ellas exigen," entre otras cosas (segúI~ el 

-'---
("') Si u (00 ) ~o, yla integral converge, se obtiene la segunda fórmula (42),_ 
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mismo \ Bode lo dice; loc .. cit; pg. 321)"q~e, u( oo},o sea lél 
logaritmo del módulo de 'la transferencia para ro = 00, sea finito. 
Esta condición no se cumple '~mgener,al; más bien Jo contrario 
eS la regla; en 'efecto, len todo sistema físicQ 1¡J. ~transferenciacae 
a oerp tarde o temprano. ,Las fórmulas (45) tienen sobre la {49), 
la vehtaja de no exigir la acotación de u( ro) en el infinito, y sus 
condi~i07'hess de validez ,se cumplen entados 'los casos: de "la 
práctica. ' 

. ,Si tomamos límites, para co~o en la ig~aldad (49), Y ad-
'mitimos que existe la in,tegral ' 

'(para lo cual bastará que, además de cumplirse l~ condición 
(48), v(t) sea derivable en el orig~n), 'resulta 

. 00, '. , 

u( oo)~ 'u(O) l= - '-' - dt; ,2 ¡v(t) 
, TI t 

", o 

o sea, con' el carribio'cle varü,lblet='eu 

CXJ , 2}" u( 00 )~u(?) = -; v[eu] duo . (50) 

o 
I 

'Esta fórmula figura l8D la pagma 286 del libro ele, Bóde; 1', 

aunque muy útil por~u simplicidad (según 10 prueban' las apli
caciones que de ella hace el mismo Bode) nuestra :demostración 
prueba cuán restringidas son sus condiciones de 'validez. 

19. Belacion,es :rn.qdulo~fase' ,en un intervalo ..finito 'de. fre-
0' '.' . 

cuencias. . I 

'Hemos visto en 'el parágrafo anterior que si se conoce el 
módulo de una transfer,ynciade módulo máximo para todas las ' 
fr,ecuencias r,eales,la:f~~e', está determinada: Unívocamerit~: ¿Qué. 
puede decirse de: ;e113: si elrriódú.lo se conoce' sólo en un' iritervalÜi " 
finito de fr.ecuencias? A esto responde en cierta manera el ,si; 
,güiente 
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. T eor e ma 18. - Si el módulo M( ro) < 1, de una transfe
rencia de módulo máximo .'se conooe en el ihtervalo[a"b], su fase 
está determinada, en ese iittervalo, .. a menos de una función de-
creciente de la frecuencia. . 

Demostración. Escribamos 

(51) 

donde hemos puesto 

pg M(ro) 
R(ro)=~ . 
. l· O 

en a<ro <b,. 

en el conjunto complementario; 
\ 

. {O \ . 
. S(co) = 

.. 19M(cq) 

.en·á<ro<b, 

. 'Cli. el conjunto complementario. 

La expresión de la fase será, pues, de acu~rdo con la pri
mera fórm:ula j 45) 

b. . 

v ro _-_ _ ro , ( ) - 2 -f- colgM(t)dt +A( ) 
. . 1t t2-ro2. 

(52) 

a 

con 

(53) 

Para las fr,ecuencias comprendidas entre a y b ·la .función 
es derivable, y la derivación puede efectuarse bajo .el signo, con 
lo que se óbtiene I 

. ya que es S(t) <o por hipót,esis, y el teorema está demost-rado. 

'. 

. I 

, ~ 

i I , , 

. , 
" 

I 
1, 

, ii 
"11 ! 
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! 

En el caso paz:ticular de gue el circuito sea un filtro de ban-
da pasante (a,b), es decir, que sea M(ro) =1 para a<ro<b, 
y M ( ro) < 1 en el conjunto complementario, resulta ill,mediata
mente de las fórmulas (52) y (53) el siguiente corolario, que es 
la legalización matemática de un hecho bien conocido de los 
técnicos: 

T'eorema 19.-En la banda pasante, de un filtro de 
transferencia (de módulo de máximo) de módulo menor o igual 
que 1, la fase es decreciente. 

Es interesanté observar que el Teorema 19 es la localización 
del teoreina ya mencionado, según el cual la: transferencia' de un 
circuito cuya transferencia vale la unidad para todas las frecuen
cias, es funci6,n decI'eciente para todas' las frecuen~ias. Es, po
sible incluso ir más 'lejos en esa localización, pasando de lID 

intervalo de frecuencias a un punto. He aquí ,el t'eorema, cuya 
demostración omitimos por brevedad. 

T e o r e m a 2 O. - Si el módulo de una transferencia (de 
módulo máximo) vale la unidad para la frecuencia ro = a, y es 

, conveT'J}ente la inteflnal 

,la fas,e es decr,eciente pa,;.a la frecuencia a. 

Señalemos que los teoremas 18, 19 Y 20 tienen correlativos 
para impedancias; y que (según nos hemos enterado' reciente
mente por boca de su propio autor), dos de estos, correlativos (los 
corr,espondientes a los teoremas 18 y 19), ya habían sido demos": 
trados por el Dr .. Kurt Friinz (47). 

,('7) KURT FRANZ, 1. 

" 

)' 

x 
r 

\; I 
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TERCERA· PARTE· 

SINTESIS DE TRANSFERENCIAS DE WIENER 

a) Un método de síntesis' a base de la expr.~sión de la transferen
cia como producto de otras. 

Como aplicación de los teor,emas ge.nerales demostrado,> en 
la segunda parte, expondremos un método de síntesis de circuitos 
de características prefij adas (48). Este método es correlativo de· un 
método de síntesis de impedancias, que hemos expuesto en otro 
l~gar (49). . 

'-
20. Algunos teoremas sobre r,epres,entación de funcion;es 

positivas. 
Los correlativos y análogos para el semiplano del siguiente 

teorema de Féjer - F. Riesz, desempeñan papel importante en 
n1.1:estro método de síntesis. -

Sea g(3-) un polinomio trigonométrico de co:eficientes reales .. 
no negativo para todo valor real de 3-. Existe entonces un poli
nomio p(z), del m~smo grado que g(3-), tal qu.e, para z=eitl
se verifica 

g(3) =Ip(z) /2. (55) 

Recíprocamente la expresión Ip(z)I2 representa siempre, para 
z=eitJ., un polinomio trigonométrico no negativo en ·fr, del mis
mo grado que p(z) (50). 

Si esta proposición se transplanta del CÍrculo unidad al semi
plano de la der,echa por medio de la transformación (20), se ob-
tiene d' . 

T ,e o r e ID a 21. - Si la función M (ca), no negativa en - 00 

< ca < 00 admite la representr:ción 

('")Hemos e:\:plicado este método en una ponencia leída en la reuni6n de 
la. Asociaci6n Física Argentina, realizada en C6rdoba el 20 de setiembre de 1948. 

('.) A. GONZÁLEZ DOllríNGUEZ, 1. 
(ro) L. FÉJElt, 1. 
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\, 
, n (l---c-:iro v ' 

M.(ro) =z ay --.-) "ay rec¡[, -n<v<n 
-n l+tro ' 

(56) . 
. \ 

existe una función racional g(p), regularen el s,emiplano de la . 
derecha: . 

• I 
n l-p y 

g(p) =z c.¡ (-) 
o. 1+p' 

(57) 

tal que, para p...:...- iro se verifica ,1 

M{ro) =/g(p) /2. (58) 

Importa observar que la l1epresentación de M (ro) en la for
ma (58) no ,es única. En e:l)ecto, si. a, es un cero de g(p) de partG' 
r,eaJ positiva, la función 

,es tal que -se verifica 
( , 

Es posible pues, multiplicando g(p)"por 'el número necesário 
de factores· 'de la forma 

eliminar todos los ceros de g(p) de .parte r,eal .. positiva, llegán-' 
dos'e así al .' 

, 
, / 

T'eorema . 22. ~Si M(ro) cumple las hipótesis 'del, Teo-
. rema 21, existe una función racional g(p), regular y sin ceros en 
el setniplano de la derecha, tal que gel) > 0, que cumple la 
r,elación (58). Est,a función racional es única. En caso de que 
M (ro) sea una función par, la coriespondiénte función g(p) tiene -: 
co'eficientes r,eales. 

'. 

, , 
,( , 
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Corolario inmediato del teorema ante~ior es el s~guiente: 
t ' 

T,eor ema 23.- Si la función M(ro), no negativa en 
~ ro<oo,. admitela .. repr,esentación. ' 

" .. 1 ,n (l-iro) v , M(zz)=--2::ay --.- , 'ay r,e,al, -,n~v<n,' 
': , , 1+ro2 -It l+zro . 

-00 
I 

'59) ~ , 

existe una función racional g(p), holomorfa en .'eL seiniplano de 
parte real positiva 

(60). 

tal que, para 'p = i~ se v~dfica 

'M(ro) /g(p)/2. (61Y , , 

, T ,e o r;~ m a 24. - Sea P( ro) un, polino"f!l-io de coeficientes 
,",ea les, paJ', no ,negativo par,Cij todo ro; existe 'entonces un polinomio, I ' 

Q(p), de coeficientes reales, tal que, 'para p='ún, .se verifica 
, I 

pero) , /Q(p)/2., .(6~)¡ -
. " . 

¡ Este teorema ha sido demostrado por Verblunsley. (51), a par-
tir de uno anterior de P,olya-Szego (52). .' 

P.r~cedi(mdo co~oen 'el caso del ~eorema 22, puede l~gl'arse " 
, que el polinomio Q(p) no se. anule en el semiplano de la derecha. 

, Consideremos, por efemplo. el polinomio positivd , 
l" ... - • 

(63) 

\ ' En 'este caso se comprueh'l directamente sin, dificultad que 
el polinomio Q(p) , tiene la ,expresión',:.. 

1 / ' " Q(p) = -' (p-ak1) (p-alc2) ••• (p-alen); (64) 
, ' an 

,(Gl) S. VERBLUNSKY, 1, pág. 721. 
("") G. POLYA y' G: SZEGO, vol. II, pág. 82. Cír; también 'G. Szego, 1, 

I piígs. 3, 5. ' 

/, 

. . 

\, 

! 
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en esta fórmula ,con lel , k 2; ••• , kin, se han designado las raÍ
ces de o~den 2n de (_l)n+l, de' parte real negativa (53). Este 

. caso simple del teorema 24 nos será útil más adelante. 
Del teor-ema 24 se ,.dedjlOe el 

T'eor e ma 25. - Sea 

R(O))=P(O)) , 
. . s (O) ~ 

. (65)! 

'donde P( 0) y S( 0) son polino~1Íos pa,res, de coeficientes l'ea- . ! 
les, no negativos para lodo iD; existe entonces una función racio
TlJal g(p), r,egular y ,sin 'ceros en . .el semiplano de la derecha, tal 
ql1ie se verifica, para p = iO) 

R(O) ~Ig(p) 12. (66' ) 

Este teovema tiene importantes aplicaciones a ciertos pro
blemas de síntesis, que expondr-emos en otra ocasión. Baste decir 
'aquí que permite simplificar notablemente la exposición de los 
métodos de síntesis de I.cuadripolos reactivos, debidos a Darling
ton (54) y a Cauer (55). 

21. Síntesis dé un .circuito de cuya tmnsferencia se prefija 
el módulo (55 a). 

Los métodos generales de síntesis cr·eados por Wiener y 
L'ee! (56) se. basan ·en el, desarrollo de la transf.erencia en serie de 
funciones racionales; la cual se realiza ,pues, como suma de 
transf'erencias elementales (57). 

I 

("') Cfr. V. D. LAN.DON, 1, pág. 350 ¡ VALLEY-WALLMAN, 1, pp. 176 Y 
siguientes. . 

(O') DARLINGTON, 1 ¡RAGAN, 1. 
(00) W. CAUER, l. . 

(""\l) Hemos expuesto este método en una ponencia presentada en la 12\1 
Reuni6n de la .Asoci~ci6n Física .Argentina, el 20 -de septiembre de 1948. (Rev. 
de la Uni6n Matemática .Argentina, vol. XIII, (1948), pág. 169). 

(GO) Y. W. LEE, 1; .N. WIENER y Y. W. LEE, 1, 2 Y 3. 
(07) Todo desarrollo de una illtegral de Laplace en serie de funciones ra

cionales es, potencialmente, un método de síntesis. Los resultados de Hille 
(1) yCatori-Hille (1), son, por lo tanto, de gran interés para la teoría de la. 
s~tesis. Sobre esto volveremos en otro lugar. . 

, ~, 

.~ 
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En el método que exponemos a continuación, 'en cambio, se 
sintetiza la transferencia como 'producto de otras; es decir, ql!'e 
el circuito que -la realiza consta de circuitos parciales en cascada 
(desacoplados por tubos). La idea ha sido ya utilizada' en casos 
particulares, para el diseño 'de c.ierto tipo de amplificadores (58); 
nuestro método tiene, en ,cambio, teóricamente, validez Benera!. 

Sea, pues, M(ro) una 'función par, no negativa, ycorilinua 
en I - (Xl, (Xl]. N ues'tro problema es determinar una trans~erencia 

, .de Wiener estable, de módulo maximo, formada por un producto, 
de transferencias simples del mismo tipo, tal que su módulo di
fiera arbitrariamente poco -de M (ro) en un intervalo arbitrario,. 
prefijado. . , 

Para resólverlo, comencemos por fo~mar la función 

(67), 

que es continua y, par en (-n, ,n). Llamemos av a sus coef¡
cientes de Fourier: 

1t 

a-v, = ~Jer(B') cos vB' dB'. 
. n 

(68) 

o 

En' virtud de la continuidad, er(Bo) podrá aproximarse uni
formemente por sus sumas de Féjer, que serán además, no ne

'gativas: 

(69) , 

I (70) 

Supondremos que <1m(Bo) es 'efecti-Vamente un polinomio '(ri
, gonométrico de grado m, es decir ,que am no' se anula. 

, ("S) Cfr. VALLEY-WALLMAN, 1, pp. ,176-200 y·"274-300. 

o . 
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Con la notación 

form~'mos el polinomio 

Sean Zl' Z2' •.• , Zm las raíces del polinomio (71) situadas ' 
Cn el interior o 'sobre la circunfer,encia' del círculo unidad .. Puede 
mostrarS13 (59) que, e~ polinomio 

p(Z) = (72) 

es precisamente aquél cuya ,existencia demuestra el teorema de' 
, Fejér, es decir, que verifica la relación 

.(73) 

Además, p(z) no se' ánula en ,el interior del círculo unidad. ' 
De la fórmula (72), obtenemos, por la acostumbrada trans

formación lineal, la función racional, regular y distinta de cero 
en el, semiplano de la der,echa ' " 

(74): 

De (67), (69), (73) Y (74) se infiere que el módulo de g(p) 
en el ,eje imaginario, difiere arbitraria y uniformemente poce) de 
la función dada M ( ro) ~ 

22. Obtención de una transferencia de Wiener estable, a 
'partir de una de Laplace-Stieltjés. 

La función g(p) que acabamos de fabricar, es una transfe-

("0)' Cf\', G, SZEGO; 1, pp .. ,3-4y L. FEJÉR, 1. 

, : ,~' l. 1", 
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r,encÍa de Laplaoe~Sti-eltjes 'estable, como producto de un número 
finito de ,ellas; pero no es, una transfer,encia deWie.ner. Es fácil 
sin ,embargo construir, a partir de g(p), una transf.erencia ra'
cional deWiener 'estable de módulo máximo, cuyo módulo en el 
eje imaginario aproxime tanto como se' quiera a M (ro) en un 
intervalo finito arbitrario, de frecuencias. ' 

Bastará para ,ello, multiplicar a g(p) por una transferencia 
de Wieneresstable de módulo máximo, cu,Y¡o módulo difiera de 
'la unidad arbitrariamente poco en [-a, a J. 

• 
- Por ejemplo; podemos elegir la transferencia 

1 
h(p)=-\ 

Q(Pl 
(75) 

donde Q(p) viene dada por la fórmula (64). En ,efecto, se com
prueba en s'eguida que el módulo de h(p) para ,frecuencias 
r-eales 

.\ 

/h(iro) /= , 1 
111+( lO )2/t ,a 

, (76) 

difiere, para n suficientemente gr a lid e, uniformemente poco de 
la unidad en -:-,a + E < ro <a - E (a y E arbitrarios, positivos, 

'fijos) (60). 
Obtenemos, en definitiva, la transferencia 

. , 

, c z [1- 11 '1' Z h(p)=-TI -.l!._= ( .) =lIhv(p) 
an v-l l+p Zv p-alcy ' '1-1 • 

(77), 

donde l ~s ,el m1l!yor de ios números n, m, y 

La, significación de leves la consignada inmediatamente 
después de la fórmula ,(64), y, si es n>m, 'el primer factor 

(IJO) Curvas de mÓdulo del tipo (76) han sido estudiadas por LANDON, 1; 
cfr. VALL)"Y-WALLMAN, 1, pág. 1'76 Y siguientes. 
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, , 

de cada término del producto (77) debe considerarse igual a 1 
para v=m+1, m+2, . Oo, n. En cambio, 'si es m>n, serán 

iguales a la unidad, por definición, todos los factores __ 1_ , 
p-aTcv 

para v=n+1, n+2, .;., m. 
La transferencia (77) resuelve completamente el problem~ 

enunciado; cabiendO' observar la sencillez de cada una de las 
transferencias hv que la componen. 

b) Algwios resultados sobre síntesis de transfer,encias de módrzlo 
y fase simultáneamente prefijados. 

23. Aproximación de Ulta función arbitraria por una trans
ferencia estable, a menos' de una fase lineal. 

En páginas anteriores hemos visto cómo se construye, con 
aprO'ximación arbitrariamente grande, una transferencia de mó
dulO' prefijado. Nó plantea problema esericialmente distinto el 
prefijar la fase,' según demuestran las fórmulas (45); Y lo 
mismo, se diga si se prefija el módulo en ciertos intervalos, y 
la fase en los intervalos coml"lementarios. Es éste en efecto, un 
prO'blema «mixto», de aparición l'eciente en la teoría de las 
comunicaciones (61), : aunque· antiguo y muy estudiado en la Hi
drO'dinámica (62); demostrándose, en hipótesis muy generales, que 

'el problema tiene solución única. 

No es pos~ble, en cambio, según se deduce nuevamente de 
las fórmulas .(45), prefijar simultáneamente el módulo ,J la fase; 
y los ,explicables deseos, del. diseñador chC!can aquí contra una 
insalvable dificultad de principio (63). .. 

'~uede 'en camb~o construirse, con aproximaclOn arbitraria-
mente grande, una transferencia ,que, a menos de un 'factor de ' 

(01), ,Cfr. BODE, 1, pp. 328-336. 
(O!!) Cfr. DEMTCHENKO, 1, pp. 1-15 Y SIGNORINl, 1. 
(03) H~ aquí lo que dice LEE (1, pág. 84), acm'ca de la trascendencia prác

tica del problema: "ú is sometimes desirable to synthesize a network with 
two 01' more sp,ecified properties. For instance, a network possessing a design
able admittance both in modulus and in phase would find many applications 
which are increasing in .importance as the problem of the improvement of qua
lit Y in electrical transmissioll draws the attention of the elect:tlcal en~meer 
more an'd' more. ' , 

'" 
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módulo uno y fase lineal, tenga módulo y' fa~e prefijados (64);' 
así lo afirma el siguiente ' 

T·e·orema 26. (65) __ ¡Dada una función. f(iro) [-(Y.l < 
ro < ~ J, continua en todo intervalo finito~ que tienda a cero para 
lrol--*oo y tal que f(-iro) , f(iro), existe un circuito estable eu

'ya transferencia difiere,' a menos de una fase lineal, .arbitraria y 
uniformemente poco de f(iro) en todo el eje imaginario. 

En efecto, existe una función integrable, G( t) tal que la 
igualdad 

,00 

f( ro ),=.r e-irot G( t) dt + l1i( ro), 111~( ro) 1 < e 
-00 

se verifica para -00 <ro<oo, con e arbitrario prefijadQ(66). 
Eligiendo le> 0, de manera que sea, para todo ro,' 

,. 
-1, 

1 j e-iut G(t) dt 1< e, 
-00 ' 

resu.lta pues '..-' 

00 

ten) = je-;ut G(t) dt-j-'112(U), 1'112(U) I<~e; 
-k 

o sea, con el cambio de variable u = t + le, 

. ,00 

e-irolcf(ro). . je-:-iut G(t-lc) dt+l1(U), 111(U)1< 2f:, 
o 

con lo que el teorema queda demostrado. 

(01) En los circuitos de transmisión de señales, una fase lineal se traduce 
meramente en un j'etm'do, tolel'able dentro de ciertos ·limites. Para estos cir
cuitos, el problema' de síntesis mencionado hace un momento admite pues, so-
lución completamente satisfactoria. ' \ 

(0") Este resultado pertenece a mi amigo el ingeniero Alberto' Calderón. 
Véase VILLE, 1, pág, 72, donde figura un teorema mUyBimi1a~ al XXVI, aun
que menos preciso. 

(:'0) Véase H. RODER, 1, pág. 144. 
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24 . ..Aproximación (le funciones arbitrarias por transfieren
das de W iener e~taQles a 1jheríos de -una fase constante. 

V,eremos a continuación: que, a partir ~e una frecuencia i' 

suficientemente elevada en :;¡,delante, la aproximación puede'efec':' 
tuarse a menos de una fase no sólo lineal, sin~ prácticamente , 
constante. 

. I 

Sea en efecto g (iro) la función que se des:ea aproximar, 

[g( ~,iro) = g( iro)], 

y supongamos que para ro __ 00 

cp(ro). g(iro) [l+i<p] -40. 

I 
'-

Del teoreniá de. W~ierstrass (se deduc~, utilizando la trans": 
. formación (20) que existe 'una fu~ción: racional 

_ n l-iro v 
R(ro) =Z; Cy (-. ), 

-n l+tco., 
. / 

,tal que vale la igualdad, 

n (l-iQ))iV 

(r(co)=,Z; Cy .. _1-.-' + 11(ro), 111(ro)I<E, 
-n l+~ro , 

":""'00< ro <oo •. 

Por lo tanto' 

- l~iro n/' 2n (l---:iro)V': . 
g(iro) (l+iro) , ~ Cv-\n (l+iro),:+l + 111(U), l~l(U) 1.:<: E. 

Es decir, que.la aproximación de g( ii:n) por la transferencia 
estable del segundo rr¡iembro se' efectúa a . me.nos de la fas'e 
-2n arctg ro,' la cual tiende a la fase 'constante -nn,. con lo que 
el teorema ,queda demostrado. 

.' ~ 
25. Aproximación de funciones de Ll- 00, (0),: porirans-

fere,ncias de lfiener, "amenos de ~na fase lineal. . 
Para com'odidad del lector consignaremos el siguiente teo.., 

rema de Titchmarsh (67), qUe 'enseguida utilizaremos. 
~:. . 

(07) E. C. TITCHlfARSCH, 1, pág. 129. 
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Condición necesaria y suficiente pam que una función 
g(ro)EL2(-oo;oo) sea la función 'límite, para x-¿O, de una 

, función g(p)~ r1egular para x>O Iy'tal que 

00 ' 

flg(x+iro)12dro~O[e21cm]" (78) 
-00 

es que la tmnsformada de F onrier de 9 ( ro) s,e anul~ para t< - k , 
Admitamos, IEln ef.ecto, que g(p) satisf~ga a las condiciones 

,del enunciado. Poniendo 
\ 

, g(p) = ~(p) e1rP 

se verifica 

~erá, p'or lo tant~, ; en virtud del teor~ma ~ de Paley-'Viener, 
, ( 

00 

g(p) =.elr~P Ie-pt'G(t) dt, G(t) EL2 • 

o ' 
(79) 

Se tiene, por otra parte, llamando F(t) a ia transformada de 
Fourier de g( ro) 

a 

F(t) " 1. i. m. 1 feówt g( ro) dro = 
, ' a-+oo y2n' 

-a 

a 

=1. i.'m., 1 'J~(~) eiw(/ctt) dro = G(I1:+t); 
a-+'" y2n , 

-a 

I 

resulta, pues, G(t) =,,-,0 para 't < - 11:, con lo que i:ll teor,ema queda 
demostrado,. púes el razonamiento ,es r,eversible. 

Basándonos len esta proposición; demostraremos finalmente 
el siguiente yorrel~tivo del T'eorema 26 para transferencias gene-
rales de Wiener. / 
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T e o r e'm a 2 7 . - Toda función 9 (iro ) (en general com
pleja) de clwdrado sumable·en (-00,00), pu.ede descomponerse en 
dos sumandos, 

(80). 

tales que 

1) 9 i (iro) y 9 2 (iro) son. ambas de cuadr.ado sumable; 
2) gl (iro) ,es límite, pam x --+ O, de una "función gl (p), re

gularen el semiplano x> 0, de la forma. 

"" 

gl(P) =e1cp f :-Pl G(t) dt.; . (81) 
o 

3) g2( iro) es límite, para x --+ 0, de una función g2(P} re
gular en el sem~plano de la izquierda y' 

,., 

(lg;¡( ro) 12 dro <: E. 
t' -00 . 

. Si g(iro) es tal que g(iro) =g(iro), C?(t) será real . 

. Demostración. Sea' G( t) la transformada de FO.urier de 
9 (i ro ) ; dado E positivo arbitrario, fijemos le por la condición 

00 .-k 

f I f e-irot G(t) dt I d ro<. E 

-OC) -a 

(82) 

para a> le, formemos ~as funciones 

co 

(84) 
-00 
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la primera de ellas i1s l'egular' en el semiplano de la, derecha, y 
·la segunda lo es en el de la izquierda. Sus respectivos' límites 

a 

Yl(éu) = lím Yl(P) =1. i. m. ~_!,e-irot C(t) dt (x>O) (85)' 
"'-70 a +'" i2n ' ' 

-k 

-k 

i2(ro) , lí,rnY2(p)=1.i.m. 1 !e-irotG(t)dt (x>O) ,(86) 
. ",-+0 ' a-+,,-, ;¡I2n ' 

--fI, 

cumplen la igualdad (80); además Yl(P) tiene, en virtud del 
teorema de Titchmarsh recién demostrado, la forma (81), Final~ 
'mente, se verifica en virtud de (86) para un cierto A suficiente-
mente grande " 

desigualdad que, en c6~junción con la (82), nos da 
00 

!IY2( ro) 1
2 dro< E, 

con lo cual el teorema qm:da demostrado., 
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