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, SU1In.rAltY. -, Tlie computatión of transitio~' probabilities for raCllativE> 
pro ces ses can be considerably simplified by tlie use of tlie liyperSlomplex for
malism, whicli accounts inmediately ,for a11 intermediate states due to diffe
rent spin orientations and charge signs. .As an example, tlie case of two plio
ton and two electron states is considered, wliich contidns both the Klein~Nis
lrina formula for Compton scattering and Dir.~c 's formula for pair annihi
Iation. 

1. [ntroduccción.;.. La probabilidad de tr.p.nsición de un pro
oeso de segundo orden está determinada por d elemento de' 
matriz 

(1) 

donde A Y F indican los estados inicial y final del sistema: [, 
los 'estados intermedios; E A Y E z, las energías del sistema en el 
estado inicial e intermedio, respeCtivamente. Lá suma se extiende 
a los 'estados intermedios _posibles, caracterizados por las, dos .po
larizaciones posibles de cada fotón y los dos signos del spin YJ 
de la energía del electrón. En tanto que la energía en los estados 
inicial y final tiene el mismo valor, la E I de los estados inter
medios difiere de él; en '~ambio, el impulso correspondiente a 

..los 'estados inicial, interme/dio y final, en el caso de electrones 
libres, es d mismo. Para el spin del electrón se adopta, en el 
estado inicial, una dirección determinada. 

Al utiliz,ar el formalismo hipercomplejo, podemos incluir 
en el cálculo, simultáneamente, las dos direcciones del spin y 
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los dos signos de la energía del ~lectrón en los -estados iniciar 
y final, r,epresentando los elementos de matrÍz por matrices d.e 
cuatro filas y columnas, 

l1 AI = II r A~'¡A U lfI r I d,d3' 

HAF= IHAI • dt .HIF 

donde las matrices dependen explícitamente del tiempo. 

(2), 

n r,epres'enta las autofunciones del campo de radiación en 
fUnción del número de fotones presentes y de las, fases de las, 
ondas correspondientes 

(3) 

I E'e les el signo de la energía del fotón l~" Eje 2 = l. , 
~ lf "es la autofuncióndel 'estad~ del electrón libre de i~pt}lso 

-+ 

P 'en el dom~nio de lado L, ' 

con 

2' -+~ 
~ (~Po ct + P 1') e, h 

Po , ± V p2 + m2 e2
, 

(4) 

U les la parte del hamiltoniano, del sistema que corresponde ' 
al acoplamiento entre el electrón y el campo de radiación 

, ' 

-). -+ 1 / he ( l' ' .' . '-, 
I U(E) ,-e ~alc a,c V "kt2: (l-Elc)[N.'c,e~{)-k u'lI\ +e-~&k~NI.UlC] +. 

+ ; (l+ElcY[ V N*lc1e'-i{)-k ulc +ei{)-k VN\ u\~} (5) 

Nlc = (Oji O&,c) les el operador del número de fotones; a,c' 
, -+-). 

el vector de polarizacíón, ulc=e i 7e r /LS/2. 
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, " ,La expreslOn (2) e,s unívoca sólo para" trans~ci~nes de pri
mera clase (transiciones entre estados dal electrón,;9Qn ,el mismo 
signo de energía). Para dar un significado unív,oco a las partes 
de segunda clase de (2), establecemos, para todas las expresiones 
que seguirán, que ,el factor dependiente, del tiempo, en los eIe¡
mentos de matriz, ,estará siempra escrito a laizguiercla(*). 

, 2. La :malriz de la transición clesegundoorden.- Consi
deramos, ahora, la matriz (2), ,indicando los estados irric~al y 

,finaL, más ,explícitamente, así: A --+ (A, le), F --+ (F, k'), es de
cir que admitimos en el estado inicial un fotón' le' presente, en 
el esstado final un fotón k'. Distinguir,erposs, además, dos esta
dos' ~ntermedios posibLes, uno sin fotón (absorción, del fotóll le), 
otro con dos fotones (erpisión del fotón le'), 

1; 1I --+ (II~ k, le'). 

Distinguiendo entre las partes de primera yde segt1nda 
clase de l! = (1)l! + (2)l!, obten~mos .' 

! (1) Él Al l.' dt = -, 1 (1ll! Ale, 1 
ti, ~EA+Ele cle-~El 

j'(2)l! Ji dt - -'--- 1 (2)l! Ale, 1 
le, l· - ~EA+Ele ck+~E1 

, (6)~ 

!(l)HAle"llle,.dt=-, ~(E El) J,(lll!Ale, lIlrTe l 

A- 11 -Ele/ce 

Para poder introducir (6) en (2) debemos f.ijar, primero, 
los signos de E'e en, cada caso. Para ello, tomamos en cuenta la 
condición de conservaCión de la energía en los estados inicial y 
final del sistema, la cual se expresa, adoptando la regla men-

C") Ver G., BECK, Phys.' Rev., 64, 336, 1943, donde, sin embargo, el com
portamiento de los Ek 110 está corr¡pletamente determinado. 
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cionada acerca del factor dependiente del tiempo que escrib~mos 
a-'la izquierda, mediante las relaciones 

en primera clas,e: ~(EA-EF) -/- EJ, ele - Eje' ck.' = O 

en segunda clase: ~(EA-/-EF) -/- EJe ele -ETc' ck.' =0; 

. de manera que obtenemos: 

en ¡:>rimera clase: EJe = EJe' = 13, 'E A-/- ck. = ]S F -/- ck.' 

en segunda clase: EJe=-Elci=-~, EA-/-EF=cle-/-clc'. (7) 

" De (7) fluye, inmediatamente que, segÓn el formal~smo hi
percomplejo, las partes de primera clase hacen intervenir fotones 
de energía positiva solamente y corresponden a un proceso ele 
difusión de un fotón (efecto de Compton), mientras que en la 
parte de segunda clase el fotón inicial figura, formalmenta, con 
energía negativa, describiéndose lln proceso de aniquÜación (o 
producción) de un par de electrqnes de distinto signo, por emi:
sióií (o absorción de dos fotones). 

Consideraremos, en lo .que sigue, estos dos casos por sel)a
rado. 

3. El ,efecto de Compton. - Corno vimos más arriba, ,el efec-
to de Compton se describe mediante la parte de primera clase 
de la matriz (2) (l)H ATc,FTc" 

IntrocÍuciendo (6) en (2)~ tomando en cuenta las conse"
cuencias (7); Y separando la parte de primera clase" obtenemos 

_ ~(2) H Al •. )2) H U'Te' 

E¡l-/-cl¡;+Er 
~(2)HA'(.TI/ .. ,)2)HJI""c"PTc' 

E¡l +E JI-ele' 

(8) 

. Comparando (8) con las transiciones conocidas, repl'lesen
tadas en las figuras a) y b), se ve claramente cómo, según el 
formalismo hiper.complejo, estas transiciones corresponden a los 
términos de .la primera y de la segunda fila de (8)., respectiv,a": 
mente. 
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. Para hallar ,el valor de la expreslOn (8), elegimos un sis
tema de referencia en el que el electrón, en el estado inicial, se 

-+ 
encuentra en reposo, E=mc2, Ap=O; introduciendo las no-
taciones 

hk hle' 
1 = --; 1"=--

21tme' 21tme 
-+ + -)-. + 

1 .11, P = n . l' me, p = n . l' me, 

-)- + 

donde n y n' son los vectores unitarios normales' a las ondas 
primaria y difundida, y siendo 

. 1 -+-+ 
1'-' . cosB'=nn', . -l+I(l-cos B') , . 

obtenemos' 
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-+ +~ -+ -+ -+ -+ -+ + 

+'Y[(Ct'ah~l~) (ua') (un) 

-+ +, '-+' + -+ -+ -+ -+ ' 
+ ( u a') (u n') (u a) (u n) 

, " 

". , ,'. 
-+ -+ +'~" ,+,._~> ~':"'¡' o' 

(u a') (~n'V( u,~):: u ~')].} 

A=l+ -V1+('Y~-'Y'~')2;. !=1+'Y(1-C9S3'). 

El cuadrado ahsoluto de la matriz (9) es 

e4h'L l' 4. + ' 

IHl2= 16n2L61n4c4'('Y' 2A(A-1) {4~~(á,a',)2 + 
, ' , 

-+ -+ -+ -+ -+, + + + -+,+, -+ -+ 1, 
, + 4'YA(a d)[(a a') + (aa') (n,n') -'Ca n')Ca' n)] (7- 1 ) + 

l' +-+ -)-+, ++ -+-+ 

+2'Y(1+ p) [1+(aa')2(nn')~(aa')(a'n) 
, I 

-++ -+ -+ -+ + -+ + 

(an'):""" (a'/ln') ~.ca/\a') /1 (~/\n)n:. 

(9) 

(10) 
\ 

Efectu,adas -las sumas' sobre los spiris y utilizando lU 'rela~ 
ció n que vincula 1# 1.2 con la sección eficaz ,de choque 

donde PF indica el númerQ de estados finales por intervalo de 
energía, se obtiene la intensidad ~de la radiación difundida bajo el. 
ángulo 3· con una dirección de polarización dada, cuando' la ra
diación primaria tiene una direccióp. determinada de "polarización 

e4 1 
d<p=-- ------

, , 4m2c4 [1-/-'Y( 1-cos 3')]2 

{
1+[1+'Y(1-COS3,)]2 '4 2" 2}dn --"----'-----'--"- + cos 9 - ¡,¿, 
, l+'Y(l-cos 3') , , ' 

(11) 

--+ -+ 
a . a' = cos 0 (e = ángulo' entre las polarizaciones) 

(11) representa la fórmula de Klein-Nishina C,)· 

(*) Zeits. Phys. 52; 853, 1929. ' 

l ... ·· '\' 



I , 

" 

• ,/ ¡ 

.'. rl 

-329-

4. Laaniquilación de pqres. - Introduciendo (6) en (2), uti--, 
liZ1~ndo (7). Y sep'arando la' par.te de segunda cJas~, ~e, ~btiene 

~(2WAlf./l) 111,Ph' 

EA+El-clc 

~(l)H Alr.I~/de,(2lH nicle', /el> 

'J}ll ~ElI-Ch:' 

~(2) 11 Alr,ll/de,(l) 11 TIIr1e~. Fle' 

.' E11+F),II-cl< 

(12):. 

Los términps de la primera y de la segunda fila de (12) se 
.identifican con lastr'ansiciones indicadas en las figuras c)' y el) 
respectivamente.· 

Par(l .. evaluar ·las. expresiones (12) escogemos, esta vez, un 
sistema de. referencia en el que el centro de gravedad de las' 
partículas consideradas está en reposo. En esté caso, por' refe
rirse a ~ransiciones mitre estados electrónicos de elistintó signo el!) 
energía, es 

+ . + 
A F·' 
p= P 

Además, los imp~:risos de l~s ,esta~os intermedios "alen: 

.o7'.o7 + -+ ~ + 
lp=Ap __ -:_}c; IIp=Ap +lc; lc'=-lc. 

Adoptando la notación .Po = E le para las energías de los 
- distintos estados elel electrón, se, obtien~, finalmente, comp resul-

tado del cálculo 'de Ü expresión (12) . 

. 1 / . -+-')- -+ ~ -+-+.' -+ + ++ -+ -+ -++ ,+ -+ ; . e Po2 {( A po+mc) 2 ( a. a) (a. 1 p) ( a. a') '- (a. A p) ( a. a) (0.1 p) ( a. a') (a. Ap), + 

. + + ....;..+ -+ + + -+ + -+ -+ -+. 

+ ~c (A po+mc) [( a. a) (a. a') (a. Ap) + ( a. A p) ( a. a) (a. a') ]} t 
"1 . -++ -+ -+ +-+ + -+ -+...;. + -,)- . '* 4 +-+ 
+~ {(Apo+mc)2 (a. a') (o.IIp) (o.,a) - (o.Ap) (a. a') (o.IIp) (a. a) (o.Ap) + 
~ ,'. 

, ->-+ +o7 -+-+ +'+ -++ ++ 

+mc (Apo+mc) [(a. a') (0.0) (o.Ap)+(o.Ap) (a. a'), '(a. a)]}). (13) 
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IFormando el cuadrado absolutp de (13), que', por ser UI1!~ 
. expresión larga, no será reproducida explíQitamente, sumando 
sobre los ~pins y las polarizaciones, promediando sobre las dif
recciones iniciales de los spins, llegamo's a la fórmula de Dirac (*) 
par la sección eficaz ele la aniquilación de pares . 

(14). 

5. Discusión. - El formalismo hipercomplejo conduce, en con
secuencia, a las fórmulas conocidas de los ,procesos radiativ'os de 
s'egundo orden, 'estableciendo una relación más estrecha enlre dis
tintos procesos, tales como el ·efecto de Comptoñ y la aniquila
ción de pares. Una 'relación semejante se ,encuentra entro el efec
to de Cher·enkov y la formación espontánea de un par por un. 
fotón ,en un medio de índioe de refracción distinto (inferior). 
de uno; entre d efecto de «bremsstrahlung» y la producción de 
un par ·en la proximidad de un núcleo, etc. El método_permite, 
además, seguir durante el cálculo, de manara muy ceñida los 
prooesos físicos: 

Para los procesos de .primera clase, este método no difiere 
. esencialmente de los otrps métodos conocidos. Para los procesos 

de segunda clase, en cambio, la representación adoptada necesita, 
contrariamente a las otras teorías, la intervención de estados fotó
nicos co~ 'energías ele distintos signos, análogamente a la teoría 
'del electrón. Desde el punto de vista formal, la diferencia no es 
esencial: en .efecto, el elemento de matriz de una tran~ició'll 

radiativa no cambia si, 'durante la transición, están .present~s un 
número arbitrario de fotones de energías positivas o negativas, . 
sin participar en ella . 

y; len particular, la absorción de un fotón negativo ,es equivalente 
a la emisión de un fotón positivo 

~' 

(*) Proc. Cambo Phil., Soco 26, 36.1, 1930. 
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Sin ¡embargo, desde el punto de vista físico, la admjsión 
de fotones de energía negativa no puede 'ser incluída en un mo
delo del tipo de la teoría de las lagunas, ya que tal modelo no 
puede ser extendido a partículas que obedecen la estadística de" 
Bose-Einstein. Solamente criterios más amplios que este pro-
b1ema restringido de que nos hemos ocupado podrán decidir si 
los fotones negativos pueden ser admitidos o no por la teoría. 

Agradezco encarecidamente, al doctor' Guido Beck los con
s'eios recibidos durante la realización de este trabajo. 
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