
! ¡ 
I 

l' 
l' , 

EL TEOREMA ERGODICO EN LA MECANICA 
CUANTICA 

por OSOAR ALBERTO VARSAVSKY 

(Recibido el 13 de abril de 1950) 

SUMMARY: K~own methods of ergo!lic theory are applied to the phase 
spaee of quantum mechanies in the case of a finite number of degrees of 
free don. The flows' eO!lstitute" inner automorphisms of a matrix algebra. Phy
sieal criteria are used to eharacterize the "transitive eells". A sequenee of 
consecutive meas~¡;ements is seen to behave as a Markov chahL, which "is simple 
if equal a priori probabilities are assumad, and the limit of their means agrees 
with the ergo die theorem. 

1) Introducción. 

En este trabajo se aplican los resultados más sencillos de la 
teoría ergódicaal ' caso parti.cular de la mecánica cuá~tica, ya 
abordado por von "Neumann( 4) antes de poseerse las herra~ 
mientas matemáticas necesarias .( que él mismo contribl}Jó en 
gran parte a crear). " 

El método seguido es .considerar ~ los operadores comopun
tos de cierto <espacio de Hilbert que sólo "se estudia para el caso 
de dimensión finita. 

En ,este 'espacio las « corrientes» tienen una interpretación 
sencilla; la « transitividad métrica» existe :para un cierto subespa
cio cuyo complemento ortogonal <está formado por Qperadores 
invariantes para la corriente de gue se trata, y en su int~rpreta
ció n física se encuentra que la admisibilidad de cualquier método 
de medición de una magnitud tiene la misma importancia que 
en la deducción de la. forma del « operador estadístico» hecha 
por von Neumann (5). 

Por último se demuestra que una suceSlOn de mediciones 
constituye estadísticamente una cadena de Markov, mas bien 
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que un proceso aléatorioestacionario, y se calc~la e1 promedio 
temporal de úna- tal suoesión hallándoselo igual al 'promedio es
pacial con hipótesis equivalentes a la .transitividad métrica, que 

-aquí aseguran que la cadena de Markov sea simple. 

II) Eléspacio e!,gódico. 

Llamar,emos EH-l al espacio de las fases de un sistema 
físico, oon las cafl\cterísticas descritas por van Neumann (5), 11, 

saber: . EH-l es un espacio de Hilbcrt; cada dirección en él 
representa un « estado purO» del sistema; los operadores auto
adjuntos están en correspondencia ,biunívoca con las magnitudes 
físicas y en particular 'los operadores proy,ecoióno «proyacto
res» (autoadjuntos e: ide~potentes) se corresponden con las «pro
piedades» físicas, es decir, ,magnitudes cuya medición tiene sólo 
dos resulÚldos posibles: siy no. El conocimiento que se tiene 

. del estado de un sistema se engloba en:.'un operador autoacljunLo 
defiJ?-ido _pósitivo, llamado «operanor ,estadístico» S, mediante el , 
cual puede calcularse .el valor medio de una. magnitud A cual\:
quiera por la: fórmula: vm(A) =Sp(SA.)/SpS, donde el sím
bolo Spsignifica traza (Spur) de] operador a que se aplica. La 
traza es una funcional lineal, invariante para cualquier transfor
mación unitaria cJ.el operador y real ouando éste es a':ltoadjunto. 
Aplicada a una proyección ¡da el número de dimensiones del sub
espacio sobre el, que se proyecta. 

Ell" Ell-l c~nsideremos un subespacio l (con la niisma 
letra designaremos a un subespacio y al operador que proyecta 
sobr.e él) de número ele dimensiones N = Spl tan grande co
mo s~ quiera; perü finito. Observacionalmente este l no so di
ferencia del espacio total si N es . suficientemente elevado (ver 
;(10), pág. 30); por ,ello llamaremos en 10 sucesivo EH-l a 
cualquiera de ambos, siempre quo no produzca confusión. 

Todos los operadores lineales acotado~ que conmutan con 
l pueden r~presentarse en ese subespacio' por matrices de N 
filas y cólumnas. Dado entonces un operadór ,1'0 .lineal, acotado 
y tal que ,10 v l (el símbolo v significa «conmu ta con»), consi
deraremos sólo su «componente según l»: A = Ao l. Si A. es 
autoadjunto, su representación canónica será: A = ~ a¡¡ En, sien-

n 

do los an sus valores propios y los En sus «proyectores propios», 
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es decir, los op~rador(3s que pr~yectan sobre sus subespacios carac-
'terísticos, y Ej E" = 'bj¡, Ej. ' ", 

Achp.itiendo valores complejos para los an, esta represen
tación vale para lo~ operadC;>I1es «normales», o sea ~quellos que!. 
conmutan con sus adjuntos (en particular los unitarió~)., Ein, 
g,eneral, siendo B una matriz cualquiera, se puede escribir¡ 

B = R + iJ, donde R y J son auto adjuntos : R = ; (B+BI/i); 

iJ = ~ (B~B*). (Medianie B* se indica. el adjunto de B). R 

Y J conmutan si y sólo, s~ el operador B es normal. 
Con los 'elem,entos de ¡ EH-l como puntos, definimos un 

nuevo espacio euclí~eo, _ el , 'EH -2, que -es entonoes a la vez 
el álgebra de ,las matrices Ae 'la forma Al = lA, Y tiene N2 di-
mensiones. , 

El punto de apoyo 'p'a~~ ls cdnclusiones que pretendemos 
obtener es la siguiente definición da producto, interiOfr : 

(A,B)=SpAB*. 

Es fácil v-erific'ar, que se t~ata de un producto interno her
mitiano recordando que SpA*=SpA y que SpAB=SpBA. 

La métrica así obtenida, es idéntica a la que se definré I 

usualmente medi'ante el isomorfismo que existe entre el espacio' 
de las matrices de N filas y columnas y .el de los vectores d~ N2 
componentes. Pero ,esta corrasponelencia no es cómoda ,'de apli
car a productos de matrices, y además nos parece que la noción 
de traza es .Ia básica (nótese, por ejemplo, que se obtiene así un 
criterio de converg,encia que es un caso particular de lo que 
von Neumann llama «strongest convergence» (7»., 

En Ell-2, definiremos a, su v·ez o,peradores lineales, ,que, se 
indicarán con m'ayúscul~s verticales: T, E; etc. En particular 
nos, .ocupar,emos ele los operadores unitarios de EH -2, o sea 
aquellos T tales ¡.que : ' 

(TA; TB)-'= (A, B), para todo,A y B. 

Es desagradable tener' que limitarse al caso ,de dimensión 
finita, pero. son conocidas las dificultades que se presentan si se 
qUIere pasar al límite ,N,-HXJ. La más evidente aquí es que 

.' 

. ~ , 

,1,' 



; ,: 

.~ -', 

/:/,!.,~.: .. "\\ 
;",', 

..:......: 353 ---,. 

habría que trabajar oon operadores 'tales queSpAA*<ti>, y en
tonoes los ,unitarios no. cabrían en el EH -2. _ Tampoco pareoe 
posible aplicar en este caso el córicéPto'de dimensi6n continua 
introducido por Murray y van N~timalll~(8). 

¡",' 

III) Corrientes en .. .el Ei! -2. 
I I ; 

Sea {TI}' un grupo abelia,H() i ~e operadores' unitarios en 
EH-2, do~cle t eSl'eal. En ca<;o q~e valg'a b. relación T,[ AB]:= 
Tt,A. T¡B para todo A y B dir,emo$<pie' ~l grupo. {TI} repre
senta una corriente en EH-2' (ver vo~ Neumann (6». 

P,ero es sabido qu.e tóda a:pli~ación de un álgebra de ma
trioes sobre sí misI1).a, que sea bi~nívoca, 'lineal y, diStributiva 
con r,especto al producto, es un autom'orfísmo interior. En otrÍl.:s 
palabras, para 'cada TI de una cor'riente, existe una. mati'iz T, 
tal que: ' , , 

La u~itariedad de los Tt en EH-2 implica que las TI., 
deben ser unitarias en EH-l; y' la estructura de grupo, que la;s , 
T t también forman un grupo ab,~li~no, y Tt-l = T -l' 

El ,ejemplo físico más interesante es aquél 'en que las TI 
son' de la forma T t = exp (itll) donde 1I ',es una mat¡'iz auto
adjunta relacionada con la energía :delsistema. Los T, dan la 
evolución temporal del sistema,:y::estudiarla como hasta' aquí 
en su efecto sobre~ los operadores, corresponde a la llamada 
«representación de Heisenberg»'. Si';se'prefiere por ~lás intui
tiva la «r,epreséntación de Schr6dinger», en que ,aparece explícita
menJe la dir,ección del EH-l; ,que indica el estado del sistema, 
y se sigue la evolución de ,dicho :estadornanteniendo fijos ,los 
operadores, debe usarse en lugar ,cled:ada'operador A, la. función 
A (P) ~AP, donde P es el pro.yector de un~. dirección genérica 
de EH --" 1. Tendr,emos ahora como, nuevas definiciones: 

producto interno: (AP, BJ~)= SpAB*; . 

producto de funciones: "A:(pf B(P)' AB(P), 
. . \ '.' 

corriente: T¡A(P) = A(TLtPT¡),=. AT -tPTl' 

.. :'l, 
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1) Desscomposición 'del Ell·-2 según una, COl'ri,ente. 

Sea T un operador unitario de corriente en Ell ~2; le co
rresponde, como hemos visto, un operador unitario 'J' de ElI·-l 
(que puede multiplicarse, trivialmente, por un factor numórico 
de módulo uno).. Con respecto a éste podemos descomponer al 
Ell-2 en dos subespacios ortogonales, a cuyos proyectores lla-
maremos E/l y E2• . " 

E/l 'es el anillo de todas Jas matrices que conmutan con T. 
Es 'evidente que forman un ,espacio lineal, que T deja invariante. 

E2 es el contradominio del operador T - 1 (donde 1 es la 
identidad en Ell"';"2);. o sea, ,A E \Eli si y' só~o si es de la forma 
A = T BT-l - B para algún punto B de Ell-2. Es también 
un espacio Íineal y su ortogonalidad con E/l se ve fácilll1<lnte: 
si A E E2 Y BE E\: (A,E) = ([T-I] C, B)= (C, T-l B) - (G, B) 
= 0, pues T-l también deja invariante a B. 

A la inv,ersa, todo elemento M perpendicular a E.2 pertenece 
a E'l , pues: (M,TC-C)=(T-lM,C)-(M,C), y si esto es 
cero para todo C de Ell-2, M "es invariante por T-l' y por 
lo tanto, por T. . 

A su vez el E/l puede descomponerse en una parte « trivial» , 
de ,proyector Eo, formada por las matric~s de la forma al, y 
su complemento, ortogonal con respecto a E/l , qua llamare
mos El' 

,En resumen, un oper~dbr cualquiera' A puede descompo
nerse ,en suma de otros tres, perpendiculares entre sí según la 
definición- de producto interno de Ell-2: A = al + L + M, don
de 1 es la identidad ,en, EH-l.: L es inváriante por T y M 
es de la forma M = TCT-l - C 'para algún C. Por ser perL 

pendiculares a 1, tanto L como M son de traza 'nula, y por 1.0 
tanto 'es a=SpA¡SpI. 

El operador 1 no tiene interés físico, pues como tiene un 
solo autovalor, corresponde. a una magnitud física cuya medi
ción puede dar un solo resultado y 'por lo tanto no nos enseña 
nada nuevo sobre el sistema que se 'está 'estudiando. Representa 
los datos que se conooen por: hipótesis, por ejemp~o la exis
tencia del sistema. Recordemos también' que como operador 
estadístico (véase' (5» representa ,a un sistema del cual no se 
sabe absolutamente nada, y en tal sentido, el número SpAjSpl == 
(A, I)jSpI' ,es el valor medio de la magnitud física representada 

,,' 
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por A (si 'es autoadjunto) en el conjunto de Gibbs. representa~ 
tivo de tal sistema. 

Si por lo tanto nos limita~os al- subespacio ortogonal a EQ, 

ello equivale a restar a cada magnitud. física su valor medio 
sobre un conjunto totalmente desorclena:do. En otra's Qalabras: 
toda ma,lirnitud física cuyo. operador \p.er(enezca a E1. + E2 tiene 
como valor medio cero cuando se la mide sobre un sistema ele] 
cual no se sabe a priori ·nada. . 

Divemo8 que se l~a «normalizado» un operador cuando se 
lo ha pr0Y'~ctado sobre El + E2, es decir, cuando se le ·ha res
tado (SpA/SpI) .1. 

El significado físico de El está claro: si T r.epresenta la 
evolución temporal del sistema (es decir, aproximamos el grupo 
{T,} por las potencias de T), las magn~tucles físicas de Ea 'son 
constantes del movimiento. 

En cuanto' al. E2, veremos que sus elementos'mereoon .el 
nombre de ergódicos con respecto aI" ope~ador T . 

. ' Un problema· importante e3 1\1 determinación de las dimen
siones de estos subespacios. El Eo tiene por supuesto dimensión 
uno. Las ele los otros dos dependen del espectro de T. 

Hay dos casos extremos: uno, trivial, cuando T = 1 Y en
tonoes el suhespacio E2 desaparece;' otro,d 1pás interesante, 
ocurre cuando T tiene espectro simple, o. sea es. ele la forma 
T = Z; \eiAn Pn , donde los P n son proy.ectores unidimensi¡;males 

1> 

ortogonales entre sí y los' An son todos distintos. . 
En 'este caso '~s. fácil ver que E' 1 está formado ·exclusiva,

mente por operador~s normales de la forma A = Z; \an Pn (sin 
n 

restricción sobre los an). Por lo tanto los P n forman en E' 1 un 
sistema ortogonal completo, ele modo· .que El tiene N-l di
mensiones (si EH-l tenía N)' Y E2 tiene N2-N. 

Para un caso intermedio cualquiera, sea r n la degenerai.. 
ción del n-ésimo autovalor de T. Es también inmediato que la 
dimensión de E'les Z; r n 2 (la suma :extendida a . todos los autp
valores difer.entes). 

Tomemos como ejemplo el caso de dos dimensionés. ,El 
EH-2 \está formado por todas las matrices de dos filas y dos' 
columnas; las tres matrides de Pauli y la unidad forman allí 
un sistema ortogonal completo. Sea T una ~atriz unitaria de 
esspectro simple, si elegimos los ej-es de modo .gue resulte dia-, . 
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gimal tendremos la siguiente descomposición 'del EH -2: 'elEp 
tiene como base a la matdz unidad; el El es unidimensional y, 
tiene como base a 1a matriz diagonal de Pauli;' el E2 es' bid~
mensional y está subtendido por las dos, matrices no diagonales 
ele Pauli. Tomando como TI a una de las matrioes de Pauli (pues 
son unitarias), obtenemos la siguiente propiedad: «Si P es una 
matriz de Pauli y A una matriz cualC[~iera, .Ia función P AP-L_A 
es una combinación lineal de las otras dos matrices de Pauli». 

V) El teorema .ergódico. 

Nos limitaremos al estudio de una corriente «discreta» 

TnA---.:TnAT-n 

ya que el pasaje al caso continuo no trae novedad. N o nos ocu
parán tampoco las posibles generalizaciones (reemplazo de los 
operadores T por otros no uRitarios, etc.). Para lo qaesigue,. 
compárese con flopf (2), parágrafos 8 y 9. 

,Sea entonoes A un ,elemento ~ualquiera de EH-:-2 y {Tn} 
, ,una' corriente \discreta, se trata de calcular el límite del «pro

medio temporal»: 

"1 '}' 1 ''}' 
lím - z: Tic A = lím --:- z: T'c AT-h.s l. p. t .fA 
1i+oo n k-l 11+00 n k-l 

(límite del promedio temporal). 
Segú~ lo visto en ,el parágrafo anteri~, podemos descom

poner a A en tres partes ortogonales entre si: A = Ao +ftl + A2, 

siendo Ao=(SpA/SpI)}; A~vl'; A2 =TBT-l_B para cierto 
B, y SpAl =SpA2 =O. 

Es ,evidente que: 

l . p . t . Ao = Ao; l . p . t . Al ' Al 

pues conmutan con T. 
, Como Tn A2 = Tn+l BT-n-l- Tn BT-~, resulta, como es lll-

mediato: 
, '1 ' , 

l. p. t. A2=lím- (TIl+l BT-n-l_B)=O' 
. 11+'" n ' 

en la métrica de EH-2. En r,esumen: 

o 

, , 

.. , .. 
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, T,eorema ergódico: 

1 r ,',,' ~ , 
lím- ~ T'c A = (SpAjSpI) 1 + Al = E' l A. 
71-+'" n 7c=1 ' " " ' 

Se dice que la corriente {Tn} es «ergódica» SI, Y sólo' si,' 
Al =0, para, todo A de EH-2. 

l' l' ¡ 
VI) Transitividad métrica. 

Dir-emos que una corriente es «métricanlente transitiva» 
cuando sólo deja invariantes a- los elementos 1 y ° de Efl--2,. 
es decir, a, todo el espacio EH-loa, sus partes vacías. 

Evidentemente esto es lo mismo que pedir que la corriente 
sea ergódica (equivalenci~ que, en el fondo se debe a la firiüud 
de, EH-l). . 

Podemos pues' enunciar' el siguiente 

T ·eo r e m ri 2. - En el espaclO EH -:-2 no hay corrienLes mé
tricamente transitivas. 

En decto, >el subespacio ~1 no es nunca vacío,.y en 01 caso 
más favorable tiene N-l dimensione¡;; (cuando T tiene espectro 
simple, ver pgfo. IV). Sin' embargo ,como EH-2 tiene JV2 di
mensiones, si ,T se mantiene de -espectro simple al tomar N 
cada vez, mayor, podemos despreciar elsubespacio' invariante 
frente al espacio total, y decir que existe una transitividad ffi~\
trica aproximada. 

Lo 'mismo ocurr-e cuando, sin ser T da espectro simple, su 
degeneración máxima se mantiene acotada al crecer JV. Tales 
operadores' ele «degeneración acotada» dan origen a corrientes 
«aproximadamente métricamente transitivas». 

Sin embargo, físi~amente el camino 'correcto no' consiste :en 
despreciar esas magnitudes invarianLes. Si por ejemplo se frata, 

. ele un sistema que evolucioria a energía constant~, nadie se 
. pr,eocupa porque no haya transitividad métrica en el espacio 

total de, las fases. Sólo inLeresa el subespacio compatible con 
b condición dada. ' 

En nuestro caso, al dar el operador T estamos indicando 
" 

. ", . ~ ~\ 

, ' 
/, 

, 

I 
I 
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. todas las constantes Idel movim~ento del sistema. Es ,pues lógico 
que nos baste la transitividad métrica en d subespaciol ~2' que 
incluso puede ampliarse agregándole el Eo, como ,es inmediato. 

La no ,transitivid~d del espacio total puede expresarse pues' 
diciendo que: «cuánticamente es forzoso que haya constantes del 
movimiento no triviales· (-j= 1) » . 

Para todo A E E2 + Eo == M vale entonces 

, 1" . 
lím - Z; T'c A = (SpAjSpI) 1 = Eo,A. 
71-+9 lb k-l 

Si .se quier,e ver el significado de esta fórmula mI la rgpra
senlación de Schr6diI~B'er, puede multiplicarse ambos miembros 
por un proyector unidimensional. genérico P y tomar ,trazas. 
R,esulta entonoes: 

SpAP 'es el valor medio de la magnitud A para un sistema 
en el «estado purO» simbolizado por P. Por 10 tanto el primer 
miembro es el promedio temporal de A al ir variando el estado 
del sistema según la corriente originada por T~l. El segundo 
miembro hemos dicho ya que representa el valor medio de A 
sobre el conjunto ele Gibbs más general 'posible que representa 
al sistema: En este sentido es un promedio espacial. 

·Más aclaratorio aún es el caso en que It es un l~royector., 
Desde von Neumann (4) se sabe qtie los proyectores re'presentan 
las «oeldas» del espacio de las fasas cuántico, y el. volumen de 
dichas oeldas está medido por su nlllil'Cro de dimpnsiones, es 
decir, por la traza del proyector. Ahora e11-tonces el segundo 
miembt,o es la r,elación de volúmenes entre la· celda 11 yel es
pado total EH-l, yel primero es la permanencia límite tem
poral del punto P en la oe~da A. 

VII) Exil1tencia de proyectores en el su.bespacio Eli . 

. Sea T . Z; eiAr E,. la descomposición canónica de T (los ,. 
Ar diferentes entre sí; los E,. de cualquier dimensión) .. 

, ' 
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Entonces: ' 

1',B 

o sea: 
z; El' ~EI'= E':i A = (Eo + El) A.' 

l' 

Si AE E2+Eo, 'esA-al ortogonal a E'l(a=SpAjSpl), y 
por lo tanto SpAEI' = aSpEr para Lodo ,El" o sea' que A debe 
tener igual valor medio para todos los conjuntos de Gibbs 
caracterizados p0r los operadores estadísticos El" ' 

Si además algún Er tiene más de una dimensión, y Pes ... un 
proyector cualquiera contenido en él, también P E E' 1 Y entonces 

SpAP = aSpP, 

(Si esto se cumple para tod~s lo~ P unidimensionales de 
E' 1> se cumpl'e para todos los elementos de E' 1" ya que son com'-
binaciones lineales de' ellos); ,,' 

Veamos en qué casos pueden saLisfacei'se esas igua:ldades 
suponiendo que A, es también un proyector. 

Un proyector de M dimensiones está dado por M2 + (N-M)2 
. condiciones, pues se comporta como unidad en un subespacio 

M-dimensional y como cero en el compleinento. . 
Si D 'es la dimensión ele El (ver parágrafo IV), tendremos 

para un proyector de lVI = Eo + E2~ M2 + (LV __ M)2 + D condi
'cioues, pero qua no son necesariamente independienbes entre sÍ. 

Se ve entonces que aun en el peor de los casos (T con sólo 
do:; autovalores:y ele igual dimensión, .y todas las condiciones 
independientes) habrá siempre proyectores en lVI , pero puede no 
haberlos unidimensionales. 

Por la linealidad de lVI es obvio que 51 un proyector pen
lenece a lVI , su' complemento también. 

VIII) Un criterio físico. 

Veamos ahora cuál es el significado experimental de ese lí
, mite en media a que hemos sometido a los. operadores, y si 'existe 
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alg~n criterio físico,.que p3rm'ita caracterizar al subespacio «ergó-
dico» M -.E2 + Eo' , 
. Por lo proJilto' sólodeberíamós con¡siclarar operador~s auto-

adjuntos, para poder hablar de significado físico,' pero nos 'redu
j::iremos a' tratar ,lbs proyectores ( que representan «propiedades»~, 
ver parágrafo 11), pues sólo 'para éstos hemos encontrado .. una 
solución sencilla al segundo problema. 

La utilización de la expresión 

, 1 '1' 

, lím - .2:; Tlr ET-Ic 
n-+", n k~l 

significa que al sistema se lqdeja ,evolucionar en el tiempo sin 
perturbarlo con, niediciones, que acarrearían discontinuichleles salvo 
en el caso en que E v T, que. dejaremos de lado! Sería 'lo misma 
elecIr ,que ,se hacen, me~liciones, p.ero ,en nÚI~lero finito, y a 
partir de la última podemos estudiar la evolución que sufre el 
sistema por el meró transcurso del tiempo. ¡, 

Podemos pues. limitpr el problema a dos ciediciones.: la 
últin~a mediCión de E" y la del líinite, que es un operador autq-
adjunto El', ' 

Para que esto.- :benga algún sentido observacional, es me-
nester' que la mediCIón de E no cambie el límite El', yeso indet
,pendientemente delniétodo de medición utilizado. 

Que la medición ele E no perturbe a El' es dec~r, que am
bas tengan significado físico simultáneamente, se .exptesa como es 
bicen ,sabido por la condición: El.v E. Que ·esto sea independiente 
elel método de medición implica más." En -efecto, la medición, 
ele cualquier magnitud A equivale a la de, E con la única CQI~:" 

'dición de que los sub~spacios característicos de A estén ip.cluídos 
len alguno de loss ele, E y ambas magnitudes conmutan. ,Pero si 
exigimos que A ·tampoco petturbc al·, límite El> éste debe ser 
forzosamente ele la forma' ' 

, ' 

o, len otras palabras, El debe conmutar ¡con todo lo que conmuta 
con E (en sjmbolos ~l vv E). 

. ,Demostraremos ahora que, para que un proyector pertenezca 
al suhespacio M, eS neFesario Y suficiente que' no sea inyariante 
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y que los métodos de medirlo no perturben al promedio temporal 
asintótico. ' . 

La necesidad ,de ambas condiciones ,es ev.idente. Veamos· la 
suficiencia. 

T,e ore m á 3. - Sea E un. proyector: E no vT; El =.aE -\- b. 
(l-,-E)'l Entonces es . 

El = (SpE/$pI) 1.' 

, La demo~tración es inmediata con sólo recordar gue,el lí
miteEl tiene, que ser invariante, es de.cir El vT, y es~ implic~ 

a=b=SpE/SpI. 

En ''Cl plarágrafo. anterior heinos dado condiciúiles deexislen
cia de proyectores en el suhespacio M. 

I • ' , '. 

IX) Las corrientes c~mo funciones ,aleatorias, estacionarias. , . , 

Es sabido que un proceso 'estacionario puede ,representarse 
I mediante, un grupo de operadore:') Unitarios' en un e~,pacio de" 
Hilbert(véase Kampé de Fériet (3)). En el presente caso, por 
ejemplo; cada operador autoadjunto A aplicado a un sistema en 
el estado P (proyección unidimensional en EH-l) representa una 
v.ariable aleatoria real cuya función de distribución está dada. en 
términos de su fqmilia espectral. Es decir, si 

co 

ll= I A dE). 
, 

, \ . 

es la repr>esentación canOlllca del ?perador, A, SpE}"P 'es la fun-
ción I de distribución' de la variab1e aleatoria AP (cuyo val.or 
ni'edio sería entonces SpAP). \ 

A primera visfa entonces toda corriente {T} genera un ,pro
ceso aleatorio estacionari~ a partir de una variable 'A, y entonces 

, el teorema ergódico cuántico sería sólo un caso particular del ya 
'cOnocido len esstadística. ' 

P'ero es menester reéordar que la función de correlación a 
dos tiempos cualesquiera debe ser una magnitud medible, y esta 
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condición, que en la mecánica clásica no agrega nada nuevo, en 
'la cuántica implica que las mediciónes de la magn~tud A a los 
·tiempos t y t' no deben perturbarse, o lo que es lo mismo, que 
los operadores Al=TlA y Al'= T,IA deben conmutar (ver Ar
nous y Massignon (1)). De otro modo toda medición introdu
duciría un factor indeper,tdiente del- grupo generador del proceso, 
que dejaría entonces de ser estacionario. . 

Sin embarg.o esta ,exigencia entraña grandes limitaciones .. 
que los autores citados (1) .no han señalado. Si, como es lo uSl,al 
en Física,' la corriente es una función continua' del parámetre t. 
la 'ecuación 

ATl AT_l= T1AT_1A 

no puede satisfaoerse para todo t, salvo en el caso trivial A. vT, 
en que' justamente no h~y transitividad lllétrica. Incluso si se 
admitIera la existencia de un quantum elemental de 'tiempo, de 
modo que el grupo {T n} fuese efectivamente discreto; para que 
valga ATn AT-n =Tn AT.,..n!t para todo n y ft no v T las trans-

formaciones T admisibles son muy' pocas rdativame~te, pue~ de
ben consistir en el' intercambio da, autofunciones de A pertene-, 

-cientes a distintos autovalore3. 
Nótese la diferencia con ·la condición exigida en '8l parigrafo 

anterior:, aquí se pide que. A conmute con todos sus transforma
dos segúri T; allí sólo que conmute con su límite temporal A.1, 

_ aunque de'un modo más completo, a saber: Al v~ A. 

\ 

X) Las corrientes COl1W cadenas de M arlwv. 

Sin embargo a todas luces e.:l más físico, o por lo menos¡ 
más «operacional» el planteo de Arnous y Massignon, porque 
se r.efier,e a mediciones sucesivas realmente efectuadas. ¿Por qué 

'se limita tanto entonces el alcance del teorema? . 
A juicio del autor, elenor consiste en tratar a una sucesión 

'de mediciones cuánticas como un proceso estacionario. Cuando 
se recuerda que una de las primeras -leyes cuánticas es que el 
resultado de una medición depende del estado del sistema en ,ese 
insstante y no de 'su historia anterior puego se 'puntualizará esto) 
resulta evidente que, como procesoestadísticQ, corresponde a una 
cadena de Markov. 

o 
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El «,estado» de un sistema físico a un tiempo t es la co,i
lección de todo lo que se' sabe acerca de él, y ,este conocimiento 
proviene de mediciones, la última de las cualés se supone efeQ
tuada al tiempo cero. Todas las propiedades del sistema así veri
ficadas se resumen leI?- una pr9yecció~' E (que corresponde ,al 
operador estadís.tico de van Neumann). El transcurso del tiempo 
t transforma ,el estado E por' ej-emplo en TET.,...l, siendo T el 
operador unitario apropiado. Sea el caso no trivial, E no ~ T. 'En 

este nuevo est~do el sistema tiene una cierta probabilidad de 
s¡pguir poseyendo la propiedad E, que e;> SpETET-ljSpE (esta 
fórmula se deduce a partir del principio de ,\quiprobabilidad a 
priori y ,es una generalización de la conocida fórmula .1 ( (P, (p~).J 2 

a la que se reduce cuando E es la proyección sobre la función 
de onda cp. Véase (5»). Efectuada la medición al ti~mpo t, por 
ejemplo con resultado afirmativo (sI fuese negativo habría' que, 
,reemplazar E por 1 -E), se sabe que el estaeto es nuevamente 
E; pero puede ocurrir, que se sepa algo más. En ~fecto, si B 
y TET-l,tienen un' sub!3spacio común, éste puede mantenerse sin 
perturbar eligiendo convenieritemente el mét<;>do de medición (ha
bría que verificar la propiedad E midiendo una magnitud A 'V E 
de espectro puntual positivo cuando las autofuncionesperteneoen 
a E y negativo en caso contrario, J tal qua algunas de sus' autbl:-
funciones' formen una base en el s'ubespacio común). 

Para que esto no ocurra es menest.er recurrir a la misma 
cOI].dición del parágrafo VIII: que la propiedad, E pueda ser 
verificada por cualquier método, o ,en otras palabras, que en la 
elección del mét~do no intervengp.' la inteli~encia. Entonces todo 
« ¡O,ecue.rdo» del ,estado T ET-l queda borrado y el' sistema queda' 
caracterizado por la proyección E solamente. 

El proceso es entonces una cadena de Markov simple. 

Las probabilidades que fijan el plioblema son: 
SpET In ET _tjSpE = probabilidad de que una medición dé 

, resultado afirmativo si una m~dición efectuada tn segundos an
tes dió resultado afirmativo. 

SpET1n(l-E)'IT -'-ijSp( 1 -E) = prebabilidad de que una me
, dición dé afirmativo si una medición' tn segundos anterior dió 
, neg,ativo. ' 

'Llamándolas r,espectivamente an y b~, donde el subíndice 
indica que se trata de la n-ésima medición," debe cumplirse la 

. ' 
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conocida ecuacióil'(v,er p. ej. Uspensky (9)): 'Pn=(a,¡'-bn).Pil-l 
+ bn, siendo Pn' la probabil~dad de obtener un r,esultado afir
mativo en la n-ésima medición. Una solución particular de esta 
ecuación 'es Pn~SpE/SpI, como pueele v'erificarse con fáciles 
cálculos. 

La ecuación homogénea: Pn = (an-bn)· PLl tiene como so
lución: 

r 

pn = e TI (aj-bj); 
1 

de modo que la solución general es': ' 

Como 

l' SpE 
pn = e TI (aIj-b i), + SI 

. 1 ~P 

al! ~ b --.: SpI . SpETtnE~ _11I-(SpE)2 
n SpI . SpE-(SpE)'J 

'. 

y ,esto 'es menor que uno en valor 'absoluto siempre que E no v T¡, 
la solución de' la ecuación homogénea tiende a cer'o al tender a 
infinito el número ele mediciones. Se toma ahora como dofini
ción de promediobemporal de E la cantidad: 

.. 1 r 
p=lím:~ z: PIe 

n"* 00 TI. k-l 

SpE ' 
y se obtiene como resultado final: P . -S l' que como' se ha 

. ...p. 
dicho, ,es también el promedioes,pacial en el espacio de las Jases. 

. La transitividad métrica vale, pues, con las ,mismas hipó
tesis anteriores, aunque aquí se tratcl de una sucesión de. medi
ciones efectivas, ,efectuadas a intervalos cualesquiera e incluso 
admitiendo .que el operador T cambie de un intervalo a Qtro .• 
con la única condición de que no conmute con E. 

VII) Conclus~or/¡es. 
~, ; 

'1 • 

:':. f 
: I 
I 

Se ha visto, pués, qué en un espacio de lqs fases de di
. mensión finita vale 'el teorema ergódico, es decir, .existe el límite 

. l" ',:',1 , \ 
1, 
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temporal; y hay transitividad niétrica, es decir, igmlldad con el . 
límit~ espacial, con dos condiciones: 1) que el operador o mag
nitud a n~edir no conmute con el que genera la corriente; es de:-. 
cir que no sea una constante del movimiento, y 2) que \ el pro{
oedimiento de medición no pueda ser elegid,o inteligentemente. 
La prí~era· es clásic~; .la· segunda ha sido discutidaparcialme~te 
,po~ von Neumann. en relaeión con lahipótesi'S ,de equiprobabm ... 
dad a priori (5) Y será analizada en otra ~portun,ida.d. 

1) 
2) 
3) 
4) 
5) 

6) 
7) 
,8) 
O) 

lO) 

/" 
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