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SumMARY. In a previous paper, quoted below, we have dealt with the
problem of tlie transformation of configurations of the radiation field. The
generalization for quantum fields satisfying Bose-Einstein statisties is imme-
" diately obtained. For quantum fields satisfying Fermi-Dirac statistics a par-

tieular representation of the wave functions is chosen, which permits, in a
. simple way, to find the particle distribution. The problem arises if we deal
o ‘ with the passage of a particle field through a physical apparatus without

: absorption and in the case that the field cam be considered stationary. The
description, of the field requires a particle distribution to be given over the
states of an orthogonal system of vibration satisfying the field equations,
and after the fields passage through the apparatus, it will De, in general,
convenient to deseribe the field in terms of another orthogomal system, for
which the particle!distribution remains to be determined. The problem is of
interest in partieular with respect to the fluctuation phenomena, for which we
chtain expressions which resemble those of fields in thermodynamic equilibrium,
for they contain a term that gives the classical fluctuations of particles and
further, other terms, which must be attributed to interferences,

§ 1. Introduccién. Trataremos el problema de obtener una
descmpcmn completa de campos- estacionarios de particulas en
el caso en que, estando dada una configuracién de campo refe-
rida a los estados de un sistema ortonormal de soluciones de las
ecuaciones de campo, se adopta para la descr1pc1on del mismo
otro sistema ortonormal de soluciones.

~~ El problema se origina al considerar el pasaje de un campo
de particulas por un disposilivo, idealmente supuesto sin absor-
cién, y en el caso en que el carripo puede ser considerado esta-
cionario (por ej. radiacién que "atraviesa un sistema 6ptico,
particulas cargadas en un sistema de campos electro-magnetos-
o tatico, espectrografo de masa, etc). El campo descrlpto inicial-
mente mediante un sistema de soluciones f, serd. conveniente,
después de atravesar el - dispositivo, describirlo mediante otro

-
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‘sistema de soluciones F,, respecto de cuyos estados se trata de
determinar la distribucién de particulas. Es también el caso
_en que, por la naturaleza del problema o .por las condiciones de
" contorno, el campo se describe mediante cierto sistema de solu-
ciones . de las ecuaciones de campo y por las condiciones de ob-
servacion es necesario adoptar una representacién mediante otro
sistema de soluciones de estas ecuaciones. Tal por ej. el campo
descripto mediante ondas esféricas observado dentro de angulos
s6lidos pequefios (ondas planas). ‘

Si bien las condiciones impuestas (campos estacionarios y
conservacion del niimero total de particulas asociadas al campo):
restringen considerablemente la generalidad del problema, éste
“es, sin embargo, de interés en lo concerniente a una mejor com-
prensién del mecanismo de los campos cuénticos y, en particular,
en lo referente a los fendémenos de fluctuaciones que .aparecen-y
que, en condiciones adecuadas, podrian permiﬁr verificaciones
experimentales.

En un trabajo prev1o (1) hemos tratado la transformacion
de configuraciones del campo de radiacién, determinindose ‘la
distribucién de fotones sobre los estados del segundo sistema
de soluciones de las ecuaciones de campo. La correspondiente ge-
neralizacion para campos cualesquiera de estadistica Bose-Einstein
(B—E) es inmediata, pues el tipo de estas transformaciones de-
pende solamente de las relaciones de conmutaciéon de los opera-.
dores de amplitud.

Tratandose "de campos de particulas de estadlsuca Fermi-
Dirac una representacion adecada de las autofunciones del ha-
miltoniano permite, en forma simple resolver el mismo pro--
blema para esta clase de campos.

Sea ¢ el operador de campo expresado medlante un sistema
de soluciones f, -de las ecuaciones de campo:

(I)::Ea,.fl.%—va,ﬁ‘f,;‘ (11)

siendo a, y a," los operadores de amplitud que involucran- los

factores periédicos ex'p( A E, t) y exp ( h ) , respec—

’

\ . ) - .
() J. A, BALSEIRO, Revista de la Unisn Mat, Arg. vol. XIV, phg. 64, 1949,
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tivamente, llamando.E, a la cnergia de la particula asociada al

' estado r. Consideramos, por otra parte, a ¢ expresada median- |
/ te otro sistema de soluciones F, de las mismas. ecuaciones de- -
campo, '
t . (l): Z bst'Fbs-l—Fs* . .. (1 2)
3

siendo by y bg+ los operadores de amplitud referidos al nuevo
sistema de soluciones, vinculadas con las anteriores: mediante la
s v ‘ transformacion unitaria

fo=ZC,F, @)

transformacion, ésta, que establece entre los operadores de am-
plitud las relaciones de - transformacion

'

a,= Z C,5* b, o oAy
: . . by==Csa. . . (1.4) -
, , .  Si se da una distribucién de particulas sobre los estddos del ﬂ

18 ' sistema de soluciones f, expresada mediante la autofuncién .

o y(nyng...) del hamiltoniano del campo referido a este sistema, = ;

‘ ‘el problema de determinar la distribucion de particulas sobre - - T
los estados del sistema F,, se resuelve encontrando-la autofun-

| ci6n transformada de Y(nyns...) expresable mediante la com-

P ‘ binacién lineal ' :

I
| . .
)

Z.d(leﬁz-... /mymgy . ) E(mymg..)  (Zn,= Zmy=N)-

. en donde L(mym,...) se refieren a cada una de las configura-
ciones de campo referidas al sistema F,. La probabilidad de la .
configuraciéon a la cual se refiere esla autofuncion queda da- :
da por  W(ngng.../mymg...) =d*(niny... [mymy...) d(nyn,.../

- mlmg...). ‘ : I

‘I valor medio del ntimero de particulas asociadas al estado

i t, pertencciente al sistema -de soluciones F,, se define:

i m(ngng'.. /) =Zm W(ngne ... /mymg...my...).
‘ m ’

(1.5)

'
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entendiéndose que la suma sobre m debe :efectuarse. sobre todos
los valores de m’ companbles con Z mg= Z n,=N..

La chspersmn medla respecto del valor medio o fluctuamon‘

queda dada por

1

\

cs‘-’(n1 Ny .../0) :“ni2(n1 ng /t) — ["n?(nl ny SO (1. 6)
siendo
ﬁ2(nl Ny ...[t) = Zmg? W(In1 ng-../my mé My ) (1.7)

. Se encuentra para estas fluctuaciones expresiones que con-

tienen términos que dan las fluctuaciones clésicas de particulas -

y términos atribuibles a interferencias propias de una y otra
de las estadisticas cuanticas, en forma que recuerdan las expre-
siones correspondientes a fluctuaciones de campos cuanticos en

equilibrio termodindmico. En el caso de estadistica B—E cuan-’

do el nimero de particulas asociadas a cada estado del campo
es suficientemente grande las fluctuaciones’ de particulas des-
aparecen. quedando Unicamente las debidas a interferencias.

I. - Fluctuaciones cldsicas

§ 2.-Fluctuaciones de "particulas. Consideraremos ,respec-
to de las fluctuaciones de particulas clasicas, un ejemplo - que
nos servird como punto de comparacién referente a los resul-
‘tados que enunciaremos mas adelante y que, por otra parte, no
estd desarrollado, con la generalidad que lo necesitamos, ‘en los
tratados. de estad;stlca@)

Sean N cajas que contienen esferas: ny la primera, n, la-

segunda ...ny la Nma. DEstas esferas pueden caer al. azar en M
celdas de distintas dimensiones y disposicién. Sean. Py, Py, ...

P,y, las probabilidades que una esfera de la caja 1 caiga en las
celdas 1,2,... Mma. Py, Pyy ... Pgyy, las probabilidades corres-
pondientes a una esfera proveniente de la caja 2, etc. De esta

(®) Ver p. e. R."B. LiNDsAY,. Intwductwn 1o phszal statistics, Gap VII
§ 3, (John Wiley & Sons, New" York, 1941).
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manera definimos ‘las N><M probabilidades elementales Pj;.
Si introducimos el polmomlo o ‘

M <
Zi=Z Py,

se demuestra que en el desarrollo:

L L. Zyow — :
= Zw(ny ny...[mymy...) yy™ ygme . yymu( Z n,= 2 my)

MIM2eees

los coeficientes w(n ny.../m;m,...) dan la probabilidad que .
my, my,,...my esferas caigan, respectivamente, en las celdas
1,2,... M. ’

Observando que Zj=1 para y;=yy,=...=yy=1, calcu-
lamos el valor miedio del namero de esferas que caen en la
celda ¢ de la siguiente manera:

m(nyng...[t)=Zmw(nny.../mymy...) =

d—.j’— (Zp1 Zgne ... Zynw) ]’:: = ;n,L P, (2.1)
L : ” ] ‘

fh=fa=..1

Calculando el valor medio cuadrético m2(n, ny.../t) de ma-
nera andloga, mediante una segunda derivacion de Z,;m Z,ns... Zyny
obtenemos para la dlspersmn media cuadritica, segun la de-
finicion (1. 6) la expresion:

- o¥(nyny...[L) :Tfln,.P,;(li—»P,-z)-‘ , _ (2.2)

Cuando N=1 esta expresién se reduce:

62(0.0...n,0...0/t)=n, P (1—P,). (2.38)

§ 3. - Fluctuaciones debidas a inferferencias. Paralelamente
al ejemplo del paragrafo anterior trataremos un ejemplo. én
el que quedan de manifiesto las fluctuaciones clasicas, debidas
a interferencias, de un campo de radiacién estacionario.
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Sea B, una onda electromagnética expresada en funcién
de ciertas solu01one< paruculares A, de las ecuaciones de Max-
well: : : . . : , \

Bi=ZC, A, =Z0,e?tA,
. r r
donde hemos expresado explicitamente las fases. relativas:
Crt = Oy eipre \ Icrbl =

. La intensidad I, de la radiacién es proporcional al cua
drado del moédulo de BL: . : ‘

ILN lBtl2 Z}m,,l\A |24+ = a, ,u:“el(‘{"i—‘f” nA&A,.
r/r

El valor medio de la .intensidad se -obtiene promechando
sobre todas las fases relativas

ENZOL,.LZ[A,.l2:ZlC,.‘¢|2|A.rl2.,‘ ©(3.1)

o De la misma manera obtenemos la intensidad media cua-
dratica: R

TP ~ ot | AjJE 4 2.5 |G ]2 G2 | A, 2] Ag 2
r r=f=r' )
‘con lo cual calculamos la dispersion ‘media cuadratica:
of =12 — (1)~ El Cri|? |Crg|2 | A |2 A |2 (8.2)

Teniendo presente que |A,|2 es proporcional al ntimero n,
de fotones asociados al estado. r podemos expresar la (3.1) y
(3.2) en la forma:

I,~=n,|C.l2 - (3.1)

62 ~ S,y |Cy|2|Croy|2. (3.2")
rof=r : .
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I1. - Campos de estadistica Bose-Einstein

§'4 - Probabilidad de una confiéumcidn de . campo. Se de-
muestra que las autofunciones del hamiltoniano de campos de

estadistica B—E v(nyn,...), admiten la representacion (%)

31111 3071-
y(n,ng .. ) _Vn11 Vn2 ............

siendo 3,=—1ia,.

Mediante esta' representacion, la transformacion de las au-

- tofunciones a las correspondientes autofunciones referidas al

sisterna. de soluciones -F se reduce a una transformacion de’
coordenadas dada por la transformacion ortogonal (1. 4) de
modo que:

21n1 B ' ‘. Z m1. Z ms

Y(nlnz )= an Vil ~=m;‘“:5(n1‘ng---/m1'mz )lelvmz
L=20(nyny . /mymy...) E(mymy ... ‘, (41)¢

T Maeye
i

VA 11711 Z me
Formando el desarrollo de ——
Vmy ! Vm,!

en funciéon de

3,1 Zgne N
—... mediante la (1.4’) se demuestra que

y, ademaés, que estos coeficientes cumplxen la propiedad

6*(17,1 R oo /My My ...) 3(ngng ... 0o /mymy L )=05 s,
MyMa.. - . )

En esta forma la probébilidad de la configuracion de cam-

® ZLoc. oft. § 1.

P

- (4.8)
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po referida al sistema de solucmnes F  ala cual correapon(le
E(mpms.,.) queda determinada por

W(n ny .../’m1 My ...) :6*(111 Mg .../mymy .. )d(ny Ny ... [mymy...).
- (4.4)

En el caso de una sola particula presente en la representa-
cién original del sistema f, en el estado r observable en el sis-
tema .F, en el estado ¢ estd dado por G,*C,. Las probabili-
dades elementales de los estados del segundo sistema referidos

-a los estados del primero estin dado, pues, por

-

=Gt C= |Gl . (4®)

§ 5.-Valores medios y fluctuaciones. Temendo eu cuenta
la definiciéon general del valor medio (1.5), la expresion (4.4)
se demuestra (Apén. § 1) que el valor medio del nimero de
particulas asociadas al estado ¢ (perteneciente - al sisterna Fy)
esta dada por:

M(nyng /1) = B0, | G| 2. (an

!

Anilogamente, el correspondiente valor medio cuadratico:

m2(ny ny .../t)_ (n,[C,l|2)2+ Z: n,)C.|2 = (ny+1) [C ',12

P

con lo cual encontramos se_gun la definicién (1. 6),. para la des-
viacién media la expresion:

62.(nl 2 /t) = Z'nrlGrllz(l _—|Crllz) +Zn, nr’l.Crl|2 |Cr'L|2‘ (5 2).
T ) r:f/:r’

Teniendo en cuenta la notacién y el significado de (4.5),
podemos expresar a la (5.1) y (5.2) en la forma:

m(ngny /t) = Z n.P, (6.1),

o?(nyny .. /t)_}:n P,t(l P,l)—i—Zn,n,'PﬂP . - (5.2)
_./.- ,‘_‘
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- En el caso en que en la representacion original solamente
el estado r estd ocupado por n, particulas la (5.2") se reduce a-

02(0,0 ... ny ... 0ft) =n, Py (1— P,y). © (5.3)
Ademss, la fluctuacién dada por la (5.2) puede, tam-
bién expresarse en la forma:

<52'(n1 ng.../ty=m(n, ny .. Jt) 4 .
‘ +[m(nyng ... /)2 — Zn.(n,+ 1) (Cp* Cpy)?

que nos permite, formando la dispersion relativa:

[cs(n1n2.../t) r 1

m(n, ny.../t) =m(nlnz.../t)

+1—

1 iy
_Ww§.nr(nr + 1) (C,.L* Cl‘l).2

discutir el caso en que, en la representacién original, los estados
estdn ocupados por un gran numero de particulas de modo
que n,> 1. En efecto, en tal caso el primer término se anu-
la de modo que podemos dar para las fluctuaciones el valor -
asintotico:

o?(nyny ... /t) 2 Zn, ny| Gy |2 C ]2 , (5.4)
: /= . . ~

III. - Cainpos de estadistica Fermi-Dirac

§ 6. - Probabilidad de una configuracién de campo. Para
los campos de estadistica F—D es posible escoger una repre-
sentacién de las autofunciones del hamiltoniano en la cual los
operadores de amplitud @,,,aq,,... considerados como variables -
no conmutables, describen los estados ry,7; ... ocupados por una
particula y . a,* a,*... los mismos estados vacios. En esta
representacién las autofunciones ¥,,(q;) ¥,,(qs) ... expresadas en

~ funcién de las coordenadas de particulas se transforman en

(Apén. § 2): . : ,
- Y(ryry ... TN) =0, Oy, Oy, ' (6.1)

"
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donde es necesario tener en cuenta que las variables @, anti-
conmutan entre si. Por ello convendremos en ordenar los fac-
tores en forma que los indices formen una sucesidn creciente.
Por otra parte, el principio de exclusién expresado a,a,=0, im-
plica que cada una de las configuraciones de campo represen-
tada por.y(ryrs...) no contiene dos indices iguales. .

Las autofunciones Y(r,r,...) referidas a 'los estados del
sistema de soluciones f, de las ecuaciones de campo se Irans-
forman, mediante (1.4) en:

Y(r17g . IN) =0, Oy, . Gy = z A (PyTg .o [sySg+) by by oo oy =
_ZA(r ro..ifs18g ) E(sy8e...8v) , (6.2)
B81<83.. . .

en donde Ii(s,s;...5y) corresponde a cada uno de los estados
individuales del sistema de soluciones F,. ‘ '

Los coeficientes A (ryry...Ty/s;Ss...5y) resulten ser los
determinantes menores del determinante unitario |C,*|=1 y de
orden igual al nimero N de estados ocupados.

Formando by, b,, ... b,, mediante (1.4) se encuentra que

A*l(;-lrz ,;./8182 “'):A(Sisz---/"ﬂ'z )

Yy, ader.nés, se demuestra (Apén. § 8) que estos coeficientes
cumplen la propiedad (¢) '
CZARryry .y 518y sy) A(riry )

8) <824,

La probabilidad de la configuraci6n de campo a la cual se
refiere Li(s;s,...sy) queda determinada por:

W(rire...tn/s185 ... s8)=A*(r,ry...ry/54 Sy sN) A(rymy i/
' /5185 .- SN). (6.4)

(*) La propiedad de estos determinantes menores de un determinante ortogonal
¥ A('rlrg. . IN/S:1Ss. . .sN)A (rfa. . /8484 . Ssy) =1
como caso particular del nuestro, ha sido demostrado por N, TRubl. Ver T.

Muir, The theory of determinants un the historical order of development, pﬁ,g
£86, T. III (Mac Millan, 1920).
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En el caso en que una sola particula esta presente en el
campo, en el estado original r, la probabilidad de observarla
en el estado t se redice, como en el caso de estadistica B—FE a
C,/*Cy. La (4.%5) es, pues, vélida para ambas estadisticas.

§ 7.-Valores medios y. fluctuaciones. El valor medio del
- namero’ de particulas observables en el estado t, dados original-
mente los estados ocupados 7y,Tg, ... TN esta dado por:

m(ryrg ... TN/t) =2my W(ryrg...TN/S18g - St*- SN)
om

donde es necesario tener een cuenta que m; admite solamente
los valores 0 o 1 y que la suma - sobre m.estd extendida sobre
todos los valores compatibles con = m,=N, nimero total de
particulas presentes en el -campo.

Usando de la propiedad -(6.3) se muesira que.
m(ryrg... /1) = |G, |2+ |Crpl2+ ..+ |C,N5|2=E n G2 |
) - o | (7.2)

.z | i .
debiéndose notar -que n,=1 para los estados correspondientes
al sistema f. ocupados, y n,=0 para los - vacios.

Teniendo en cuenta los valores posibles de m, se ve, en for-
ma inmediata que: ' ‘ -

m(ry g .. f)y=2Zm2 W(ryry... 5/
| " sl_s‘u“,,...sl;..sN) :‘ﬁ(rlrz.:./slsg...) (7.3)
con los cual obtenemos para la dispersion la expresién:.
621y 7 .o ft) = Zn, |G, (1-|c,,,|2)_;ﬁ§rp,'n,,\ Cul? 1Col® (74
| \ .r,r’=r1r2..., ‘ 4
o bien, segan la (4 5), -

oz(rfrz.../c);_;,n,fp‘,.t(1—1>,.,)—‘_/z_r},, ngPpPu. = (1.4)
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En el caso en que todos los estados r estin ocupados de
(7.2) y (7.8) se sigue que m;,=1,02=0. Las fluctuaciones
correspondientes a cualquler estado f, como es de esperar, se
anulan.

A}

IV. - Discusidn

_Teniendo presente (5.1°) y (7. 2)'-'podemos_‘dar para el
- valor medio del numero de particulas observables en el estado
i, para campos de una u otra estadistica la expresién

i, = Zn, Py, . L oav.y)
'y segtin (5.2") y (7.4’) para las fluctuaciones:

o2 =Zn,Py(1-P,) £ Z 0 PP (Iv.2)

donde debe tenerse ‘en cuenta que n,,n, toman para los campos- ‘
de estadistica F—D los valores 0 01, y. que el signo + de o
corresponde a la estadistica B—E y el — a la de F—D.~ -

Segtin hemos visto (final de §§ 4 y 6) P,; define la pro-
babilidad elemental del estado t . respecto del estado r. -Esto
nos permite afirmar que el primer grupo de términos de o2
corresponde a fluctuaciones de partlculas clasicas, segun se
muestra en el § 2.

El segundo grupo de términos de Gﬁ debe ser alrﬂ)uldo a
fluctuaciones provenientes de interferencias. En un instante dado,
- concurren al estado ¢ pariiculas provenientes de distintos estados
originales. En condiciones adecuadas, las ondas asociadas a estas -
partlculas ‘pueden interferir dando origen a las fluctuaciones '
mencionadas. Se ve que es asi, pues en el caso que en el campo.
“se hallen presente so6lo n, particulas en el estado original r,
las fluctuaciones debidas a interferencias desaparecen, quedando -
solamente las correspondientes a particulas, como lo indican
(6.8) y (7.4’), comparadas con (2.3). En este caso, las fluc-
tuacmnes son las que corresponden a las del nimero ‘de mo-
léculas en subvolumenes de un volumen de gas ideal.

Rutherford determiné experimentalmente las fluctuaciones
de la desintegracién o. Usando el método de los centelleos. con-
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taba el nimero de impactos de particulas o (estadistica B—E)
producidas dentro' de un pequefio dngulo sélido, durante cierto’
intervalo de. tiempo, dividido en subintervalos. Observando el
nimero de centelleos en cada uno de estos subintervalos, se de-
termina experimentalmente las fluctuaciones referidas a cada
uno de éstos. Rutherford encontrd que el valor asi determinado,
coincide, dentro de un error del 5 % con el dado por la (2.3),

siendo, en este caso, n, el nimero de impaclos observados.
Desde nuestro punto de vista, las particulas o emitidas por los
nicleos pueden ser descriptas mediante ondas esféricas, cada una
de las cuales, en general, no contiene més de 1 particula (n,=1)."

Para que en las fluctuaciones del namero de particulas dentro
de un pequeiio dngulo sélido (onda plana) los términos debidos
a interferencias fueran significalivos, es necesario que al mis-
mo estado del sistema en el cual se realizan las observaciones
(onda correspondiente al 4ngulo sélido elemental) concurran si-
multineamente mas de una particula, lo que en el dispositivo de

Rutherford es muy poco probable (5).

Por otra parte, como hemos visto (§ 5 (5.4) en el caso
de estadistica B—E las fluctuaciones de particulas desaparecen
cuando el ndmero de particulas prescnte en cada estado es su-
ficientemente grande, quedando solamente las fluctuaciones de-
bidas a interferencias, lo que es de esperar segtin el principio
de correspondencia. Comparando la (5.4) con (3.2°) y (8.2)
se aprecia estas fluctuaciones corresponden a las determinadas
clésicamente para un campo de ondas (%).

En el caso de estadistica F—D cuando todos los estados
estin ocupados las fluctuaciones desaparecen (final del § 7).

Finalmente, sefialaremos la analogfa existente entre los
resultados obtenidos y las fluctuaciones a las cuales conducen
las estadisticas cudnticas obtenidas por Einstein (estadistica B—E) .
y por Pauli (estadistica F'—D) (7).

(®) Para los valores de las mediciones ver R. B LrNDSAY, loc. mt Cap.
I, § 11.

(%): Un ejemplo concerhiente a las fluetuaciones de fotones y la transicién
al limite clasico ha sido estudiade por D. CaNaLs FrauU, Rev. de la Unidn
Mat. Argentina. Vol,- XIV, pig. 213, 1950. .

« (") Ver p. e..art. de W. PauLl, ‘Handb. der PhJS'ﬂG, T. 24, 1 § 14, pﬁg
197 Berlin, 1933.
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Se obtienen en estos casos,

(m,)

= i

siendo G, el peso de.la conflguramon a la cual se re[nere my
corresponchendo el signo + a la estadistica B—E, y el — a la
de F—D. Por otra parte las fluctuaciones a las cuales conduce
la ley de distribucién de Boltzmann estin dadas por:

/L

Es conocido el hecho ‘que, en caso de equilibrio termodina-
mlco las fluctuaciones debidas a interferencias estan represen-

. ()

tadas por el término
. G,

fluye en forma inmediata.

con lo cual, la analoula con (1V.2)

Deseo expresar, en forma especml mi agradecummto al

Prof. G. Beck plor las sugerencias y crilicas concernientes a los

i

temas ftratados en esle trabajo

.

APENDICE

8 1.-Demosiracion de (5.1) y (5. 2)‘ Teniendo en cuenta
que z y Z son variables comple]as los coeficientes de (4.1)
‘admiten la representamon

myimyl.
d(nyny...[mymy...)= (2m)N]/ 1ln f

Zlnlzznﬂ. .o
Zmitt Zgmett .

dZ,dZ,... (Ap. 1).
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Ademas, teniendo en cuenta la (4.2)

o*(ny ng .../mymy '~-);(2ﬂi)N .l/mlln; ! 1}
’ ’ 1 PREEES

b

f%dzldzz . (Ap. 2)

ZMzgne, ..

en donde las integraciones estin tomadas sobre ‘el circulo uni-
dad con centro en el origen. Mediante esta representacion, de
(4.1) se sigue inmediatamente v :

T O¥(nyn, ... 0 mymy...) B0y Ny - o, [mimg...) =00} '

) (Ap. 3).

Teniendo en cuenta la (Ap. 1):

‘ 1 m’!m .
mtb(nlnz.../mlmz...mt...)_:—(2m.)1vl/nl'»nl f
R r1. 2---- N
, _ 1

d 1 21n1z2n9. N ™~
‘{E(Ztmt ) Z1m1+1._ . 'Zt—1m‘—1+IZH.1mt+1+1. - dZ1 de -

Integrando por partes, considerando que el integrando es
una funcién uniforme y teniendo presentg la (1.4)

myd(nyng.../myms... my...)=
ZanCrt*C,.Lﬁ(nlnzr... n,.... nrl.../mlmz...) +
. T N .

=nC A= C,.,t‘o(ﬁl ng...n—L... n,,+1/m1 my...). (Ap. 4)

r'of=r

_Multiplicando por d(nyng...n,...ng.../my mg...) sumando
sobre m y teniendo presente la (Ap. 3) se obtiene para el valor
" medio la expresion (5.1).
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Tenemcs, por ofra parte, que calcular:

mﬁ'b(nlnz.,./mlmz...ml...).\- - o

. Repitiendo el desarrollo medlante el cual se ha obtenido
(Ap 4) llegamos: :
mg2 6(.111 Ng.../Mymgy...my...)=
ZJ (n : C,.'L* C”)2 8(ny ng...My ... My mz...) +
+ E n, C'rt'* C,. Zi(n +1) C :f' G, :tb(nl ng.. oMy M)
=’ -

términos en B(nl ng...nr——2...n,,,—|—2/m1 mz...).

" Multiplicando por f)(nln2 1....n.,.,.../m1 Mmy...) 'y sumando

sobre m se obtiene

dz(nl Ns...[t) = Z nC*Cy= (ny +1) C""* Cy.

- o . =
- Finalmente. 'teniendo en cuenta que '
+ T
= Cr'l* Cry= 1 - Crl* C;-l’ -~

‘ r.—/:r'
. se llegaalé (5.2). .i ‘ ‘ AT R o

§ 2. - Demostracidn cle/(6 1). En el caso de cstadiétiéa\ Fer-

mi-Dirac los operadores de amplitud cumplen las reglas de con-

mutacion

a, ﬂrl+ -{-a,ﬁr a, = 6,,!,.
a,a, -+ aya,=atat+atar=0 ror

a.q,=aFa+=0. : I' (Ap. 5)

Estas reglas son satisfechas, como es sab1d0 representando

estos .operadores mediantes vanables Gy, O3, O quue cumplen las

4
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reglas de conmutacién de los operadores de espin de Pauli:
1 .
=5 (o, —1 0’2)r\
1
) (01+109),

1
' a,.+ u,.—_— —E (1 -+ 63),..

Este tltimo es el operador de ntmero N, de particulas aso-
ciadas al estado r y ‘cuyos autovalores son 0 y 1. Introduciendo
los espinores de Pauli §,n, que describen los estados ocupados
y vacios, respectwamenLe :

Cata, gr_: Er

atea,n,=0n, (Ap. 6)
se ' encuéntra: '
a. &=, _ a+€,.=0
ar+nr:gr arn'i-:O-! i : (Ap 7)

- Las autofunciones del hamiltoniano ¥, (q,)¥,,(¢;) ... dondé
q,9s--- son las coordenadas de particulas, corresponden a la
representacion (q/W) : ’

Efectuamos las transformacmnes

(N/W> =(N/q) (¢/W) o
(a/W)=(a/N) (NjW) (4p. 8
De (Ap. 6) se sigue que (N,;/W,.) admite solamente los dos

valores (N,/W, )__{ TEI

. Ademés (a,/N,) dado que los autovalores de‘bN son 0y 1

admite igualmente los dos- valores ‘(a,./N,‘):{ Ezr;(l)g

0

"
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La segunda ecuacién (Ap. 8) es, por consiguiente, conside-
rando por ahora una sola particula presente en el campo en el
estado r: ' - : :

(a/Ny) = (a,/1) &+ (a /0) -
Temendo presente las (Ap 7): v
(@)= (@) a1+ (0/0) 0.,
Igualmente término a términ-o con la enterior resulta

(a,/1)=(a,/0) a,
(all/ O) = ('ar/ 1) a,*

L

-y, finalmente, teniendo en cuenta las reglas de conmutacién . ob-
tenemos ‘

(ar/]-):‘ar ) (ar/o)z'ar-I" - (AP 9)

En la representacion (a/N) los eslados ocupados y vacios es-
"tan descriptos por las variables a, y a,*, respectivamente. Las
reglas de conmutaci6n, aparecen desde este punto de vista como
las relaciones de- ortogonalidad de estas funciones.

Se encuentra en forma inmediata, teniendo en cuenta que

(q/W)=1,(q,) tlo,ﬂ(qz) . en el caso, general de varios estados
ocupados (8): ‘

B o (a/]V)__ua.lq,.z...q,.N.

§ 8.-Demostracién de- (8. 3) y (7 2). Los coeflclentes da
(6.2) admiten la representacion -

ON(a, a,,...a;)
0by 0b,,,_...0b ()b

A(ryrg...rn/s sg...58) = (Ap. 10) |

le

(®) Esta 1ep1esentaclén de las funciones de onda, asi como la dada en el
§ 64 ha sido empleada por H. W. Pena, Proc, Roy Ir. Ac vol. 51, pag. 113,
1947.
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 oN(b, by by,)
A*(]‘l.r2.‘..7‘1v/3.1 52"'SN) = oa. oa “ ;
rary_y

..0a,, 0a,,

donde debe tenerse en cuenta el orden de las derivaciones de-
bido al caricter ‘no conmutativo- de las variables. Teniendo en
cuenta la dependencia lineal entre las variables @,y bs y el ca-
racter anticonmutativo de las -variables a y de las variables b sa

_demuiestra sin dificultad

oN(a,, ay,...0,,..-a5,)

{

| Cp,e o T ibrtrtt —_

da, 0a,, ....0Q;...00, o '
e ON(ay. i tpy) OV, beye.Dg,)
5 0bg,0bs, ,...0Ds, 0a, ---0ay .00, )

de donde, en forma inmediata, teniendo en cuenta (Ap. 10) se

sigue la (6.3).

Mediante la representacién (Ap. 10) de los coeficientes '
de’ (6.2) operando de manera similar a la del primer parégra--.
fo de.este apéndice se logra la (7.2). _

1




