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TRANSFORMACION DE CONFIGURACIONES Y 
FLUCTUACIONES DE- CAMPOS CUANTICOS 

ESTACIONARIOS 

por JOSÉ A. BALSEIRO 

Instituto de Física. - La Plata 

(Recibido el 9 Mayo ~950) 

SUMMARY. In a previous paper, quoted below, we have dealt with the 
]?roblem of tlie trausformation of configurations of the radiation field. The 
generalizution for quantum fielc1s sutisfying Bose-Einstein statistics is imme
diately obtained. For quuntum fielc1s satisfying Fermi-Dirnc stutisti<is a par
ticular l'epresentation of the wuve functions is chosen, which permits, in u 
simple way; to find the particle elistribution. The problem arises if we deal 
w:th the pussage of a particle fielc1 through a physical appuratus without 
absorption ane1 in the cuse thut the field cun be considered stat~onary. The 
de~criptioll of the field requires a particle distribution to be given ovar the 
states of un orthogonal system of vibration satisfying the rielc1 equations, 
und uf ter the fielc1s pussage through the upparatus, it will be, in general, 
convenient to deseribe the field in terms of unother orthogonal system, for 
which the particle: clistribution remuins to be determined. The problem is of 
iilterest in purticular with respect' to the fluctuation phenomena, for which we 
obtain exprcssions which rcsemble those of fields in thermodynamic equilibrium, 
for they contain a term thut gives the classicul fluctuations of partides und 
further, other terms, which must be uttributed to interferences. 

§ 1~- Introcüzcción'. Trataremos el problema de obtener una 
descripcióJ;t completa de campos' estacionarios de partículas en 
el caso en que, estando dada una configuración de campo refe
rida .a los estados de un sistema ortonormal de soluciones de las 
ecuaciones de campo, se adopta para la ' descripción del mIsmo 
otro sistema ortonormal de soluciones. s 

El problema se origina al considerar el pasaje de un campo 
de partículas por un dispositivo, idealmente supuesto sin absor
ción, y en el caso en que el campo puede ser considerado -esta
cionario (por ej. ra,dia:ción que' atraviesa un sistema óptico, 
partículas cargadas en un sistema de camposelectro-magnetos
tático, espectrógrafo de masa, etc). El campo descripto inicial
mente me~1iante un sistema de soluciones 1,. será conveniente, 
después de atravesar el dispositivo, qescribirlo mediante otro 
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sistema' de soluciones Fs' respect~ de cuyos estados se trata de 
determinar la distribución de partículas. Es también el caso 

, tm que, por la naturaleza del problema o .por las ,condiciones de 
, contorno, el campo 'se describe mediante cierto si~tema de solu

ciones. de las ecuaciones de campo y por las condiciones ele ob-, 
servación es necesario adoptar una representación 'medianle otro 
sistema de soluciones de estas ecuaciones. Tal por ej. el campo 
descripto mediante ondas esféricas observado dentro de ángulos 
sólidos pequeños (ondas planas). 

si bien las condiciones impuestas (campos estacionarios y 
conservación del número total de partículas asociadas al campo); 
restringen considerablemente la generalidad del, problema, éste 

" es, sin embargo, de interés en lo concerniente 'il una, mejor com
prensión del mecanismo de los campos cuanticos Y1 en particular, 
en lo referente a los fenómenos de fluctuaciones que .aparecen, y 
que, en condiciones adecuadas, podrían pern~itir ,verificaciones 
experimentales. 

En un trabajo previo (1) hemos tratado la transformación 
de configuraciones del campo de radiación, determinándose 'la 
distribución de fotones sobre los estados del segundo sistema 
ele soluciones de las ecuaciones de campo. La correspondiente ge
neralización para campos cualesquiera de estadística Bose-Einstein 
(B-E) es inmediata, pues el tipo de estas transformaciones de
pende solamente de las relaciones de conmutación (~e los opera-, 
dores de amplitud. 

T~atándbse 'de campos de partículas de estadística Fermi
Dirac una representación adecada de las autofunciones del ha
miltoniano permite, en forma simple resolver el mismo pro- ' 
blema para esta clase de campos. 

Sea <1> el operador de campo expresado mediante un sistema 
de soluciones t,. ,de las ecuaciones de campo: 

(1. 1) 
r 

siendo a,. y Q,,+ los operadore~ de amplitud que involucran' los 
2 . r 2ici 

factores periódicos exp ( ~l E,. t) Y exp (-T,E,. t) , respec-

(1) J. A. BALSEIRO, Revista de la Uni6n Mat. Arg., vol. XIV, pág. 64, 1949. 
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tivamente, namarido. Er a la ~nergía de· la partícula asociada al 
estado r. Consideramos, por otra parte, a <p. expresada median
te otro sistema de. soluciones F s de las mismas ecuaciones de· 
campo, 

(1. 2) 

siendo bs y bs+ 10:s . operadores de amplitud referidos al nuevo 
sistema de soluciones, vinculadas con las anteriores· mediante la 
transformación unitaria 

(1. 3), 

transformación, ésta, que establece entre los operadores de am
plitud las -relaciones de· transformación 

:ar = Z; .O,.s* bs 
\ 8. 

(1. 4): 

(1. 4') 

Si se da una distribu'ción de partículas sobre los estádos del 
sistema .de soluciones t,. e.xpresada mediante la ímtofunción 
;y( ni n

2 
... ) del hamiltoniano del campo referido a este sistema, 

. el problema de determinar la distribución de partículas sobre 
los estados del sistema: Fs' se resuelv·e encontrando ·la autofun
ción tran~formada' de ¡(ni 112 ... ) expres'able mediante la com
binación lineal 

Z; .d(nl n2· ... / mim2 ... ) B(ml m2 ... ) (Z;n,.= Z; ms = N), 
". 

en donde B( mi m 2 ••• ) se refieren a cada una de las configura
ciones de campo referidas al sistema Fs' La probabilidad de la 
configuración a la cual se refiere esta autofunción queda da
da por' W(nl n2 ... / ml m2 ... ) =d*(nl n2 ... ¿ ml m 2 ... ) d(n i n2···¡ 
ml m2 ... ). . 

El valor medio del número de partículas asociadas al estado 
.t, perteneciente al sistema' de soluciones Fs' se define: 

1~1,(nl1.12 ' ... / t) = Z; m¿ 1-li(ni n2 ... / mi m2 ... mt ... ). 
?n 

(1. 5) 
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entendiéndose que la suma sobre ni debe efectuars,e. sobre todos 
los valores de m compatibl,es con z: ms = z: n r --:- N. 

8 r· 

La dispersión media Fespecto del valor medio o fluctuación. 
que~a dada ,por . 

(1. 6) 

siendo 

m2(n1 n2 ... /t) = z: ml2 W(n1 n2 ... /m1 m 2 .. · ml : .. ) (1. 7) 
'1), 

Se encuentra para estas fluctuaciones expresiones que con
tienen términos que dan las fluctuaciones clásicas de partículas ' 
y termino s ritribuíbles a interferencias propias de una y otra 
de las estadísticas cuánticas, en forma que recuerdan las expre
siones cOrI,'espondientes a fluctuaciones de campos cuánticos en 
equilibrio tennodinámico. En el caso de estadística B-E cuan-' 
do el número de partículas asociadas a ca,da estado del call1Po 
es su:fici~ntemente grande las fluctuaciones' de partículas des
apaI,-'ccen quedando únicamente las debidas a interferencias. 

1. - Fluctuaciones clásioas 

§ 2. - Fluctrhaciones deparlículas. Consideraremos ,respec
to ,de las fluctuaciones de partículas clásicas,' un ejemplo que 
nos servirá como punto de comparación referente a los resul~ 
tados que enunciaremos más adelante y que, por otra parte, no 
está desarrollado, con la generalidad que lo necesitamos, 'en los 
tratados de estadfstica (2). ' 

Sean N caj as que contienen esferas: n1 la primera, n2 la 
segunda . ~. nN la Nma. Estas es:lleras pueden caer al. azar en M 
celdas de distintas dimensiones y disposición. Sean, P 11> . P 12 '" 

P~II1"las probabil~dades qu~ una esfera de la caja 1 caig~ en las 
celdas 1,2, ... Moma. P21> P22 ... P2M, las probabilidades corres
pondientes a una esfera proveniente de ~a caja 2, etc. De esta 

(") Ver p. e. R.'B. LINDSAY" Int¡'oiluction to physicaZ, statistics, Cap. VII,. 
§ 3, (John Wiley & Son~, :New'Yor]¡, 1941). . 
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manera defilliimos . las ~ N X JI.! probabilidades elementales P ji. 
Si introducimos el polinomio 

se d~muestra que en el desarrollo: 

Zlnt Z2n2 ... ZNIIN = 
= ~ w(n1 n2 ... ¡m1 m 2 ••• ) Y1m1 Y2m2 ••• YMmM(~ n~= z: m~) 

1nl'11t:? ... 

los coeficientes w(n1 n2 .. .jm1 m2 .... ) dan la probabilidad qua 
m 1, m2, ( ... mM lesfera~ caigan, respectivamente, 'en las celdas 
1,2, ... M. 

Obs~rvahdo que Zj = 1 para Y1 = Y2 = ... = YM = 1,. calcu
lamo~el valor medio del número de esferas que caen en la 
celda t de la siguiente manera: 

(2.1) 

Calculando el valor medio éuadrático m2(n1 n2 .. . jt) de ma:" 
nera análoga,. mediante una segunda derivación de Z1111 Z2n~ .. ,ZNnN 

obtenemos 'para la dispersión med~a cuadrática, según 'la de
finición (1. 6), la expr!'lsión: 

N 

C12( n1 n 2 .. . jt) = z: nI' P r:(l- fl't). 
. r-1 

(2.2) 

Cuando N = 1 esta expresión se reduce: 

(2.3) 

§ 3. - Fluctwaciones debimas a interferencias. Paralelamente 
al ejemplo del .parágrafo ante:d~r trataremos un ej1emplo. en 
~l que. quedan de' manifiesto las fluctuaciones clásicas, debidas 
a interferencias, ~de un campo de r.adiación estacionario. 



, . 

Sea Bt una on.daelectromagnética expresada en función 
de ciertas soluciones pa~ticulares Al' de' las ecua~iones de Max
well: 

Bt = 2:: Cr1 Al' = 2::, 0,1'1. eieprt Al' 
I 'JO r 

donde hemos expresado explícitamente las fases. r,elativas: 

. La intensidad li ,de la r,adiación es. proporclonal al cua 
drado del módulo de B t : 

l t ", \Bt\2= ~ al'/\iAr \2 + 2:: CJ,rl CJ,r'lle!(eprt-epr't) A,.,* A,,, 
'}. r::::j=r' 

El valor medio de la. int/3nsidad se obtiene promediando 
sobre todas las fases relativas 

(3. 1)' 
r r 

De la misma manera obtenemos la intens~ciad media cua
drática: 

l t,2 "-' 2:: CJ"i' \ A,:\4 + 22::1 \ CI'/\2 \'C,:~i\2\ Ar\2\ Ar:,\2 
r r=/:::r' 

con lo cual calculamos la dispersión media cuadrática: 

rJ:p = 1;2 - (11)2 '" 2:: .. \ Cl'd 2 \,c,:,c\2 \ Ar\2\A",.\2. (3.2) 
r=(:::r' 

Teniendo presente que \ Al' \2 es proporcional al número nI' 
de fotones asociados al estado. l' podemos expresar la (3.1) Y , 
(3. 2) en la ,forma: 

lt'" 2:: ;1,r\Cr~\2. (3.1')' 
r 

r5t2 "-' 2:: nI' l1r , \ Crt\2\ Cr,¡\2. (3.2'} 
r=/:::r' 
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11. - Campos de estadística Base-Einstein 
\, 

§ 4. - Probabilidl[ld de una configuración de. campo. Se de
muestra que las autofunciónes del hamiltoniano de campos de 
estadística B-E ¡(n1 n2 ... ), admiten la r,epresentación (3) 

s~endo 3,.- - i aJ" 

Mediante esta representación, la transformación de las au
tofunciones a las correspondientes autofunciones refieridas al 
sistema. de solucionesFI~ se redu~e a una transformación de 
coordenadas dada por la transformación ortogonal (1. 4), de 
modo que: 

3
1
n! 3

2
m ., . Zl m.l Z2m2 

¡(ni n2 ... ) =y , .y. . .. = ~ b(n1 n2 ... /m1T(L2 ... ) V ,y-
n1' n21 . ./tlm,...' . m1· m21 

(4 .. 1) 

Zl'n1 Z2m, 
Formando el desarrollo de V m

1

! V m
2

1 •.• en función de 

31n! 3"n2 \.-

Y
_ y u •••• mediante la (1. 4') se demuestra que 
n1 1 n2 ! . 

(4.2) 

y, además, que estoscoeficienles cump1en la propiedad 

" ~ b*(n1 n2 ... n,. .. . /m1 m2 ... ) b(n1 112'" n',. .. . /m1 m2 ... )= bnrnlr 

(4.3) 

En esta forma la probabilidad de la configuración de cam-

(8) .Loe. oit. -§ 1. 

)' .... . i . ,', 
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po referida al sistema de soluciones Fs a la cual correspo~de 
E( m~m2 .,.) queda determinada por 

W(n1 n2 ... /m1 m2 ",) = ó*(n1 11,2 ... /m1 m2 ••• )ó(n1 n2 ... /m1 m2 .. ·)· 

(4.4) 

En el caso de una sola partícula presente en l~ r,epresenta- . 
ción original del sistema f ro en _ el estado' r observabl'e en el sis
tema .Fs en el estado t está dado por G,.J* Grt . Las probabili
dades elementales de los 'estados del segundo sistema r,eferidos 
a los estados del primero están dado, pues, ,por 

(4.5) 

§ 5. - Vllilores medios y fluctwaciones. Teniendo ,en cuenta 
la definición general del ;valor medio (1. 5), la expr,esión( 4. 4)' 
se der.nuestra (Apén. § 1) que el valor medio del número de 
partículas asociadas al estado t lperteneciente' al sistemaF.,s! 

• está dada pOI: : 

m(n1,n2 :/t) = Z; nr lGrd2. (5.1) 
l' 

Análogamente, el correspondiente valor medio cuadrático: 

m 2.(n1 n2 ... jt) =Z; (n,.IGrd2)2+ Z; n,..IGrd2 Z; (nI" + 1) 1 G,,'d 2 
r r r'=J~r 

con lo cual encontramos se,gún la definición'.(l. 6},. para la des,. 
viación media la expresión: . 

02(n11!2 .. . jt) = Z;·Í1,rl G,.d 2(1-1 Grd 2) + z; 11,,. 11,1',1 Grd 2 1 Gr,d 2. (5.2), 
r r~/=r' 

Teniendo en cuenta la notación y. el significado de (4. 5) 
poaemos expresar a la (5.1} y (5.2) en la forma: 

m(n1 11,2 ... /t) = Z; nrP,.t (5. 1'), 
'r 

02(11,111,2" .jt) = Z; nrP,.t(l- P,.t) + Z; nI' 11,,.; Prt P,,'t· 
']. r-=/=r' 

(5.2') 

, ' 

i 
1 
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En el caso en que en la representación original solam<~nte 
el estado l' está ocupado por nI' partículas la (5. 2'). se reduce a 

Además, la fluctuación dada por la (5.2) puede, tam
bién expresarse en la forma: 

02(n1 n2 .. . /t) = m(n1 n2 .. . /t) + 
+ [m(n1 n2 .. . /t»)2 - ~ I1r(n,. + 1) (C,l C,.I)2 

l' 

discutir el caso en que" en la representación original, los estados • 
están ocupaclos por un gran número de partículas de modo 
que nr>' L En efecto, en tal caso el primer ,término se anu
la de modo que podemos dar para la'~ fluctuaciones el valor 
asintótico: 

0~(n1 n2 .. . /t) C/.) ~ n,. 11,{\ C,.t \2\ C"'I \2. 
. r-/:::r' . 

(5.4) 

. JII. - Campos de estadística Fe1'mi-Dirac 

§ 6. - P1'obabilñdadde una configuración de campo. Para 
los campos de estadística F -D es posible escoger uml repre
sentación de las' autofunciones del hamiltoniano en la cual los 
operadores de amplitud 0"1' la,.? .. . considerados como variables 
no conmutables,describen los estados 1'1> 1'2 ..• ocupaClos por una 
partícula y. a,./,aI'9*'" los mismos estados vacíos. En esta 
representación las autofunciones tP"l( q1) tP",( q2) ... expresadas en 
función de las coordenadas de partículas se . transforman en 
(Apén. § ~): 

(6.1) 
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donde es necesario tener en cuenta que las variabl,es ar anti
conmutan entre sí. P.or ello convendremos en orde.nar los fac
tores en forma que los índices formen una sucesión cvecient'e. 
Por otra parte, el principio de exclusión expresado ar ar = 0, im
plica que cada una de las configuraciones de campo repr,esen
tada por ¡(1'11'2 ... ) no contiene dos índices iguales. 

Las autofunciones ¡(1'11'2 .. :) referidas a los estado§. del 
sistema de soluciones tr de las ecuaciones de campo se trans
forman, n;tediante (1. 4) en: 

1'(1'11'2'" ~N) =Ur1 ar2 ••• arN= ~ /1 (1"11'2" '/Sl S2 ... ) bS1 bS2 ... bsN = 
81<82'.. . . 

=2:./1 (1"l1'2··;/SlS2·.·)E(SlS2···~NY I (6.2) 
.81<S!Z ••• 

en donde E (Sl S2 ... SN) corresponde a cada uno de los estados 
individuales del sistema ele soluciones Fs' 

Los coeficientes /1 (1'11'2 . ~. 1'N/ Sl S2 ... SN) resulten ser ·los 
det.erminantes menores del de~erminante unitario I10r/11 = 1 Y de 
orden igual al número N de estados ocupados. . 

Formando bS1 b.'2 ... bSN mediante (1. 4') se 'encuentra que 

/1*(1"11'2 ,;,/Sl S2 ... ) = /1(Sl S2 ···/1'11'2 ... ) 

y, además, se demuestra (Apén. § 3) que estos coeflcielües 
cumpleri la propiedad (4) 

2:. L1 *(1'11'2 ... l' P ... 1'N/ Sl S2 .. ; SN) L1 (1'11'2 ... l' p' ... 1'N/ 
8,<8, ... 

(6.3) 

La probabilidad de la oonfiguración de campo a la cual se 
refiere E(Sl S2 ... SN) queda determinada por: 

W(1'l1'2 ... 1'N/ Sl S2 ... SN)= L1 *(1'11'2'" 1'N/s1 S2 ... siv) L1 (1'11'2';' 1'N/ 

/slS2",SN). (6.4) 

(') La propiedad de estos determinantes menores de un determinante ortogonal 

~ d(i·,j·, ... rNls,s", .sN)d(r,r, .. :IS,8, ... 8N) = 1 

como caso particular del nuestro, ha sido demostrado por N. TRUDI. Ver T. 
MUIR, The theoj'Y af dete?"?ninants un the histarioaZ o?"der of deveZap?1wnt, pág. 
286, T. III CIY.i:ac Millan, 1920). . 
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En '61 caso en que ulJ-a sola partícula está presente en 'el 
campo, ,en el estado original 1', la probabilidad de observarla 
en el estado t se reduce, como ,en el caso de estadística B-E a 
Crt'* C

llt
• J-,a. (4. \5) es, pues, válida para ambas estadísticas. 

I . 
§, 7. _ V,alores medios y fluctuaciones. El valor medio del 

, número de partículas observables en el estado t, dados original
mente los estados ocupados 1'1,1'2"" rN está dado por: 

m(1'l 1'2 .... rN/t) = z: mt W(1'l 1'2··' 1'N/S1 S2 ... St'" SN) 
1l! 

donde es necesario tener een cuenta que mt adinite solamente 
los valores O o 1 y que la suma' sobre' m· 'está extendida sobr,e 
tqdos los valores compatibles con z: Int = N, número total de 
partículas presentes en el campo. 

Usando d~ la propiedad (6. 3) se muestra que, 

m(1'l1'2 000 rN/t) = ICr1 t1 2 + ICrs t!2 + .. 0+ ICrNd2= z: nrlCI'tl
2 

'1' 

(7.2) 

debiéndose notar' que nI' = 1 para los estados correspondient'es 
al sistema f l' ocupadQs, y nI' = O para los vacíos. 

Teniendo en cuenta los· valores posibles de mt se ve" en for-
ma inmediata que: . 

con los cual obtenemos para la dispersión la expresión: 

d 2(1'l1'2 .. ojt) = ~ nrlCrtl 2 (1-IC1r I2)- z: nrnr,ICrt!2ICr't!2 (7.4) 
T . . rel:::.r' . " 

o bien, según la (~. 5) ' .. 

d2(l'i1'2 .. ojt) = z: nr,P'/'t(l-PI'I)- 'z:nl' nr' P rt P r'to 
10 r-::-/=r' 

(7.4') 

\ 
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En el c~so. eli que todos los estados r están ocupados de 
(7.2) Y (7.3) se sigue. que mt = 1, 0t2 = O. Las ;fluctuaciones 
correspondientes a cualquier estado t, como ~s ele esperar, se 
anulan. . 

IV. - Discusión 

. Teniendo presente (5.1') Y (7.2)' podemos dar para el 
valQr medio del número de partículas observables en el estado 
t, para. campos de una u otra estadística la expresión 

mt=~nI'Pr.! 
'1" 

y según (5.2') y (7.4') para las fluctuaciones: 

0t2 = ~ 1~I'Prb(l-Pr{) ±~ á,l'nr'Prt PI"t 
I 'J' rc/=r" 

(IV.1) 

(IV.2) 

donde debe tenerse' en cuenta que nI'; nI" toman para los campos 
de estadística F-D los valores O o 1, y que el signo + de 0t2 

corresponde a la estadística B-E y el - a la deF-D .. 
Según hemos visto (final de §§ 4 Y 6) Pl't define la pro

babilidad elemental del estado tTespecto del estado r. Esto 
nos permite afirmar que el prímer grupo de términos ele 0t2 

corresponde a flu(ctuaciones de partículas .clásicas, según se 
muestra en el § 2. 

El segundo grupo de términos de 0t2 debe ser atribuído u' 
fluctuaciones provenientes de interferencias. En un instante dado, 
concurren al. estado t partículas prove~ientes de distintos estados 
originales. En condiéiones adecuadas,las ondas asociadas a estas' 
partículas pueden interferir dando origen.a las fluctuaciones 
mencionadas. Se ve que es así, pues en el caso que en el campo 
se hallen presente sólo nI' partículas en el estado original r~ 
las fluctuaciones debidas a interferencias desapar'ecen, quedando 
solamente las correspondientes a' partículas, . como lo indican 
(5.3) Y (7.4'), compara,das ¿on (2. 3). En este caso, las fluc
tuaciones s-on las que correspomden a las del número de mo- . 
léculas en sub volúmenes de un volumen de gas idMI. 

Rutherford determin·ó. experimentalmente las fluctuaCiones 
de la desintegración a. Usando el método de los .ceutelleos. con-

, .. ' 
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taba el número de impados de partículas a. (estadística B-E) 
producidas dentro' de un pequeño ángulo sólido, durante cierto 
intervalo de tiempo, dividido en subintervalos. Observando el 
número de centelleos en cada uno de estos subintervalos, se de
termina experimentalmente las fluctuaciones referidas a cada 
uno de éstos. Rutherford encontró que el valor así determinado, 
coincide, dentro de un error del 5 010 con el dado por la (2.3), 
siendo, en este caso, nr el número de impactos observados. 
Desde nuestro punto de vista, las partículas a. em~tidas por los 
núcleos pueden ser descriptas mediante ondas esféricas, cada una 
de las cuales,' en general, no contiene mús de 1 partícula (nr-l). I 

Para que en las fluctuaciones del número de partículas dentro 
de un pequeño ángulo sólido (onda plana) los términos debido~ 
a interferencias fueran significativos1 es necesario que al mis
mo estado del s~stema en el cual se realizan las observaciones 
(onda correspondiente al ángulo sólido elemental) concurran si
multáneamente más de una partícula, lo que en el dispositivo de 
Rutherford es muy poco probable (5). 

Por otra parte, como hemos visto (§ 5 (5.4) en el caso 
de estadística B-E las flucf;uacione~ ",de partículas desaparecen 
cuando el número de partículas presente en cada estado es su
ficientemente grande,queda,ndo solamente las fluctuaciones de
bidas a interferencias, lo que es de esperar según el principio 
de correspondencia. Comparando la (5.4) con (3.2') y (3.2) 
se aprecia estas 'fluctuaciones corresponden a las determinadas 
clásicamente para un campo de. onda~ (U). 

En el caso de estadística P:--D cuando todos los estados 
están ocupados las fluctuaciones desaparecen (final del § 7). 

Finalmente, señalaremos la analogía existente entre los 
resultados obtenidos y las fluctuaciones a las cuales conducen 
las estadísticas cuánticas obtenidas por Einstein (estadística B-E) 
y por Pauli (estadística F -D) (7). 

(") Para los valores \le las mediciones ver R. B. 'LINDSAY, loo. oit., Cap. 
n, § 11. 

(6): Un ejemplo concerhiente a las fluctuaciones de, fotones y la transición 
al límite clásico 1111 sido estudiado por D. CANALS FRAU, Rev. de la Uni6n 
Mat. Al'gentina. Vol.' XIV, pág. 213, 1950 . 
. ' (7) Ver p. ~ .. m:t. de W. PAULI, 'Handb. dm' Physi7c, T. 24. 1 § 14, pág. 
197, Berlín, 1933. 
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Se obtienen en estos casos, 

siendo Gt el peso de l'a configur.ación a la cu'al se refiere mt y 
correspondiendo el signo -1- a la estadística B-E, yel - a la 
de F -D. Por otra parte las fluctuaciones a las cuales conduce 
la ley de distribución ele Boltzmannestán daelas ,por: 

2 -(jI. = 1nt· 

Es conocido el hecl19 'qua, en caso de equilibrio. Lermodiná
. mico, las fluctuaciones debidas a interferencias están represen-

, ¡) (m)2' 
tadas por el término -ot con lo cual, la analogía cón (,Iy.2) 

;rt 

fluye en forma inmediata. 

Deseo expresar, en forma especial, mi agradecimiento p.l 
ProL 'G. Bec/k p!or las sugerencias y críticas concernientes a los, 
temas' tratados en este trabajo. . 

APENDICE 

§ 1. - Demostración de (5.1) y' (5. 2). Teniendo ,en cuenta 
que z y Z son variables complejas los coeficientes de (4. 1) 
adI~liten la representación 

\ 

• 

>. 
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Además, teniendo en cuenta la (4. 2) 

··fZlmlz2m'····d d . 
Zl Z2'" (Ap. 2) z nlz no . . 

1 2'" 

en donde las integracion,esestán tomadas sobre' el círculo uni
dad con centro en el origen. Mediante esta represent~ción, de 
(4. 1) se sigue inmediatamente 

(Ap. 3). 

Teniendo en cuenta la (Ap. 1): 

Integrando por partes, considerando que el integrando es' 
una función uniforme y teniendo p'resent~ la (1. 4), 

r 

1:; nr C,l·1:; C,.lt 'O( ~1 n2 ... n,.-l ... nr+1/ml m2 ... ). (Ap. 4) 
r r':-j=r . 

Multiplicando por 'O (ni n2 ... n,. ... ns ... /ml m2 ... ) sumand~ 
sobre m y teniendo pre;;ente la (Ap. 3) se obtiene para 'el valor 
medio la expresión (5.1) . 

. . 
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Tenemos, por otra parte, que calcular: 

Repitiendo el desarrollo mediante ,el cual se ha obtenido' 
(Ap. 4) llegamos: 

mt2 1'>(n1 n2 - • .jm1 m2 .. -- mt,,·) = 

Z; (nr Crt* Crt ) 2 1'>(n1 n2•• .11.1", .nr,·· ·lm1 m 2···) + ,. 
I -+ ~ nr'Crt Cr~ ~ (nr+1) Cr't* Cr"t 1'>(n1 n2" -nr". nr'~ --Imi. m2- -.) + 

T r':':'"/=r' 

"Multiplicando por 1'>(n1 n2" . nI'" ,,11-¡-,_ "lln1 m2.,,) 'y sumando 
sobre m se 'obtiene .; 

02(n1 11.2-' .It) = ~ nI' C;t* Crt ~ (nr, + 1) Cr't* Cr't· 
'J'. I''::'"/=r' 

- Finalmente teniendo en cuenta que 
~ 

~ C * C -1 ,'C ,;¡. 'C .. r't r't-,.... - rt rt· 
,.-::-/::r' -

" I 

se llega a la (5.2). • 

§ 2. - Demostración d/ (6. 1). En el caso de estadística. F,er
mi-Dirac los operadores de amplitud cumplenla~ reglas de con-' 
mutación 

artar=a/ar+=ü. (Ap. 5) 

Estas reglas son satisfechas, como es sabido, representando 
estos operadores mediant~s v:ariables o¡; 02' 03 que cumplen las , 

1, 
i, 

l' 
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'. 
reglas de conmutación de los operadores de espín dePauli: 

E~te último es el operador 'de número NI' de 'partículas as'o
ciadas al estado r y cuyos autovalores son O y 1. Introduciendo' 
los espinore~ de Pauli ~I" 11r que describen los estados ocupados 
y vacíos, respectivamen~e 

al'+ar ~r. ~r ... 
(Ap. 6) 

Se encuentra: 

(Ap. 7) 

Las autofunciones del hamiltoniano tPrJ ql)tPl's( q2) ... 'donde 
ql q2 ... ' son l~s coordenadas de partículas, corresponden a la 
representación (q/W)., 

,Efectuamos las transformaciones: 

(N/W) = (N/q) (q/W) 

(a/W) = (a/N) (NjW) , 

De (Ap. 6) se sigue que (NI'/WI') admite solamente los dos 

{ ~ , 

valores (Nr/Wr ) = ' r 
111" 

Además (a,l!Yr) dado que lqs auto valores dé N son O y 1 ' 

d · . 1 '1 di, (a,,~N,I') -- {. ,((aa',·.//o
l ». a mIte 19ua mente os os' va ores , 
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La segunda ecuación (Ap. 8) es, por consiguiente, conside
rando por ahora una sola partícula presente en el' campo en 'el 
estado r: 

Teniendo presente las (Ap. 7): 

Igualmente término a término con la enterior resulta 

• 

.-: 

(ar/l) = (a,.IO) al' 

(ariO) = (a,./l) ar+ 

y,' finalmente, teniendo ,en cuenta las reglas de conmutación, ob-
tenemos 

(ar/l) = ,al' (ariO) =,ar+· (Ap. 9) 

En la representación (al N) los estados ocupados y vacíos es
'tán descriptos por las variables a~ y «1'+' respectivamente. Las 
reglas de conmutación, aparecen desde 'este punto de vista como 
las relaciones, de ortogonalidad de estas funciones. , 

Se encuentra en forma inmediata, teniendo en cuenta que 
(qIW)= tPrl(ql) tP,.;(q2) ... en el caso, general de varios estados 
ocupados (8) : . 

§ 3. - DemostraciÓn de' (6.3) Y (7.2). Los coeficientes de 
(6.2) admiten la 'representación 

(Ap. 10) 

(8) Esta representación de las funciones, de onda, así como la dada en el 
~ 64 ha sido ~mpleada por H. W. PENG, Proc. Roy Ir. Ac. vol. 51, pág. 113, 
1947. ,,' ' 
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donde debe, tenerse, en cuenta ,el .orden de las derivaciones de
bido al ·carácter. nooonmutativo- de las variables. Teniendo en 
cuenta la dependencia lineal entre las variables al' Y bs Y el ca
rácter anticonmutativo de lasvariab1es a y de las variables b s~ 

. demuestra sin dificultad 

• 
ON(bs1 b[2··· bsr.) 
iJar N··· oar ,,· . . oar1 

de llonde, en forma inmediata, teniendo en cuenta (Ap. 10) se 
sigue la (6. 3). 

Mediante la representación .( Ap. 10) d~ loS' coeficientes' 
de' (6.2) operando de manera similar a la del primer parágr'a-. 
fa de. este apéndice se logra la (7.2). 

, 

\ .: 


