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NOTAS SQB)lE LAS DISTR~BUCIONES DE POISSON 

por A .. BLANO-LAPIERRE 

La¡;; distribuciones de Poisson son muy conocidas. Bastará, 
pues, recordar rápidamente una de las definiciones posibles. Se 
trata de una distribución aleatoria. de puntos sobre el eje de las t 
[- a. < t < + a. J. Se parte de llna función cierta p( t) que será 
la densidad de la distribución. Se sl1pone que se verifican las 
condiciones siguientes: . 

a. ) la probabilidad de que un punto de la distribución .. ~aiga 
entre t y ~ +\l\t es un infinitamente pequ,eño equiva,lentea 
pl\t; . 

~) la. probabilidad de que más de un punto de la distri
bución . caiga entre t y t + l\t es un infinit~mente pequeño de 
orden superior; . 

,) si l\t1, l\t2, ••• son intervalos 'disjuntos, los números de 
puntos N l' N 2' . .. que caigan respectivamente en l\ t1,·/J. t2, ••• 

son variables aleatorias independientes. 
Se puede mostrar que si estas hipótesis se verifican, entonces 

el número N de puntos de la distribución que caen' en un intC¡f
valo 11 t es una variable aleatoria que satisfaoe a la ley de Poisson .• · 
es decir, que la probabilidad de ql,le N tome un valor m .,Centero) 
es 

.P(m) = 
(a.)me-a 

(1): 
mI 

con - J~ o. 

(v, = p(il,) d&. (2) 
ti 

Un caso particular muy importante es el que corresponde 
a p(il) =Po = constante (distribución uniforme) . 

. En general, cuando se trata de distribuciones de Poisson, se 
presta sobre todo atención al número de puntos que caen en un 
intervillo, dejando de lado el estudio de las propiedades estadísticas 
de las magnitudes de los intervalos que separan dos puntos suce-' 
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sivos consecúti~os. A .pesar de eso, parece que la consideración 
de estos intervalos puede conducir a demostraciones, muy sen
cillas (*) . 

. ; ,." 

1. Teorema di,.,~cto. - Si se sabe que el principio de un in
tervalo está en ti' entonces (a probabilidad condicional de que la 
extremidad de este intervalo caiga entre t 2 y t2 -1- dt2 es 

f(tv t2) dl2 

don 

JI2 ( , 

f( , , ..:. I P ll)cl& (t) tVI t2) = e 1 p , 2 • '(3) 

La demostración es inmediata; la prob¿¡.bilidad buscada es la, 
probabilidad de realización' simultánea ele los dos suoesos inde
pendientes siguientes: 

1 0. No existe ningún 'punto entre ti y t2 ; 

2°. Existe, por lo menos, un punto entre .t2 y t2 -I-dt2. 

Más interesante es ,el teorema recíproco, puesto que da un 
método de· introducción de las distribúciones de Poisson. 

. 11. Teorema r,ecíproco. - Sea una f¿nción f(ti' t2) que su
pondremos acotada y de derivadas continuas en la re.gión t2 G ti' 
Vamos aconstruÍr una distribucIón de puntos ,sobre la parte po
si,tiva del eje ele las t., 

, ' li es una variable aleatoria de densidad d~ proba~ilidad 
f[0,l1]; , 

l2 es una variable aleatoria cuya densidad de probabilidad 
cbndicional, cuand;' el valor l1 es conocido, es f[li> l2]; 

la es una variable aleatoria cuya densidad.de probabilidad con
dicional, cl!()ndo se, conocen, el valor de li yel valor de l2; es' 
f[li -1- l2' la], ... ,' etc. 

Estas definiciones su~inistran un mecanismo de pruebas -su,
cesivas que permite definir la sucesión li' l2' la;. ;. A ,esta suoo
sióñ asociemos la distribución de los puntos de abscisas lo,ll,' 
t2 • •• ~ iguales a ' 

(*) La idea de, lac1emost.raci6n del' teorema recíproco que sigue me vino 
'después de interesantes conversaciones mantenidas' con el Doctor S. Selzer~ 
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t1 =li 

t2=l1 + l2 
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t3 = l1 + l2 + l3 
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Teorema. - Sea 3· un mím(jro arbitrario positivo. Si, en la 
distribución pl:ecedentri hay independeilcia estadística entre el cam.,. 
po t> 3· Y .el campo O < t < 3', ,entonces esta distribllción es izna 
distribuciÓn de Poisson. 

Para. demostrarl() vamos a probar que la función I tiene, 
bajo la condición impuesta, la forma (3). 

10. La probabilidad de que exista por lo menos un pllnto 
"entre 3· y 3' + .13' es u~ infinitamente pequeño equivalente a 

1(3',3) .13'. En efecto, usando la propiedad de independencia, 
esta probabilidad puede calcularse suponiendo que' exislie 1.111 pmi-
to en .&. . . 

, 2°. -Calculemos de dos maneras la probabilidad de que el 
primer punto de laJ distribución, de abscisa superior a x, caiga 
entre y e y + .1 y [y> x J. 

a) En:virtud de la admitida independencia, se ,puede suponer 
que existe un punto en x sin mod~ficar las probilbilidades relativas 
a acontecirriientos futuros con respecto a x: ,entonces la proba
bilidad buscada es' 

I[x, yJ .1y. 
, ~) Las posibilidades pueden c1asificarseen categorías dis-
juntas de la manera siguiente. Se:a .& la abscisa del punto de la dis
tribución de abscisa ,inmediatainente inferior a y (este punto siem
pre existe, puesto que to = O 'es un punto de la distribución). 
Si .1t1 y !1tg son dos intervalos disjuntos, .& no puede pertenecer 
simultáI}eamente a ambos y, por eso, la clasificaCión de las 
pruebas según el valor de 3· conduce a' una clasificación én cate
gorías disjuntas. Por otra parte" decir que .& pertenece a u'n 111-

tervalo 3'0' 3'0 + d.& ,es decir, 
10. que, por lo menos, hay un punto en, este intarvalo (la' 

probabilidad de esto es 1[3'0' 'ooJ d.&); 

• 
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2°. Que ,el iÍlter~alo que principia entl'le &0 y &0 + d& tiene 
su extremidad entre y e y+dy, (probabilidad f[&o,y] L1y). No 
se debe olvidar el caso & = lo = 0, que tiene una probabilidad 
f[O, y] L1y. Sumando todas las posibilidades se halla una éoba~ 
bilidad igual a 

L1'y{lJ; f[&, y] f(&, &)d& + f(O, y). 

Igualando las dos expresiones de la misma probabilidad re
. sulúl: . 

f[ x, YrJ=J;'f[&, y] f(fJ:, &)d~ + f(O, y). (4} 

Esta expresión es una i,dentidad en x [x < y]. 

Derivando con respecto a x 

of ' 
ox 'r= f(x, x) f(x, y). (5) 

- Se ve que la solución de esta ecuación depende de una fun
ción p arbitraria de' una variable y se escribe" 

, 
~ fY p(u)du f(x,y)=p(y)e- ro • 

Esta expresión es la Ihisma que (3), con lo cu.al 'queda de-
m mostrado el teorema. . 
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