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NOTAS SOBRE LAS DISTRIBUCIONES DE POISSON

por A.. BLANO-LAPIERRE
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Las distribuciones de Poisson son muy conocidas. Bastara,

pues, recordar rapidamente una de las definiciones p051bles Se -

trata de una distribuci6n aleatoria de puntos sobre el eje de las ¢
[-e<t<+4a]. Se parte de mna funcién cierta p(f) que sera
la densidad de la distribucién. Se supone que se verlflcan las
condiciones siguientes:

a).la probabilidad de que un punto de la distribucién .caiga
entre ¢ y t‘—l—\At es un mflmlamente pequeiio - equlvalente a
pAt;

B) la probablhdad de que mds de un punto de la distri-
bucién calga entre ¢ y t-+ At es un infinitamente pequefio de
orden supenor,

Y) si Af;, Ats, ... son intervalos disjuntos, los ndmeros de
' puntos Nl, Nz,. . que calgan respechvamente en Atl,Atz,...
son variables aleatorias 1ndepend1entes

Se puede mostrar que si estas hipotesis se verlfxcan entonces
el nimero N de puntos de la distribuciéon que caen'en un inter-

_ valo At es una variable aleatoria que satisface a la ley de Poisson,

es decir, que la probabilidad de que N tome un valor m (entero)
es N

Pw={LE

= f * o(9) ds. " @)

Un caso particular muy importante es el que corrésponde
a p(9) =p,= constante (distribucién uniforme).
.~ "En general, cuando se trata de distribuciones de Poisson, se
presta sobre todo atencion al nimero de puntos que caen en un
intervalo, dejando ‘de lado el estudio de las propiedades estadisticas

de las magnitudes de los intervalos que separan dos puntos suce-
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sivos consecutivos. A pesar de eso, parecé que la consideracién
~de estos intervalos puede conducir a demostraciones. muy sen-
0111as (*) S X

.4_,---..—_,__

I. Teorema directo. — Si s¢ sabc’ que el prmczpw de un in- R
tervalo estd en ty, enlonces la probabzlzdad condicional de que la’ ‘ '
extremidad de este mbervalo caiga entre ty y &, |—cl1§2

‘ f (‘tls t2)A dt2
o éon \ .
f<t1:1t2)‘“"—f P(n)d{} (t) A | | (3) .
©o . ' La demostracmn es mmedlata la probabilidad buscada es la-

probabilidad - de realizacién ‘simultinea de los dos sucesos inde-
pendientes . siguientes:

10. No existe nmgun punLo entre ; y fy; .
. 20, Existe, por lo menos, un punto entre t, y t,+-dfs.

‘Mis interesante es ol teorema reciproco, puesio que da un
melodo de- introduccién de las distribuciones de Poisson. -
. !
II. Teorema recaproco — Sea una funcién f f(t, t2) que su-
pondremos acotada y de derivadas continuas en la regién t,=1,.
Vamos a construir una d1str1buc1on de puntos sobre la parte po-
sitiva del eje de las ¢. : '
l; es una variable aleatoria de dens1dad de probablhdad'

f [0 Ll :
Iy es una varlable aleatorm cuya den51dad de probablhdad SR
condicional, cuando el valor I, es conocido, es il L] , R

I; es una variable aleatoria cuya densidad .de probabilidad con-
dicional, cugndo se_conocen; el valor de 1, vy el valor de l2, es
fili+1,15), ..., ete. |

Estas definiciones suminisiran un mecanismo de pruebas su- COLT 0
cesivas que permite definir la sucesién Ll lgy. .. A esta suce- DR
‘sion asociemos - la dlstnbucmn de los puntos de abscisas lo, 1y, IR
ty, ... iguales a :

(*) La idea de la demostracién del teorema reciproco que signe me vino
" después do interesantes conversaciones mantenidas con el Doctor 8. Selzer.




C L 4=0

t1=l1
ty = L+

ta=li+1l+1

4 =l1+lé+l Foodn

T'eorema. —Sea 9 un numero arbitrario positivo. Si, en la
distribucién precedente hay independesicia estadistica entre el cam-
po £>9 y el campo 0 =<t=<9, entonces esia dzstrtbuczon es una
. distribucion de Poisson. A

Para - demostrarlo vamos a probar que la funcién f tiene,
bajo la condicién impuesta, la forma (3). -

1o. La probabilidad de que exista por lo menos un punto
“entre & y 94+ A9 es un infinitamente pequefio equivalente a

F(9,9) A%, En efecto, usando la propiedad de mdependencla,
esta probablhdad puede calcularse suponiendo que existe un pun-
to en %}

. ‘Calculemos de dos maneras lu probabilidad de que el
prtmer punto de la distribucion, de abscisa superzor a x, caiga
" entre y e y+Ay [y>zx]. '

. a) En yirtud de la admitida independencia se puede suponer
- que existe un punto en * sin modificar las probabilidades relalivas

a acontecimientos fuluros con respecto a x: entonces la proba-
bilidad buscada es:

fle. y] Ay _

‘ [3) Las posibilidades pueden clasificarse en categorias dis-
juntas de la manera siguiente. Sga 9 la abscisa del punto de la dis-
tribucién de abscisa inmediatamente inferior a y (este punto siem-
pre existe, puesto que =0 es un punto de la distribucién).
Si At; y Ai, son dos intervalos disjuntos, % no puede pertenecer
simultineamente a ambos y, por eso, la clasificacion de las
pruebas segiin el valor de $ conduce a una clasificacién én cate-
gorias disjuntas. Por otra parte, decir que % pertenece a un in-
tervalo 9, 9,4 d¥, es decir.

1°, que, por lo menos, hay un punto en este intarvalo (la®
probabilidad de esto es f[%,, 0,]d%);

il




A 20, Que el intervalo que principia entre ¥, y $,-+d$ tiene
- su extremidad entre y e y-+dy, (probabilidad f[%,,y]Ay). No .
se debe olvidar el caso &==1,=0, que tiene una probabilidad
- fl0, ] Ay. Sumando todas las posibilidades se halla una proba-
bilidad igual a - L

Ay [ 119, 511(8, 94+ £(0, .

~ Igualando las dos exprresior‘les de la misma probabilidad re-
. sulta: ' ' '

o= [ Mo f@0® +10.. @)

Esta expresion es una identidad en [z < y].

Y

Derivando con respecto a x

Tefeafen. @

Se ve que la solucion de esta ecuacién depende de una fun-
" cibn p arbitraria de una variable y se escribe '

f‘(f, y)=p(yye=sptdn, . (8)

Esta expresion es la mismia que (3), con lo cual queda de-
mostrado el teorema. ‘ ' :
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