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LA TEORIA DE LA TRANSFORMACION
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1. Una funcién ¢(z) analitica en un circulo de centro cero
puede desarrollarse en la.serie de potencias:

cp(z) = Z a, zn,
7l-=
y ésta es convergente en el mrculo maximo que no contiene nin-
guna singularidad de la funcién. Efectuando la transformacion
z=¢s, que transforma un circulo del plano z en un semiplano
de la derecha del plano s, cbtenemos una serie de Dirichlet

|

ple)= Za,em,

. n=0
y reemplazando el indice de sumacién n por una variable con-
tinua ¢ llegamos a la. transformacién de Laplace

f(s) = [ et F(t) di==L2{F}.

Analogamente a dicha propiedad de la serie se podria su-
poner 1) que cada funcién f(s) analitica en un semiplano pudie-
ra representarse por una ‘integral de Laplace y 2) que ésta sea
convergente en el semiplano maximo que no contiene ninguua
singularidad de f(s). Pero es sabido que estas dos suposiciones
son falsas. Por eso en la teoria de la transformacién de Laplace
se plantean dos problemas: 1) ¢Cudles funciones analiticas en
un semiplano pueden representarse por una integral de Laplace?
Este es el «problema de representacion», de que no hablaré.

2) Si una integral de Laplace es convergente en cierto semiplano!

p, que tal vez no es el campo completo de convergencia, ¢en
cudles condiciones con respecto a la funcién analitica f(s) re-

presentada por la intégral puede afirmarse que la integral sea
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convergente en un semiplano mas extenso

? Este es ¢l «problema
de la convergencia», de que trataré en. lo que sigue. '

P

- o 9. Cuando se pregunta si la integral de Laplace es conver-
gente en un punfo so, s preciso estadiar el’ comportaiiento, de
la integral parcial R ‘ '
(- : ' fe_‘SUT F(z)dr
4 o : o0 :

. para t—o0; y si‘la convergencia de esta integral parcial debe
e T depender de las propiedades, no de la funcion F(t), sino de la
' ' funcién f(s), es preciso expresar®la integral parcial mediante la
funcion: f(s). Este es el problema.. '

ART
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1 3. Para atacarlo, recordamos el hecho que la integral  par-
i 1] . N
cial en el caso s,=0, es decir J F(x) dr, puede expresarse mo-

- diante una jntegrafcompleja de la funcién f(s):
ot , e

o fF(’C) Cl‘tv:V P . _”l_j ols i(_s_)_ds

o - 2mi s

[ .

x—i00

" : - Esta es la «forma integrada» (1) de la conocida «formula
Lo - ‘compleja de inversion» de la transformacién de Laplace, y vale,
S . confrariamente a esta "férmula de inversion, sin restriccion nin-’

e R
§

‘importante con respecto a la abscisa x,-a saber, qué’ z no solo-
debe estar situada en el semiplanc p, donde la integral ‘de La-

place se supone ‘convergenle, sino que % debe ademdis ser ma-

~ para llegar a / eféTF (t)dr, y anz’nlogamnente/ f(s) por f(s+so):

. T o R
fo @) f v F(x) di=V.P. 1 (et (s450) g
: S ' ; - 2m ] : . .
o 0 : B L
SRS o - ZV-Po—ll—;—fel(sf$5)'f(s)‘ds,

'

. ) ' \
(*) @. Dorrscr, Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. Ber-
lin 1937, Vetlag Julius Springer, p. 107.. : :

i
'

guna con respecto a la funcion F(t), pero con una restriccion

yor que cero; x>>0. Por eso, si se reemplaza F(t) por et F(t), -




a 7‘“ e s s
i v .
L

— 91 —

la abscisa de la recta de 1ntcgrac1on debe ser mayor que %so

‘En esta formula el punto s, puede ser cualqmer punto del plano

complejo de acuerdo con el hecho que_.la integral parclal en -el
primer miembro existe para todo s,. ' :

4. Pero dicha férmula no basta para nuestros fines, pues
"la integral depende de los valores de f(s) en el semiplano p, .
donde la convergencia de. la integral de Laplace. es ‘conocida, -
mientras que es necesario introducir los valores de f(s) en un
semiplano més extenso, donde f(s) es analitica y cumple ciertas -

condiciones. Por eso consideramos un rectangulo formado dé dos

rectas verticales de abscisas.# y @, y dos rectas horizontales de

ordenadas - . Admitamos que z; esté situada en el semiplano

p, donde.la convergencia de .2 {F} est4 garantizada, y . en un

semiplano p; mds extenso, donde f(s) es funcién analitica, y

.sea §; un punto del rectingulo (= <C7Qso<.'z:1) Entonces la in-

tegral

1 fet(s—st)) f( ) ds

. 2mi 5—5,

extendida a la periferia del rectingulo en sentido positivo, es

“igual al residuo ‘de la funcion et(s=s9)f(s)/(s—s,) en €l unico

punto singular sy, es decir igual a f(s,). Segtn la formula (1)
A} ) ’ t
la integral sobre la recta de abscisa @, converge a f e F(t)dr

para ® —oo. Si suponemos qug para Js=y —>j:oo el moédulo
|7(s)| crece mas lentamente que |y, es decir (2),

(2) 78) =%y, uniformemente con respecto a & en ‘pl,

las integrales sobre los segmentos horizontales se anulan para

@— o, porque el intervalo de integracién tiene longitud constan-
te, efs~s) estid acotado y f(s)/(s—sy) — 0. Por eso la integral

sobre la recta de abscisa z tiene igualmente limite. Cambiando =

el sentido de integracién y llevando la integral al otro miembro

de la ecuacion obtenemos .
xf-ico

(3) fe‘sﬂF(t) dr_f(so)—l—V P. ! fet(s—80) (s )ds ‘Rs;>=.

S—SO 1

2—ic0

(®) Es sabido que esta propiedad 86 ‘umple en todo semlplano interior al
campo exacto de convergencia de 2 {F ¥, véase l.c. (1), p. 52. Luego es con-
dicién mecesaria para que £2<{ F.} converja en puntos de p,.

~




et e

— 99 —

5. Antes de proseguir hagamos una observacién importante.
Haciendo t=0, el primgr miembro se anula y queda:

xfioo

(4)  fy=v.p. = [ L,
> . 2n _iig——s

es decir: la prolongacién analitica de una transformada de La-

~ place se expresa por la integral d3 Cauchy con una recta vertical -
como camino de .integracién, en todo el semiplano p;, donde f(s)

Cumplé la condicion (2).

Reemplazando f(sy) en (3) por el valor (4), se obtiene 1a

férmula: : A
. ¢ . a:—i—(ioo '
fe-san(‘C) dT:VP.ifM—if(s)ds
- 2m $—S8y
0 : r—ico

Como la fraccién (etls—s)—L1)/(s—s,) es holomorfa incluso
én el punto s,, se puede demostrar que"esta formula vale tam-
bién cuando el camino de integracién queda a la derecha de s,
o atraviesa g, o saliendo del semiplano p;.

- 6. Mediante la férmula (3) se resuelve ahora el problema
de la convergencia para el semiplano p;: La condicién necesaria
y suficiente, con respecto a la funcién f(s), para que la integral
de. Laplace sea convergente en un punto s, de este semiplano,
es la siguiente: Hay un valor z<Ws, en py, que tiene la pro-

" piedad:
. , ’ " x40 '
lmV.P. —1— f ells—so) f_(ﬁz ds=0.
00 2ni ) T 8§—8p
x—i00 -

Observemos que en la integral ‘K (s—$,) es negativo, luego
ells—s0) —( para {—>o. Si p. e. '
x-}ioo
/() ds|

s+ 1

x—i00

~ es convergente, se ve facilmente que la condicion se cumple.

(®*) G. DowrscH, Handbuch der Laplace-Transformation. I. BAND, Theorie
der Laplace-Tmnsformaﬁon. Basel 1950, Verlag Birkhiuser (5. Kapitel).
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7. Como fin de estas consideraciones quisiera mencionar que
la férmula (3) aplicada a las series de Dirichlet, conduce a una
nueva expresién para las sumas parciales de estas series, permi-
tiendo atacar el problema de la convergencia de las series de Di-
richlet. Mas detalles se -encontraran en un nuevo libro mio (%),
que estd por aparecer. ) :
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