
SOBRE EL PROBLEMA DE LA CONVERGENCIA EN 
LA TEORIA DE LA· TRANSFORMACION 

DE LAPLACE 

por G. DOETSCH 

i. Una función cp(z) anahti~a ~n un círculo de centro cero 
puede desarrollarse en la -serie $de potencias: 

CXl 

cp ( z) = Z; an zn, 
11=0 

y ésta 'es convergente en el círculo máximo que no contiene nin­
guna singularidad de la función. Efectuando la transformación 
z=e-s, que transforma un círculo del plano z en un semiplano 
de la derecha del plano s, óbtenemol' una serie de Dirichlet 

CXl 

cp(e-~)= Z;ane-ns, 
11-0 

I 

y l'eemplazando el índice de sumación n por una variable con­
tinua t Hegamos a la transformación de Laplace 

CXl 

fes) = r e-sIF(t) dt:::=:E{F}. 
iJ 

Análogamente a dicha propiedad de la serie se podría su~ 
poner 1) que cada función f( s) analítica en un semiplano pudie­
ra r,epresentarse por una integral de Laplace y 2) que ésta sea 
convergente ,en el semiplano rnáximo que no contiene ningul1a 
singularidad de f( s). Pero es sabido que estas dos suposiciones 
sonfálsas. Por eso en la teoría de la transformación de Laplaoe 
se plantean dos problemas: 1) ¿ Cu~es funciones analíticas en 
un semiplano pueden representarse por una integral de Laplaoe? 
Est'ees el «problema de representación», de que no hablaré. 
2) Si una integral de Laplace es convergente en cierto semiplano l 

p, que tal vez no es el campo compl'eto de conv,ergencia, ¿en 
cuál'es condiciones con respecto a la función analítica t( s) re­
pl'esentada por la integral puede afirmarse que la integral sea 

. "; 

, 
,~ 
i 



~' 
i 

'" 

'" 

- 20-

, ' ~ 
convergente 'en un semiplano más extenso? Este es el «problema 
de la converg,encia», d~ que trataré en, lo que sigue. 

2. Cuando se pregunta si la integral <;le Laplace es conver­
gep.te ,en 'un punto s~,es preciso' estúcliar el comportamientol de 
la integr'al p'arcial ' 

t f e-:-sor: F( ¡;) d¡; 
o 

para t -+ 00; y si: la convergencia' de esta integral parcial debe 
, depender de las propie9-ades, no de la funcióri F( t), sino de la 
,función f( s), 'es preciso expresa~ la in~egral parcial mediante la 
función f( s). Este es el problema., ' 

3, Para atacarlo, recordamos el hecho que la integral par-
t ' 

cial 'en el caso So = 0, ,es decir ¡ F( ¡;) d¡;, puede expresar~e' me-
diante una integral. compleja de la función f( s) : ' 

, . t ";+ioo 

f F(¡;) eh ' V. P. ~J'ets f(S,)dS. 
, , 2TI~ S 

o ro-ioo 

Esla es la «form.a int~grada» (1) de la conocida «fórmula 
compleja de inversión» de 'la transformación de Laplaú, y v¡tle, 
contrariamente a lesta fórmula de inversión, sin restricción nin-' 
glma con respecto a la función F(t), pero con una :r,estricción , 
i'mportante con respecto a la abscisa x,-asaber, que' x no sólo 
debe lestar situada <on dsemiplano p, ,donde la integral' de, La­
place se supone convergente, sino 'que x debe ,aclemás ser ma­
yor que cero; x>O. por ,eso, si se reemplazaF(t) por e-sot F( t),. 

, t " ' 
'para llegár aJe-sr:F(¡;)d¡;, y análogamente' f(s) por f(S+80): 

o ' 

(~) 

, ''1 'f l ' f'(s) " = V . P . -; el(s-so) __ 'ds, 
, 2m s-so ' 

(1) G. DOETSOH,TheOl'ie una AnWena1¿ng aer L~pZace-Tran8formation. Ber­

lin,,1937, Verlag JUliUB Springer, p. 107. 
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la absciSa de la recta de integración debe ser mayor que CRso' 
~n 'esta fórmula el punto So puede ser cualquier puntó del plano 
complejo, de acu:erdo con <el hecho queja integral parcial en ,el 
prirrier miembro lexiste para todo So' 

4. Pere;> dicha fórmula no basta para nuestros fines, pues 
, la integral depende de los valores de f( s) en el semiplano p, ' 

donde la converg@cia de, la integral de Laplace escon9ci~a, ' 
mientras que les necesario introducir los valores de f(s) en un 
semiplano más extenso, (londe I(s) es analítica y cumple ciertas' 
condiciones. Por ef:\O consideramos un rectángulo formado dé dos 

, rectas vertical'es de aQscisas, x y Xl 'y dos rectas horizontales de 
ordenadas ± ro. Admitamos que Xl lesté situada en el semiplano 
p, dond~.1a convergencia de .e {F} está garantizada, y x, en un 
semiplano Pi, más extenso', dondo f( s) es función analítica,y 

,sea 'So un punto del r,ectángulo (x <C'f¿ So < Xl)' Entonces la in-
tegral 

~f e;(s-s'o) f( s) ds '. 
2 

. , 
, TI 1, s-so 

extendida a la perifaría del rectángulo en sentido positivo, es 
'igual al residuo de la función et(s-s~) f( s) / (s-so) ,en el único 
punto singular so' es decir igual a f( so). Según la fórmula (1) 

, . t 

la ill~egral sobre la r,ecta de abscisa Xl converge a J ~-so'tF(-r:) d-r: 
, u 

para ro -+ oo. Si suponemos quQ, para g s = y -+± 00 el m6dulo 
If(s) I crece más Jentamente que Iyl', es decir (2), 
(2) 1.( s), = 3, (1 y 1), uniformemente con respecto a X en Pi' 
las integrales sobré Jos segmentos horizontales se anulan para 
ro-+, 00, por<lueel intervalo de integración tiene longitud constan­
te, etf~,-,so) lestá acotado y I(s)/(s-so) -+ O. Por eso la integral 
sobre la recta de abscisa X tiene igualmente límite. Cambiando 
el sentido de integración y llevando lá'integral al otro miembro 
de la ecuaciqn obtenemos: 

t x+ioo 

(3) fe-so'tF(-r:) d-r:= I(so) +V . P. ~feL(S-SO) f(s) ds, Cf(.só>'~. 
, , 2m s-so, ' _ 

o x-ioo 

(") Es sabido que esta propiedad so cumple en todo semiplano interior al 
campo exacto de convergencia de E {F~, véase Lc. (1), p. 52. Lu~go es con-
dición neoesaria para que E { F·} converja en puntos ele Pi' . 
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5. Antes de proseguir hagamos una observación impoitante., 
Haciendo t=O, el prim~r miembro s-e anula y queda: 

(4) 

",+;00 

f(so) = V. P,. ~J f(8) ds,' 
2m so-s 

",-ioo 

es decir: la prolongación analítica de una transformada de La­
place se expresa por la integral d3 Cauchy con una recta vertical 
como camino de integración, ~en todo el semiplano Pi> don,de f( s) 
cump1é la condició¡;¡ (2). 

Reemplazando f(so) en (3) por' el valor (4), se' obtiene la 

fórmula: 
t m+ioo 

J
I f el(s-SO)-l 

e-so-r:F(-t:) d-¡;= V. P '-, ' f(s) ds. 
, , 2m s-so 

o x~oo 

Como la fracción (e l(s-so)-l)/(s-so) es holomorfa incluso 
en el punto so, se püede demostrar que" esta fórmula vale tam­
bién cuando ,el camino de integración queda a la d,erecha dé So 

o atraviesa so' 'no saliendo del semiplano Pi' 

, 6. Mediante la fórmula (3) se resuelve ahora el problema 
de la convergencia para el semiplano Pi: La condición neces,aria 
y s'uficiente, con respecto a la función f( s), para que la integral 
de Laplace s-ea convergente en un punto So de este semiplano, 
es la siguiente: Hay un valor ; <C'f(so en Pi' que tiene la pro-

e, piedad: 
",+ioo 

lím V . p, ~.Jel(S-SO) f(s) ds =0. 
Hoo 2m ' ' s-so 

",-ioo 

'Observemos que en la integral C'f( (s-so) es negativo, luego 
eles-so) -+ O para t -+ ex>. Si p. e. 

",+ioo 

J If(s) dsl 
Isl+1 

",-ioo 

es converg,ente, se ve fácilmente que la condición se cumple. 

(a) G. DOETSCH, Handbuch del' Laplaoe-Transformation, I. BAND, Theorie 
der Laplaoo-Transformation. Basel 1950" Verlag Birkhiiuser (5. Kapitel). 
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7. Como fin de estas con~ideraciones quisiera mencionar que 
la fórmula (3), aplicada a lai¡ series de Diriohlet, conduce a una 
nueva expl\esión para las sumas. parciales de estas series, p~r~i­
tiendo atacar el probl'ema de la convergencia de las series de Di­
richlet. Más detaUes se encontrarán en un nuevo libro míó (3), 
que está por apar·ecer. 

Universidad Nacional del Litar.al. - Santa F,e. 
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