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SOLUCIONES SINGULARES DE 'LA ECUACION 
P"oTENCIAL EN EL CASO DE LOS PROBLE- " 

MAS DE DIRICHLET ,Y'NEUMANN EN EL' . 
PRIMER CUADRANTE 

por DniTRICH VOELKER 
Buenos Aires 

La ecuación potencial en dos variablas es 

(1) 

.Para el primerc,uadrante' como dominio de integración, lós 
valores de contornos d¡e F..(x, y) y de las primeras derivadas 
sean los siguientes ' 

A(x) =límF(x, y) , 
1/~0 

l!(y) =límF(x,y)/ 
, x-+o . 

uF(x, y) 
A1(x) =lím"y 

1/-70 u 

" uF(x, y) 
. B1(Y) = líni. 

x-+o ux 

La ecuación (1) se transforma: por i~termedio' de laU'ans­
formación de Laplace de dos variables (1 )en ,la ~cuación al-
gebráica o ' 

[u2 f(u, v) - u b(v) - b1 (v)] -1- [v2 f(u, v) - va(u) -,a~(u)] =0, 

donde las letras pequeñas significan, como siempre, las trans­
formadas. de las funciones, con letras grandes, siendo u f v las 
variables correspondientes a x e y. 

, ('), Las reglas, de cálculo para la transformación de' Laplaceqe uÍia y 
dos variables sean consideradas como. conocidas, 
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Como solución transformada resulta 

f(u, v) . ub(v)+bl (v)+va(u)+al(u) 
u2+v2 

1. Soluciones singulares. del problema de Dirichlet. 

(2) 

Para obtener soluciones singulares del Eroblema de Diriclüet 
hay que cumplir la condición que los límites de la solución en 
el contorno se anulan: . 

es decir 

Así la solución (1) se reduce a 

(3) 

Para que esta sea una transformada, debe ser r.egular 'an u 
y v e':1 dos « semiplanos derechos» di!,) u y v respectiva:mente, 
que no es el caso anulándose los dos' f.actol1es del denominadon 
(u + i v) Y (u - 'i v) para valores arbitrariamente grandes de 
R u y R v. Para obtener la solución (3) en una forma regular 
(con dos semiplanos der.echos en u y v) renunciamos a la in­
dependencia de las funciones -al Y b;J.' haciendo desaparecer 'el 

. numerador para u2 = - v2• 

Pongamos 

al (u) = a.l (U2) 

bl(v) = ~l(V~) 

y a.l ( - v2) + ~1(V2) = O 

o ~1(V2, = - ul ( - v2). 

Con esto resulta de la solución (3) como solución singular 
del problema de Dirichlet en forma todavía transformada 

a. l (U2)-a.l (-v2) f ( ll, v) = --=-'---'----='-'----'--
, U2_(-V2) 

(4) 
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siendo al una función cualquiera, con la cual la función f( u, v) 
resulta ser función del tipo transformado. 

Ejemplo 1. 

(n= 1, 2, 3, ... )' 

se tiene 
n-l, 1 1 

f( u v) - Z; (-l)T, -- --
'-k...,¡J U2n--2T, V2T,+2 

y antitransformando 

10-1 X2n-2Tc-l y2Tc+l 
F(x, y) =k::O (-l)Tc (2n-2k-1) 1 (21J:+1) 1 

De esta solución de la ecuación potencial' que desapar,ece 
en los contornos del prImer cuadrante, son los primeros tres 
polinomios 

n=l F(x,y)=xy 

n=2 F(x, y) , x~ (X2 _ y2) 

xy (X4 X2y2 y4) 
n=3 F(x, y) = 12 10 -3+ 10 . ' 

Ejemplo 2. 

, 1 
Poniendo al (z) ~-, -

, ',z+l 

se tiene 
1 1 

f(u, v) = u2+1 v2-1 

y' F( x, y) = sén x senh y. 

Ejemplo 3. 

1 , 
al (z)====-'­

z!t+4 
1: v2 ull 1 

f( u, v)= u4+4 '94+4 - u2+4 v4+4 

1 . ' 
F(x, y) =4 [sen x coshx ?oS y senh y- cos xsenh xsen y coshy]. 
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Es po.sible hallar la antitransformada de (3) en general,' 
SI la escribimos en la forma 

f(u, v) =_1_. al(u):'-~l(iV) (2) 
. . a+w u-m 

y suponemos que-la función a sea par. Entonces resulta, por 
aplicación formal de unas reglas de cálculo de la transfo.rma­
ción de Laplace como solución antitransformada 

x+4 • 
F(x, y) = i.I Al(z) dz,' . 2 _ (5) 

) x-4 • 
donde Al ~s la antitransformada de' al Y una función impar. 
Como prueba es p!Osible legitimar cada paso de la deducción, 
pero mas sencillo es averiguar, que esta solución cumple la ecua­
dón potencial (1) Y tiene como' valores contorno.s en los semi­
ejes positivos el valior cero. T.al averiguación directa tiene ade­
más la v·entaja que no es más neoesario que la función (ana­
lítica en el primer cuadrante) Al tenga una transformada de 
Laplace. Por ej1emplo: Al puede aho.ra crecer 'en el infinito.. 
arbitrariamente rápido. 

Advertencia: La expresión (5) representa un conjunto de 
soluciones singulares del problema de Dirichlet, pero no es se­
guro si no haya o.tras. 

2. Soluciones singulares del problerrw de Neumann. 

Las soluciones singulares del pro.blema de Neumann, so.n 
las soluciones cuya derivada es cero. en el conto.rno, tomada la 
derivada en el sentido. normal al contorno, y entendida como., 
el límite allí. 

Para obtener tales solucwnes hay que poner en (2) las· 
transformadas. de las derivádas igual a cero: 

al(u) =::=; bl(v) =0. 

(") por poner b, (v) = - a,,(iv), por lo cual renunciamos a la libre ele­
gibilidad de la derivada de contorno B, (y). 
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Así queda como solucióIi 

f( ) 
- va(u)+ub(v) u, v ----'~-

uL f-v2 
(6) 

Para la antitransformación tenemos que determinar las fun­
ciones a y b' de tal manera que resulta una función del tipo 

'transforinada, o sea al menos regular en u y v en dos semi­
planos derecho~ y anulán~se para Ru, v --r oo. 

Ejemplo 1. 

, 1 
a(u)~-

u 

1 
b(v)~-

v 

Ejemplo 2. 

1 
f(u,v)=-

uv 

F(x, y) = 1. 

i 1 
a(u)=:t--­

u(u2+1) 
-i 

b(v)~-­
v(v:!-l) 

f( ,') 1 u u,v =----
uv u 2+1 v 2-1 

F(x, y) = 1 ~ cosx cosh y, 

Ejemplo 3. 

a(u)~_l_, b(v)~......:(-l)n 
U2n-1 V2n- 1 

,,-1 ' 1 1 
f(u, v) , k~ (-l)lc u2n-1-2/c V2lc+l 

'10-1 x2n-2-2/c ~ 

F(x, y) = k::o(-1)/c(2n-2-2k)! (21~)! 

siendo, los cuatro primeros p,olilJJomios 

(n= 1, 2. 3, ... ) 

/ 
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n=l F(x,y)=l 

n=2 

n=3 

n=4 

Para la antitr.ansformaciqn general de (6) pongamos 

b(v) =-4-a(iv) =-ta(-iv) 
, ~ ~ 

(por lo cual la función a debe ser impar) y tenemos como so­
lución tra.nsformada 

1 1 iva(u)-ua(iv) 
f(u, v) =~ 

~ u+iv U--¡.v 

de donde viene por las reglas de la antitransformación formal 

F (x, J') = + ~ [A (x + ~ ) '1- A ( x ~ ~ )] 
2 ~ . t 

'(7) 

donde la función A es par. 
Como en el problema de Dirichlet, se averigua dir·ectamen­

te que (7) cumple el problema de valores contornos de Neumann~ 
con la especialidad que dichos vaJores son cero. 

La función A debe ser analítica eri el primer y cuarto . 
cuadrante . 

Además valen las mismas advertencias como en el caso del 
problema de Dirichlet. 

Buenos Aires, 30/6/1950 . 
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