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' La v.e’Cuéicién 'pt-).ten:c.ialv en dos variables es
02F(z,y) = 02F(x,y) —0
0x? dy:

A F(z,y)= (1)

Para el primer cuadrante como dominio de 1ntegrac10n, los
valores de contornos de . f(xz,y) y de las primeras derivadas
sean los siguientes L v

A(x) =lim F(x,y)
-0

B(y) =lim F(s,y) -
A x>0

PRLICE)
Ay(z)=lim ——"
1(96) 1/1-210 dy
N ' .c)F(',m, y).-
Bl S

La ecuacién (1) se transforma por intermedio de la trans-
formacién de Laplace de dos variables (1) en la ecuacmn al—

- gebréaica °

[ (0, 5) —ub(o) — by(o)]+ [ (1, ) — vau) —ay(w)] =0,

donde las letras pequeiias significan, como swmpre, las trans-

- ‘formadas de las funciones. con letras grandes, siendo u y v las

variables correspondientes a e y.

" (*) _Las reglas.de efleilo para la transformaeién de Laplace de uia y-

dos variables sean consideradas como. conocidas.

s
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Como solucmn transformada resulta )
)

(u ) ub(v)—l—bl(v)—}—va(u)—}-al(u) | (2)

u2—|—v2

1. Soluciones singulares. del problema de Dirichlet.

Para obtener soluciones singulares del problema de Dirichlet
hay- que cumplir la condicién que los limites de la solucion em
el contorno se anulan

es decir

a(u)=b(v)=

Asi la solucion (1) se reduce a

f(u, v) = ———_—“1(“)+b (v) ®

‘)_i_,u2 l

Para que esta sea una transformada, debe ser regular en u -

y v en dos «semiplanos derechos» de u y v respectivamente,
que no es el caso anulandose los dos factores del denominadoxn
(u+iv) y (u—7iv) para valores arbitrariamente grandes de
Ru y Rv. Para obtener la solucién (3) en una forma regular
(con dos  semiplanos derechos en u y v) renunciamos a la in-
dependencia de las funciones <@, y b,, haciendo desaparecer el
- numerador para u?=—v2.

Pongamos
| ay(u) ﬂZ“l,(“%
by(v) =By(v?)
Y al®ame)=0
0 B =y 0).

Con esto resulta de la solucion (3) como solucién singular
“del problema de Dirichlet en forma todavia transformada

ﬂm@—%@*”*”% @

ut—(—v7)
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siendo o, una funcién cualquiera; con la cual la funcién f(u v)
resulta ser funcién del tipo transformado.
E]emplo 1.

Sia(@)=—  (n=128..)

g e
se tiene f(u,v)== (—1)k
: k)

un--2k p2k+?

y antitransformando
n—1 x2n—2k—1 y2k+1

F(@y)=Z (-1} (@n—2k—1)1 (2k+1)1

De esta solucién de la ecuacién potencial que desaparece
en los contornos del primer cuadrante, son los primeros tres
polinomios

n=1  F(z,y)=azy

n=2 F(w,y>=ﬂ(w2—y2_>

e zy @ty oy
n=3  I=y)= 12(10 3 Tig) -
Ejemplo 2.

- Poniendo al(z) =

. 1
se tiene  f(u, v) —u2 T v
Yy | F(z,y) =senz senh y.

Ejemplo 3.
1(z> =

1‘ T2 u? 1

(u, v)= “uAtd viid urid vi4d

F(z,y) ='—14T [sen @ cosh @ cos y senh y— cos z senh z sen y cosh .
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Es posible hallar la antitransformada de (3) en general,

si la escribimos en la forma

f'(u,v)z 1 g (u)—a(iv) (2

a--v u—iv

y suponemos que la funciéon a sea par. Entonces resulta. por

aplicacion formal de unas reglas de célculo de la transforma-

cion de Laplace como solucion antitransformada =

x+"'/

F(w y):—f Ay(2)dz,- - , (5)

! .\:———

donde A; es la antitransformada de @, y una funcién impar.
Como prueba es posible legitimar cada paso de la deduccién,
pero mis sencillo es averiguar, que esta solucién cumple la ecua-
cién potencial (1) y tiene como valores contornos en los semi-
-ejes positivos el valor cero. Tal averiguacion directa tiene ade-
mis la ventaja que no es mis necesario que la funcién (ana-
litica en el primer cuadrante) A, tenga una transformada de

Laplace. Por éjemplo: A, puede ahora crecer en el infinito

arbitrariamente rapido. :

Advertencia: La expresion (5) representa un conjunto de
soluciones singulares del problema de Dirichlet, pero no es se-
guro si no haya otras.

!
¢

. 2. Soluciones singulares del problema de Neumann.

Las soluciones singulares del problema de Neumann son
las soluciones cuya derivada es cero en el contorno, tomada la

derivada en el sentido normal al contorno, y entend1da como,

el limite alli. ,

Para obtener tales soluciones hay que poner en (2) las -

transformadas de las derivadas igual a cero:

ay(u) = bl(v) =0

(*) por poner b,(v) = —a, (), por lo cual renunciamos a la hbre ele-
g1b111dad de la derivada de contorno B,(¥). '
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Asi queda como solucién

S fay) =) ©

Para la antitransformacién tenemos que . determinar las fun-
ciones @ y b’ de tal manera que resulta una funcién del tipo
“transformada, o sea al menos regular en uy v en dos semi-
planos derechos 'y anulindose para Ru,v—oo.

. Ejemplo 1.
aw)=> b)=
fav=1
F(z,y)=1
Ejemplo 2
o(w) = b(o) =
-  u(ur+l) T u(vi—1)
vy =

F(z,y)=1-cosz coshy.

Ejemplo 3.

b(u)mQ(ﬁl)n L (n=1,2.3,..;)

v?n—l

a(u) ==

n—1 1 . 1
(u U)_ (_ ) w2n—1—2k —D;k——i-_l-

r nil 1 p2n—2—2k y2k
<”” N=2 )(Zn—Z—"Ic)l (2k) !

siendo. los cuatro primeros pohmomms

¢
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R 2 yg
n=2 F(z,y, TR
wi m2‘y2 yi
n=s Fen=gTarata
o 5 1 42 2wt 6 -
n=4 - F(z,y) gL Er, Zr_r ’

~6l 4! 21 21 41 sl

- Para la antitransformacién general de (6) pongamos

b(v) =— a(w) = a(—w)

_ (por lo cual la funcién a debe ser 1mpar) y tenemos como so-

lucién transformada

fa, v)—:lf' 1 wa(u)—ua(w)
i utiv u—iv

de donde viene por las reglas de la antitransformacién formal

1 : -
F(z, 3/):—|-E[A (o+ -{—) 44 (x-_%)] M
donde la funcién A es par.
Como en el problema de Dirichlet, se averigua dlrectamen-
te que (7) cumple el problema de valores contornos de Neumann,
con la especialidad que dichos valores son cero.

_ La funcion A debe ser analitica en el pr1mer y cuarto .
cuadrante.

Ademés valen las mismas advertencias como en el caso del
problema. de Dirichlet.

Buenos Aires, 30/6/1950.




