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RESUMEN. - Consideraremos el comportamiento de las soluciones del sis
tema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables dro/dt = 
.A (t)ro + t(t), donde ro(t) es un vector n-dimensional, .ti.(t) una matriz de 
funciones reales y continuas de la variable real t y t(t) un vector de compo
nentes ti (t) reales y medibles. 

Demostraremos que, dadas las condiciones iniciales, el problema de de
terminar el vector t(t) tal que haga mínimo el valor de t para el cual x(t) = 0, 
sujeto a la restricci6n que las componentes ti (t) satisfagan la relaci6n Itl (t) 1 

~ kl > 0, admite soluci6n y ésta es tal que Itl 1 = Tel • 
Si el origen es un punto de estabilidad del sistema dx/ dt = .ti (t) x (en 

el sentido de Liapounoff (1), las constantes Tel pueden elegirse arbitraria
mente, por ejemplo, Tel = 1. Si, en cambio, el origen es un punto inestable, 
-es posible, dar un criterio para elegir en cada caso las lel adecuadas para que 
el problema a que se ha.ce. referencia t.enga soluci6n. 

Este trabajo es una generalizaci6n de una memoria reciente de Bellman, 
Glicksberg y Gross (2), que se refiere al mismo caso para sistemas de ·ecua
.ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. 

SUMARY. - We sha11 consider the behaviour of the solutions of the 
system of linear differential equations with variable coefficients dx/dt = 
..A. (t)x + t(t), where x(t) is an n-dimensional vector, .ti (t) a real, continuouB 
IDatrix of order n and t(t) a vector whose components ti (t)" are real and 
measurable. 

We sIla11 proveo that, given the initial conditions, the problem of deter
IDining the vector t(t) so as to minimize the value of t required to make 
.x(t) = 0, subject to tIle constraint tIlat tIle itIl. component satisfy tIle relation 
Itl (t) 1 ::;;;: kl > 0, is solvable and tIle solution is to take Itl 1 = Tel • 

If tIle origin is a stable point of the system dx/dt = .ti (t)x (in tIle 
Bense of Liapounoff (1», tIle constants lel can be cIloosecl arbitrarily, fo\" 
-example, lel = 1. FurtIlermore, if tIle origin is an unstable point, it is pos
sible to give a criterium to choose tIle adequate Tel to solve tIle problem. 

TIle present work is a generalizatioD. of a recent paper by Be11man, Glicks
berg and GroBs (2). 
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1. Introducción. 

Sea x(t) un vector n-dimensional que satisface a la ecua
ción . diferencial lineal con coeficientes variables 

(1.1) dxJ:) =A(t) x + f(t), x(O) =xo, 

donde suponemos que: 

a) A(t) 'es una matriz real y continua, de orden n; 
b) f( t)es un vector real y medible cuyas componentes ir 

cumplen la relación . 

(1. 2) If .. 1 <k·>O I -- I , k¡ = constantes. 

Si consideramos el sistema de ecuaciones homogéneo 

(1. 3) dx(t) = A(t) x 
dt 

como la descripción del comportamiento de un sistema físico no 
perturbado, la introducción del término f(t) en la ecuación (1.1) 
puede interpretarse como la aplicación de una excitación -exte
r.ior o control. Un problema de importancia a ese respecto es el 
siguiente: dadas ciertas condiciones iniciales x(O) =Xo, deter
minar el vector f( t) que lleva el sistema físico al estado de re
poso en un tiempo t mínimo, imponiendo la condición (1. 2) 
de acotación de las componentes. . 

En' este trabajo demostramos que este problema siempre tie
ne s olución y que el vector f( t) óptimo es tal que 

fi(t) =±k¡. 

Se dice en ese caso, que el control es del tipo «Dn-off» o
«bang-bang» (2). 

V amos a distinguir dos posibilidades: 
el) -el origen es un punto estable (en el sentido de Liapou-· 

noff) para el sistema de ecuaciones (1. 3); es decir, dando un 
€ > O existe un ó > O tal que toda solución Xl (t) que satisface a:. 
la desigualdad 
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satisface también a 

C2) el origen es un punto inestable (en el sentido de Liapou
noff) para el sistema de ecuaciones (1. 3). 

Veremos que en el primer caso, las constantes k¡ > O pue
den elegirse arbitrariamente, .por e}emplo, k¡= 1.. En cambio, 
en el segundo, la acotación (1. 2) no puede hacerse con coIl,stant·es 
arbitrarias, pero en cada caso particular puede hallarse un valor 
adecuado para ellas, que haga posible la solución del problema 
arriba mencionado. . 

2. Teorema 1. 

Dado el sistema (1.1) que satisface a las condiciones a), 
b) Y cx), con el valor de k¡ = 1, existe un vector f( t) que reduce 
x( t) a oero con un .valor mínimo de t, y para él resulta 
f¡(t)=±l. 

Demostración. En virtud de un teorema clásico (3), existe 
una única solución x( t) del sistema' (1. 1) . para la que 

x(O) =xo' 

Sea <p(t) la matriz resolv.ente del sistema (1. 3), o sea la 
la matriz cuyas n columnas son n soluciones linealmente inde
pendientes del sistema (1. 3),' tal que 

«1>(0) =E, 

donde E es la matriz unidad. <p( t) resulta real por serlo tam
bién A (t). Entonces la solución x( t) está dada por la expresión 

t 

(2.1) x(t) =cp(t) +'<p(t) f QJ-l(s) fes) ds, 
. o 

siendo cp (t) la solución del sistema homogéneo (1. 3) que sa
tisface a 

cp(O) =xo' 
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A su vez, la cp(t) es expl'esable en la forma 

con lo cual la ecuación (2.1) se transforma en 

t 

(2.2) . x(t) = <\l(t) [ xo+ f <I>.-1(s) fes) ds ]. 
o 

El probLema se reduoe ahora a hallar el vector f( t) que con 
un valor mínimo de t = T cumpla la relación . 

T 

(2.3) - XOi = J (j)-1( t) f( t) dt; 
o 

o bien, elegir las fi( t) tales que verifiquen 

(2.4) 

T 

J 
n 

-xoi= ~(J,¡j(t) fi(t) di; 
j-O 

o 

donde las (J,¡j son los elementos de ~-1. 

i=1,2,3, ... ,n, 

Para ello, vamos a comenzar por demostraI' .que, dado un 
valor inicial xo,· existe un vector f( t) Y un valor t = T > O finilio 
tal que vale la ecuación (2.3). En efecto, siempre nos será po
sible elegir el vector f( t) tal que 

<1>.-1 ( t) f( t) = [( = constante, 

pues para esto basta tomar 

(2.5) f( t) = <\le t) lC 

Como el sistema homogéneo (1. 3) es estable, <\l(t) es una 
matriz continua cuya norma I <1>( t) I está acotada para t> O, don
de por norma de una matriz entendemos la suma de los valores 
absolutos de sus elementos. Tomando el vector constante l( sufi
cientemente pequeño, podemo:i siempre hacer que f(t) se man-
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tenga acotada por una constante arbitraria, por ejemplo 1f¡(t) I:s 1 
para t> 0, en virtud de la desigualdad 

If(t) 1< 1 <I>(t) I·IKI· 
Introduciendo (2. 5) en (2. 3) obtenemos 

(2.6) 

T 

- Xo = f [( dt = [(T, 
o 

ecuación que determina [( y con él, el vector f( t) y el valor 
t=T tales que se cumplen las ecuaciones (2.3) Y (2.4). 

Veamos ahora qué condiciones debe cumplir el vector f( t) 
para minimizar el valor de· T que reduce x(T) a cero. Para ello 
seguiremos el razonamiento expuesto en la memoria de Bellmun, 
Glicksberg y Gross (2), que se refiere al caso de ecuaciones di
ferenciales lineales con coeficientes constantes. 

La integral 

T 

f j~ Cf,¡j( t) fj( t) dt 
o 

define una transformación lineal del espacio de los vectores f( t) 
en el espacio vectorial n-dimensional de vector,es ~ cuya i-ésima 
componente e,s 

T 

~¡ = f 7 Cf,¡i( t) fj( t) dt. 
o 

Es fácil comprobar que el conjunto convexo de los vectores 
f( t) sujetos a la condición de acotación Ifd < 1 se transforma 
en un subconjunto convexo W(T) del espacio euclidiano n-di
mensional. Veamos que el conjunto W(T) es creciente con T. 
En efecto, todo elemento ~ . roTI del conjunto W(T) también 
.e.ertenece al conjunto W(T') donde T' > T, ya que la función 
!( t) definida del siguiente modo: 

= . {·l(t) para t<T 
f(t)=," 

O para t>T 
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tiene por transformada roT,l = roT 1 = roT " de donde se deduoe 
que W(T).c:: W(T'). 

El valor de T mínimo buscado es el menor T < <Xl para el 
que W (T) contiene al vector .,.... :Vo' Como el conjunto W (T) 
es creciente con T, existe un intervalo (T o' <Xl) para lel que W (T) 
contiene a - :vo, mientras que para T < To• esto no sucede. Si 
introducimos la métrica euclidiana en el espacio vectorial de los 
l;, se puede topologizar el espacio de Banach· de los y.ectores 
f( t) de manera que la transformación ro1' resulte continua y el 
conjunto de los vectores f(t) con If¡(t) 1< 1, compacto (4). En 
ese caso, el conjunto W(T), como imagen continua de un con
junto compacto, es compacto y por consiguiente cerrado, de don.:. 
de resulta que el conjunto W(To) contiene a - :vo. 

Para T<To, el yector -:Vo no está en W(T), y como el 
conjunto de los f( t) es cony·exo, siempre podremos elegir para 
cada T un vector unitario &T tal que la proyección de cualquier 
v.ector de W (T) sobre él sea menor .que la proyección de -:V.o 

sobre el mismo, o sea 

Como el conjunto de los vectores de norma unitaria es com
pacto en la topología euclidiana, existe una sucesión T n que 
converge aTo, para la cual &T. converge a cierto vector &. Sien
do continua la transformación: rorn f -+ roTo f, de donde resulta 

es decir, si f*( t) es un vector para el que' 

se tendrá 
[&, roTo tJ < [&, roTo f*] 

para todo f( t). Podemos, por tanto, afirmar que existe un con
junto de n COI1JStantes &¡ no todas nulas para las cuales f* 
hace máxima la expresión 

T T 

~ &¡ J ~ (J,¡j( t) tj( t) dt = ~ J ~ &¡ (J,¡j( t) fi( t) elt. 
o o 
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Evidentemente, el máximo de esta expresión es 

T 

7 f I7&¡U¡i(t)1 dt, 
o 

-que se obtiene tomando 

(2.7) fj(t) =sg( ~ &¡ u¡j(t»; 

Hemos así demostradó que si el vector f( t) reduce la solu
ción x(t) a cero para un valor mínimo t=T, sus componente.s 
fi satisfaoen a la relación (2.7), de donde se deduoe que 

(2.8) h=±1. 

2. Teorema 2. 

Dado el sistema (1.1) que satisfaoe a las condiciones a), 
b) Y c2), siendo k¡ constantes sujetas a 1:1 acotación 

IXol 
k¡= máx Iq>(t) 1 -T ' 

O~t~T 

donde q>(t) es la matriz r,esolvente del sistema (1. 3), T>O ar
bitrario, existe un vector f( t) que reduce x( t) a oero para un 
valor mínimo de t<T, y para él resulta If¡(t)l=k¡. 

Demostración. La demostración es semejante a la del teo
rema anterior, sólo que, como ahora el sistema (1. 3) es ines
~able, la matriz <P( t) es tal que su norma 1 cp( t) l-r 00 para 
T -r oo. Ello trae como consecuencia que el vector f( t) definido 
por la ecuación (2.5) no permanece acotado. Sin embargo, para 
cada T > O podemos tomar un vector constante 

(3.1) 

-que introducido en la ecuación (2.5) nos da 

(3.2) . . IXol. 
If(t) 1< 1 «p(t) l· 1[(1= I«p(t) 1 . T' 
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y en el intervalo O <t< T, el vector f(t) cumple la condición 

.If(t) 1< máx 1 «j)(t) l. IXol ; 
O:;:;:;;t:;:;:;;T T 

o sea 

If¡(t) 1< ki· 

Ese vector f(t) es tal que la solución x(t) se anula para 
t=T, pueS de las ecuaciones (3.1), (2.5) Y (2.2) resulta 

T 

x(T) = <P(T) l X.o + f <p-¡( t) f( t) ~t ] = O. 

° 
Hemos así demostrado la existencia de un vector f( t) que 

hace x( t) = O para t = T. El resto de la demostración sigue 
las líneas de la del teorema anterior, llegándose a la conclusión 
que las condiciones que deben cumplir las componentes f¡(t) 
para minimizar el valor de T, son 

Nota sobre el Teorema 2. Con respecto a la acotación im
puesta a laJs cOlliStantes k¡ en el enunciado de este teonema, cabe 
señalar que la función g(T). definida por 

g(T) = máx 1<P(t) 1 • Ix
T
ol 

O~t~T 

es una función continua positiva para T> O, que tiende a infi
nito para T ~ O Y cuyo comportamiento para T ~ 00 no se 
puede predecir en general. Esta función posee, por lo tanto, un 
extremo inferior M y en cada caso· podemos elegir un valor 
T o de T tal que 

siendo e> O arbitrario. La acotación 
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es, a ¡Inenos del e, la máxima restricción que, en virtud de est~ 
teorema, se puede imponer a las tiC t). 
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Comunicaciones 

1. J. STARICCO (Facultad Ing. Bs. As.). Aplicaciones de la integral muZ
. tiplicativa. 

Se aplica el concepto de integral multiplicativa o producto integral 
a la resolución del problema de Cauchy de las ecuaciones diferenciales 
clásicas en Física y se muestra cómo ciertas formas de operar en Elec
trodinámica cuántica pueden interpretarse mediante la teoría de dichas 
integrales. 


