
CONVERGENCIA, SEPARABILIDAD y AXIOMA 
DE ELECCION' 

por GREGORIO KLIMOVSKY 

El objeto de este trabajo e1 demostrar la equivalencia lógica 
entre el axioma restringido de elección y ciertos teOI'ernas ele
mentales sobre separabilidad y convergencia en espacios topoló
gicos. Se examinan también en él las condicionas en las que tal 
situación puede extenderse hasta convertirse en una' equivalencia. 
lógica con el axioma de elección. 

Comlenzaromos estableciendo la equivalencia lógica de los 
siguientes enunciados: 

El: Todo espacio topológico (1) qu,e sati~face el segundo axio
ma de numerabilidad es separable. 

E 2= En todo espacio topológico X que satisface el primer 
,axioma de' numerabilidad, para todo punto s que sea de 
¡acumulación de un subconjunto A de X, existe una su
cesión en A,...., {s} que converge a s. 

Ea: Piara toda familia infinita numer.able de conjuntos no va
cíos disyuntos dos a dos, ,existe un conjunto infinito in
cluido en la unión de los conjuntos de la familia y que 
intf}rseca a cada uno de éstos en un elemento a lo sumo. 

E4 : Para toda familia numerable no vaela de conjuntos no 

(') Salvo diferencias de detalle, las notaciones y definiciones relacionadas 
con teoría de conjuntos o topología son las de [4]. En particular, diremos que 
un conjunto cs "finito" si su cardinal l'S un número natural, y que es "nu
merable" si su cardinal es menor o igual que, el del conjunto de los números 
naturales. Si F es una familia, es de,cir, un conjunto de conjuntos, U ]¡' es la, 

unión de todos los miembros de F, o sea U, ~Xa.,ae F ~en la notación de [4]; 

,análogamente para la intersección de F, n F." Separable" se usa aquí, co
mo en [4], para indicar la eÁ"Ístencia de un conjunto numerable dmso cn el 
espacio. Dos conjuntos son "disyuntos" si su intersección es cl conjunto 
vacío., 

,1, 

I 
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vacíos disyuntos dos a dos, existe un conjunto incluido en 
la unión de los conjuntos de la familia y que interseca a 
cada uno de éstos eXactamente en un elemento. 

E4 I8S una forma del llamado «axioma r,estringido de dec
ción» o también «axioma numerable de elección» (2); se trata 
de una afirmación más débil (3) que el axioma de 'eleccióu pew 
que, al igual que éste último, es independiente (4 ) Y consisten
te (5) respecto de los restantes axiomas de la teoría de conjun
tos (6), siempre que éstos constituyan un sistema no contradic
torio. Es es un enunciado apar,entemente más débil que E4 (7); 
de ahí el interés en probar que en realidad es equivaLente a leste 
axioma. El y E2 s;o;nteor,emas elementales de topología gene-

(2) La denominación "restringido" parece deberse a Tal'ski (véase [9], 
y también [1], pág. 51). La d!!nominación "numerable", usada en relación 
con este axioma, se emplea por ejemplo en [6], pág .. 512, donde ya se señala. 
la estrecha conexión que existe entre E. y ciertos teore!l1lls elementales de to
pologia. Nótese que el "axioma de elección" común dice lo mismo que el res
tringido pero sin imponer limitaciones al número cardinal de la familia no 
vacía de coiljuntos no vacíos disyuntos dos a dos. 

(a) Mostowsld ha mostrado que el llamado "principio de elecciones depen
dientes" es más débil que el axioma de elección (es decir, no lo implica) [5]; 
pero, ,como observó Tarsld [9], el principio de elecciones dependientes implica 
el, axioma restringido de elección. Este último no -puede, por consiguiente, im
plicar al axioma de elección. Ver [7], pág. 131. 

(') De acuerdo con los ya clásicos resultados de Fraenkel, Mostowski V 
Mendelson, el axioma más débil de elección (para familias numerables disyilll
tas de pares no ordenados) es independiente de la teoría de conjuntos cuando 
é~ta es consistente, no posee 'ninguna clase de axiomas de elección -fuertes o 
débiles--, y se a,eepta la existencia de infinitos objetos que no son conjuntos, 
o la existencia de "conjuntos extraordinal'ios". De ahí sale la independencia, 
en un tal sistema, de las proposiciones 'que implican.la forma más débil, ln
tre ellas el axioma restringido. Debe tonerse en cuenta que el problema de la. 
independencia del axioma de elección, o de sus formas débiles, es todavía un 
p¡'oblema no resuelto cuando se trata de "teorías puras" de 'conjuntos. Véa
se [1], p{lg. 51. En estas discusiones, "independiente" quiere der.ir "no de
mostrable a partir (le los demás axiomas de la teoría". La cuestión de la. 
in(l.ependencia en EJ.l sentido de ser adüm{¡s consistente con los restantes axio-
mas, está ligada a los resultados de Godel (n). . 

(ro) La consistencia del axioma fuerte de elección e existencia de una fun
ció n que a todo conjunto asigne uno de sns elementos) y, por lo tanto, la de 
todas las formas débiles que de él se derivan, inclnído el axioma restringido 
de elección, es un resultado clásico v{¡lido para los sistemos usuales de teo
l'Ía de conjuntos, incluso en sus formas "puras". Ver Godel [2]" ,se excep
túan sistemas como el de Quinc, desarrollados en Rosser [6], en los que el 
axioma de ele,cción es falso --según el resultado de [81]' 

(0) Los sistemas usnales de teoría de conjuntos que aquí implícitamente· 
consideramos son los de Zcrmelo, Zermelo-Fraenkel, van Neumann-Bel'1lays-Go
del, sistemas simples de teoría de los tipos, cte. Ver [3]. 

e') Pues, según la nomenclatura adoptada más adelante, E, afirma la exis
tencia de "selectores" para una dada familia, de conjuntos disyuntos dos n 
dos, aún cuando ella sea infinita, mientras que Ea sólo afirma' la existencia. 
de "seudo-selectores" para este último caso. 
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ral(8), gen~ralmente considerados como .consecuencias muy par
ticulares del axioma· restring~do de elección; al _ resultar lógica
mente equivalentes a éste último, se tiene que también ellos son 
independientes y consistentes respecto de los damás axiomas 
de la teoría ,de conjuntos, :-siempre ba'jo' el ya mencionado 
supuesto de que aquéllos' constituyen' un sistema no contradic
torio-. Laequival,encia de El 'J de 'Ea con E4 sirve también 
para probar que ,El y Ea son más débiles que el axioma ds 
el,ección (3). ' 

Por otra parte, aún teniendo en cuenta el carácter elemental de 
Bl y E2" ,el 'que' ambos ,enunciados se impliquen mútuamenle -les 
decir, que desde el punto ,de' vista lógico expresen un mismo 
estado de cosas- no ~onstituye un hecho pbvio que se enruentre 
señalado en el -tratamiento de estos temas en los textos usuales
de topología. 

Para lograr nuestro cometido vamos a demostrar que E,J 
implica Es, que El' implica Ea, que Ea implica E4, que E, 
implica E2 y que E4 ,implica El' 

I 

E2 implica Eg• Sea F una familia numerabIe de conjuntos 
río vacíos disyuntos dos a dos. Sea s un elemento que no' per
tenezca a U F, Y pongamos X = U~F U {s} (9). Vamos a defi
n~r una topología para X, 'estipulando que un subconjunto Y 
de X es abierto en la topología si y sólo si existe una subfamilia: 
finita G de F tal que Y = X '" U G (no excluyéndose el 
c.aoo ,en que G les vacíO') o si Yes vacío. Es fácil v-erifiaar que, Ja 

(8) Véase, por ejemplo, [4], págs. 49 y 72. Añadido durante la: impresión'. 
Ya en 1919,' W. SIERPINSKI, en un artículo titulado L'aa;io1ne i/e M. Zer1nelo; 
el son role dans la théorie des ensc1nbles et l'analyse y publicado en el Bull. 
de PAcad. des Se. de Cracovie, 01: des Ee. Math. ct Nat., Serie A, 1918, 97-152', 
sl?üaló la equivalencia lógica entre ciertas formas débiles del axioma de elec
c(>ión (por ejemplo, la que afirma la existencia de selectores para familias; 
numerables disyuntas no vacías de puntos de la' recta) y cielotos teoremas de 
análisis elemental. En particular, la equivalencia entre E. y E,. es una ge
nol'rtlización (le uno de los resultados de Sierpinsld para sucesiones conver
gentes de números reales, generalización extendida a una familia muy amplia 
de espacios topológicos y establecida sin emplear las propiedades métricas de' 
la recta. Ver [1], pág. 65, de donde extraemos la referencia. 

(0) En los sistemas de Zermelo, Bel'nays, etc., se demuestl'a la inexistencia' 
de un conjunto universal. De ahí que, dado un conjunto cualquiera, por ojem
plo U F, la existencia de un elemento s que no está en él puede siempre ga
rantizarse. En los demás sistemas, si F es infinita y su unión es 'el co;njunto> 
universal, quitesele uno ,cualquiera d'e sus miembros, obteniéndose una nueva 
fumilia F' cuya unión no será ya el conjunto universal. La. existencia de "seu
do-selectores" y de "selectores" para F' implica obviamente la misma cosa. 
para F. 
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familia Y constituída por tales conjuntos Y satisface la defini
ción de «topología», de donde (X, Y) es un espado topológico. 
Como F es numerable, la.familia integrada por. sus subfamilias 
finitas es numerable (;1.0), de donde Y resulta ser numerable. 
Luego (X, Y) satisface el segundo ,axioma de numerabilidacl, 
de donde «a fortiori» sátisfaoe el primero. 

Por otra parte, si definimos A haciéndolo igual a X", {s} , 
se tiene que todo conjunto abiert,o contiene ,a s e linterseca a 
todo conjunto de F -salvo a un número finito de éstos últimos 
a lo stimo-, o sea que interseca a A; en otras palabras, s es 
un punto de acumulación de A. Luego, en virtud de la hipó
tesis E2,existirá una suoesión S cuyo dominio de valores 'está 
contenido en A", {s}, es decir, en A, y que converge a s. 
Nótese que el dominio de valores de S no puede ser finit,o, 
pues, en caso contrario, como, dicho dominio de valores está con
tenido en /1 y A = U F, todos los conjuntos de F -menos 
un número finito a lo. sumo- no contendrán puntos del mismo, 
de donde se concluye la. existencia' de un entorno de s sin pun
tos del aludido dominio de valor,es de la sucesión (v. g., quitando 
,3 X la unión de los conjuntos de F que contienen puntos 'del 
dominio), lo cual contradice el hecho de ser s punto de acu
.mlrilación de A. Más aún, razonando del mismo modo, puede 
verse que los valores de S, aún cuando constituyan un conjunto 
infinito, no pueden estar contenidos en la unión de sólo un nú
mero finito de elementos de F. Esto permite definir por .induc
dón, a partir de S, otra sucesión T, del siguiente modo: 
T(O) = S(O); T(n + 1) = S(i), donde ies ·:.el menor número 
natural tal que, para todo j, O <j< 11., S(i) no sea igual a TU) 
ni esté en un mismo conjunto de F con TU) -nó~ese que, 
visto lo dicho aoerca del dominio de valores de S, T(n + 1) exis
te si los T(j), O <j< 11., existen-o De aquí se tiene que T es 
biunívoca, de lo cual resulta que el dominio de vaiores de T 
es el conjunto cuya existencia se afirma en Ea, puesto que es 
infinito, está incluido en la unión de F y no ;conticIl!e pares .de 
elementos distintos pertenecientes a un mismo conjunto de F. 

El implica Es. Sea, como antes, una familia Finfinita 

'(10) Véase [7], 'pág. 41. NÓtese que para establceer este rC'sultado no se 
tlmplea ninguna forma del axioma de elección, aún cuando se tome en cuenta 
la "numerabilidad" del conjunto y no su "numel'abilidad efectiva". 



- 57-

numerable de cQnjunt.os no vacíos disYllnt.os dos. a dos, y sea 
(X" Y), el espacio topológico definido para X = U F., cuyos con
juntos abi~rtos son los conjuntos obtenidos quitando a X las 
uniones de subfamilias finitas de F (entre ellas la familia va
cía). El conjunto vac~o también se considera abierto. Como el con
junto de tales subfamilias ,es numerable, (X, Y) resultasatisfaoer 
el segundo axioma de nurrierabilidad. Por consiguiente, dada la hi
pótesis. El' debe existir un subconjunto S de. X,numer,able y 
denso en X.' Loo puntos de S no pueden estar ',contenidos en 
la unión de sólo un número finito de conjuntos de F, .pues 'qui;. 
tando a X esa unión se obtendría Un conjunto abierto sin pun
t.os ,de S, lo que contradice la densidad de S. De aquÍ resulta 
ser Sun conjunto infinito, cuyos puntos están en infinitos miem
bros distintos de F. Consideremos una enumeración so' S1> ••• , lin, ... 

de los el,ementos de S. Podemos definir por inducción otro 
conjunto infinito,numerable T, con una 'enumeración to, t2, ••• , tn ... 

para sus elementos, poniendo to =So, y tntl = Si, donde i es el 
menor número natural tal que, para todo. j, O < j < n, Si no 
sea igual a tj ni esté en un mismo conjunto del F con tj. De 
aquí se tiene " que T es el conjunto cuya existencia se afirma 
en Ea, pues es infinito, está incluido en la unión de F y no 
contiene pares de elementos distintos pertenecienOes a un mismo 
conjunto de F. 

Es implica E4' Sea F una familia cualquiera no vacía' de 
conjuntos no vacíos disyuntos dos a dos. Dir,emosque un sub
conjunto de U F es un «s,eudo-selector» de F, si interseca a 
cada conjunto de' F en un elemento a lo sumo. Si, además, tal 
subconjunto de UF. no es disyunto con ningún elemen:.to de F, 
dir'emos que se trata de un «selector» de F. E.¡, afirma la exis
tencia de selectores de F cuando ésta es numerable. Vamos ,a 
considerar únicamente el caso en que' Fes infinita pues, en 
caso contrario, la verdad de E4 se desprende del hecho de que 
el axioma de elección es un teOl'oema de la teoría general de con
juntos cuando se aplica a familias finitas (11). 

Al ser F infinita numerable, podemoscol1siderar una enu
meración cualquiera de F, es decir, una cualquiera de Iris co
rrespondencias biuilÍyoc'as entre F y el conjunto de los núme
ros naturales. Para cada número natural i, sea Fi el miembro 

(11) Ver [7] pág. 92, Y [1] pág. 49. 
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de F que corl1esponde a i en la aludida numeraClOn, y sea 
Hi=x{Fj: O<j<i}. Notemos que ninguno de los conjuntos 
Hi ·es vacío, pues ninguno de los Fi lo es (12), y que para i =/= le,. 
Hi es disyunto con 8'1' pues los elementos de Hi son funcio
nes con dominio igual a {j: O:::: j < i}, mientras que los de liT¡ 
son funciones con dominio en {j: O<j<k] (lS). Luego n, 
la familia de todos los conjuntos Hi , i número natural, es una 
familia infinita numerable de conjuntos no vacíos disyuntos dos 
a dos. Por consiguiente, en virtud de la hipótesis Es, debe exis
tir un seudo-selector infinito M de H. Es fácil definir una 
enumeración para los elementos de M, pues a cada elemento 
de M corresponde un único elemento de H al cual perteneoe, 
de lo cual resulta la existencia de una correspondencia biunívoca 
-entre M y una subfamilia de H que deberá ser infinita y, por 
lo tanto, numerable. Podemos entonces definir mo como aquel 
elemento m de M para el que existe el menor número natural 
i tal que m E Hi ; y podemos definir mil+! como aquel elemento 
m de M distinto de toc1ps los mj, O < j <n, para el que existe 
d menor número natural i tal que m E Hi' De este modo la 
enumeración de M queda establecida por inducción. 

'Para cualquier, par i, j de números naturales, O < i ~ j, 
ilefinamos cpi,j como la función con dominio en Hj y dominio 
de valor,es en Fi tal que, a cada elemento h de Hj hace co
rresponder el elemento h(i) de Fi -en otras palabras, dada 
la definición de Hj como producto cartesiano de los Fi, O <i ~ j, 
se tiene que cpi,j es la ,« proyecciÓn» de Hj sobre Fi~' Sea tP 
la función cuyo dominio está constituido por los números na
turales, que a cada número natural 12 hace corr~pon~er otro 
número natural tP(n) tal que mil E lIt'p(n); la unicidad de tP sale 
del hecho de ,ser M un seudo-selector de H, y la existencia 
de tP(n) para cada número natural 12 sale de la infinitud nu
merable de M. Obsérvese que, debido a la manera en 'que enu
meramos M, tP(n) > m para todo m. Podemos ahora definir una 

(:el) N6tese que, como antes, se emplea aquí el axioma (le elecci6n para el 
e,aso finito, es 'decir, un teorema de la teoría de ~onjuntos sin axiom!l.S de elec
ci6n fuertes ni débiles (11). 

(13) En particular, ,Ho es el conjunto de tod!l.S las funciones con dominio 
(In {o ~ Y valores, en Fo; de este modo Ho y Fo están en una correspondencia 
biunivoca obvia que, a cada elemento h de Ho, hace corresponder el, elemento 
h(O) de F¿. Sin embargo, si para formar la' familia H reemplazamos Ho por Fo, 
la familia podría no ser de conjuntos disyuntos dos a dos. 
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función f con dominio igual al conjunto de los números natu
rales y valqres en U F, que a cada número natural n haoe 
corresponder el elemento' rpn,~ (n) (mn). De acuerdo a lo dicho 
respecto de las funciones ep y t¡1, 13 función f hace corresponder 
a cada número natural i un elemento de Fi' De· ahí se tiene 
que si i"./= j deberá ser f(i) "./= f(j) -pues Fi es disyunto c.on 
Fj-, de· modo que es biunívoca; el dominio de valores S de t. 
restilta ser entonces un selector de F, ya que S~ U F, S in
terseca a cada conjunto de F en un elemento a lo sumo, pero 
110 es disyunto con ninguno da tales conjuntos, pues para todo 
i, Fi contiene a f( i). 

E4 implica E2 y E4 implica' El' La demostración de E2 
y de El utilizando el axioma de el'ección es bien' conocida, r·es
tando sólo hacer notar que el empleo de tal axioma es inneoe
sario, bastando usar ·el axioma restringido de elección. En el 
·caso de E2 ,esto se debe a que,. para cO'Ilsh;uir la sucesión en 
A r-.J {s} que converge a s, es suficiente considerar una sU0esión 
Eo, El> .. " En' .. , de entornos de s que constituyen tina base local· 
en s (14), y definir a continuación otra base 10callGo, Gl> '" Gil' ":' 
dónde Gil = n {Ei : i= 0,1, '" n}, y 'G1l+1.~ Gn para todo nú
mero natural n; para cada n se elige entonces un punto de 
Gn n (A N {s}). Pero ,esto último exige admitir la existencia 
de una función que, para cada número natural n, hace corres
ponder un punto de Gn n (A "-' {s}). En el caso de El' ·es ne-. 
.cesario considerar una base nurrierable de conjuntos abiertos 
0 0,01, ",,011, '" y -para construir el conjunto denso nume
rable pedido- elegir un punto de Oll para cada número natural 
n; pero esto requiere admitir la existencia de una función que, 
para cada número .l1atural . n, hace cotresponder un punto do 
On. La existencia de funciones tales es mera consecuencia del 
principio según el cual, dada una suoesión cualquiera de con
juntos no vacíos Do, Dl> ,'", Dn, '" -no forzosamente disyuntos 
dos a dos-, existe una función f con dominio en el conjunto 
de' los números naturales tal que, para todo' n, f(n) EDn' Fá
cil'. es ver que tal pr~ncipio es lógicamente equivalente a E4' En 
efecto. que 'el principio implica E4 sale de que, si' F es una 
familia numerable no 'vacía de conjuntos no vacíos disyuntos dos 

(1') Suéési6n que existe pues el espacio satisface el' primer axioma de nu
merabilidad, 
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a dos, y si F o' F l' .'., F'n, ... ,es una eriumeración .. de los miem-' 
br.os; de F, entonoes el selector de ;F cuya existencia. !Se afil'J:na 
en! b'4 ·se obtiene identificándolo al dominio de valores de una 
cualquiera de las funciones con dominio en el conjunto de los 
números naturales y tales que f(n) E Fn para todo n, funciones 
cuya ,existencia está garantizada por el aludido principio .. ReCÍ
procamente, si E4 es verdadero, y si Do, D lJ ,,,., Dn, ". es una 
sucesión de conjuntos no vacíos, entonces,· definiendo para cada 
número natural n Fn = Dn X {n} , - se obtiene una familia F 
numerable no vaCÍa de -conjuntos no vacíos disyuntos dos a dos: 
la constituida por los F n' Si S es el selector cuya existencia se 
afirma en E4, la función f mencionada en el principio en cues
ttión se obtiene definiendo f(n) = Cp (S n FII ), donde (p es la 
función que, a cada conjunto unitario { ( d, m)} constituido por 
un par ordenado (d, m), hace corresponder el primer término 
del par, es decir, d. Por consiguiente, como Sn Fn={(d,n)} 
-por ser S selector, de F -, cp {( d, n)} = d, de donde dE Dn Y 
f(n) =dE Dn. . 

Establecida así la equivalencia en~re nuestros cuatro enun
ciados, surge el problema de si es posible particularizar los enun
ciados El y E2 de. modo que continúen siendo equivalentes al 
axioma restringido de elección. Examinando el espacio topoló
gico (X, Y) utilizado-en la demostración de que E2 implica 
Ea, puede verse. sin dificultad que se trata de un espacio topo:
lógico conexo, ya que, para que un subconjunto no vacío. de X 
sea· cerrado, es necesario y suficiente que sea la unión de una 
sllbfamilia finita de F (o que sea igual a la unión de F); pero como 
F es infinita' tenemos que no .es posib~e que X sea la unión de 
dos conjuntols oerrados no vaCÍos disyuntos. Por otra parte, como 
y. 'es' numerable, ,el espacio topológioo (X; Y) satisface el se
gundo axioma de nmnerabili<;lad -según ya indicamos antes~_ 
Además, el espacio (X; Y) es compacto (15); para ello basta 
notar que, si un abierto de la topología. contiene un punto de 
algún, Z E F,oontienetodos los puntos de Z. De ahí se tiene 
que, dadó' un cubrimiento de abiertos para X; considerando un 
abierto J cualquiera, del mismo y los miembros de F no in-

. cluídos 'en él, si se elige para: cada uno de éstos. p.ltimos (12) un 

(lO) En el sentido de, [4], pág. 135; el espacio no es forzosamente de Haus
dorff. 
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miembro del cubrimiento que lo incluya, se obtien~ un sub
cubrim~ento finito. Por otra parte, la ex~Lencia: de un p1,lIlto 
colmO el ,s, que está' en todos los abiertos ,no vacíos de, la t9po
~gía y .. muestra que el conjunto {s} es ,denso en X, de,lT~od9 

. que el espacio X es separable. Nótese que, si se deSlpa estudiar 
el enunciado E2, o algunas de sus, particularizaciones, sin pre
suponer sus equiyalencias con enunciados como El -que fue lo 
que hicimos en, un comienzo, cuando demostramosqueE2 im
plica Ea sin conooer la relación lógica entre El y E2-, no 
podemos dar por sentado que el espacio (X, Y) sea separable 
partiendo del hecho previamente establecido de que cumple el 
segundo axioma de numerabilidad, pues eso es admitir El ,como 
v'erdadero. Todo, esto permite establecer la equival'encia de E4, 
con ,el siguiente enunciado E2', utilizando, como antes, el es
pacio topológico eX, Y) para establecer que E2' implica E~ (16)-: 

E2': En todo espacio topológico' X que satisface el segundo 
axioma de numerabilidad, que adem,ás sea conexo, com
pacto y s.eparable, para todo punto s que sea de acunw
lación de un subconjunto A de X, existe una 'sucesión en 
A", {s} que con'verge a s. I 

El espacio, (X, Y) no satisface ninguno de los axiomas 
usuales de separación; dos puntos de X que estén en un mis
mo conjunto de F deben pertenecer a los mismos entornos. 
Queda abierto el probl,ema de si es posible m,antener la equiva
l,encia con E4, imponiendo al espacio. topológico mencionado 
en E2 e o en E2') algunaconrli.ción fuerte de separación, por 
,ejemplo, la de ser un espacio d~ Hausdoi'ff o la de ser regular. 
Nót-nse que, si se, modifica ligeramente la d~finición de la to
pología Y, estipulándose ,como abierto a cualquier subconjunto 
de X que incluy,a a todos los miembros de F salvo un número 
finito a lo S1.lffi.O -con los que no es forzoso que sea disyunto-, 
además del conjunto vacío, entonces el espacio resulta ser T 0' 

además de conservar sus propiedades ~e' separabilidad, conexión, 
compacidad y de satisfacer el segundo axioma de nwnerabilidad 
(pues los que antes eran abiertos ahora también lo son, aún 
cuando no sean todos los abiertos, y es fácil verificar que cons
tit.úy;en una base en la nueva topología). 

(l0) La Úllplicll,ci6n de E,. con E.'. resulta de que E. implica E'.: la de Ea 
con E'l resulta de que. El implica E'l' . 
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, Consider~ciones paralelas a las recién efectuadas, ,pero apli
cadas al espacio topológico (X, Y) utilizado en la demostración 
de que El implica Es', 'lle~aría a mostrarnos que éste esco
nexo y' compacto. Efectuando, como recién, un cambio en' la 
,definición de la topología Y, 'permitiendo considerar como 
,abiertos a todOs los conjuntos que inCluyan a casi todos 'los con
juntos de F ~es decir, todOs salvo un número finito a 10 su
mo-, entonces el espacio resultaría ser Un T l (no existe ahora 
un punto como el s del ejemplo utilizado en la d:emostración 
,de que E2 implica Es" que estaba en todos los conjuntos abier
tos). ElLo permite demostrar la equivalencia de E4 'con el si
guiente enunciado El', utilizando, como antes, el nuevo espacio 
topológico (X, Y) para estableoer que El' implica Es' (16): 

E¡': En todo espacio T l , conexo y 'compacto, que satisface el 
segundo axioma de numerabilidad, existe un conjunto dan
so numerable. 

Como en el caso de E2 y E2', queda abierto el probl,ema 
de si puede manteners¡e la equivalencia de El (o de El') con 
E4 imponiéndose condiciones severas de separación, por ejem
plo, la de que el espacio sea de Hausdorff o r,egular. 

Surge ahora el problema de generalizar los ,enunciados El Y 
E2 de manera que lleguen a ser equivalentes al axioma de elección. 
Con este fin, vamos a mostrar qUe éste último es lógicamentte a 
cada uno de los dos siguientas enunciados: 

F l : En todo ,espacio topológico conexo (17) existe un subcon
junto bien Ordenable denso en el espacio. 

, , 

F 2: En todo espacio topológico, si s es un punto de acumu
lación de un subconjunto A del espacio, existe una red 
len A", {s}, definida sobre un conjunto dirigido bien 
ordenable, que converge a s. 

(") La exigencia de que el espacio sea conexo es esencial para no trivial¡" 
2ar el problema. Pues, si consideramos el espacio discreto construido Bobr~ un 
conjunto cualquiera, el único subconjunto denso en el total es precisamente el 
propio espacio, el que deberá ser bien ordenable si /le admite que algún subcon
junto denso (en este caso, el único posible). debe, ser ,bien prdenable, 
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Un oonjunto dirigido (D, » se dirá bien ordenable si D 
~s unoonj unto bien ordenable. Que el axioma de elección im
plica a F 1 tanto como a F 2~ es un hecho bien conocido' de to
pologíaelemental (18).· Las implicaciones inversas, que cons
tituyen una generalización de los resultados establecidos más 
arriba, muestran que F 1 Y F 2 son lógicamente equivalentes en
tr·e sí, lo que no se advierte en '81 tJ:atamiento habitual de lestos 
teoremas, y que son independi'8ntes y consistentes respecto 'de 
los r·estantes axiomas de la teoría de conjuntos (4),(5). 

F1 implica el axioma de elección. Supongamos que X sea 
un conjunto no bien ordenable. Sea Y la familia integrada por 
el conjunto vaCÍo y por todos los conjuntos de la forma 
X", Y, donde Y . es un subconjunto bien ordenable de X. 
Como la intersección de una familia cualquiera deoonj~ntos bien 
ordenables es bien ordenable y la unión de. dos táles conjunto<J tam
bién lo es, la familia Y ramita ser una topología para X (19). En 
virtud de la hipótesis FlJ aplicada al espacio topológico (X, Y), de
berá existir un SUbCOl.1junto D de X, denso en '81 espacio, y bien 
ordenable. D no puede coincidir con X, debido a nuestra hi
pótesis . acerca de la inexistencia de buenas ordenaciones '¡para 
X. Luego X", D no es vacío, de donde, debido a nuestra de
finición de la topología Y, resúlta X", D E Y. Pero entonces 
tenemos que D es disyunto con un conjunto abierto -con 
X", D-, l() cual contradioe la densidad de D. Ello muestra 
que nuestra suposición acerca de X es falsa, de lo cual resulta 
que X es bien ordinable. Como X es, cualquiera resulta que 
todo conjunto es bien ordenabl,e, lo cual es equivalente al axio
ma de elección .. 

F2 implica el axioma de elección. Se~ A un conjunto no 
bien ordenable, y s un elemento que no pertenezca a A. Pon
gamos X = A U {s}, y definamos Y como la familia integrada 
por ·el ,conjunto vacío y por todos los conjuntos de la forma 

(lB) Para demostrar F., hasta elegir un punto de.tl. para cada conjunto abierto 
que contenga a 8. Pues tales conjuntos, están dirigidos p;or e , y constitu1en 
una familia bien ordenable si el axioma de elección es válido. F , es obvio, 
pues todo el espacio será un conjunto denso bien ordenable, si el mencionado 
axioma es cierto. 

(19) El espacio topológico que así se obtiene es conexo, ya que lo contrario 
implicaria la posibilidad de dividir al conjunto X, que no ea bien ordenable, 
en dos subconjuntos no vacíos disyuntos, cada uno de ellos bien ordenable. 
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x: rv Y, donde Y es un subconjunto bien ordenable de. A. Co
mo antes, fácil es ·ver que, y, es unat.opología pa~a X. Como. 
A no es bien ordenable, todo conjunto abierto ,iJ;lterseca a A, 
y como todos ellos contienen al. punto s, resulta ser s .punto 
de acumulación de A, o sea, de A ~ {s}. En virtuc1 de F2, dtlba 
existir una red (8, » enA ,,-,,{s}, que converge a s, tal que 
el dom.inio de. 8 sea bien ordenable. Observemos que, si 
el dominio de. una función es bien ordenable,el dominio de 
valor,es también; para ello, basta hacer notar. que, si: a cada 
elemento x del rango hacemos corresponder el menor element.o 
cp(x) del dominio -,en una dada buena ordenación de éste úl
timo- tal que 8 (cp (x)) = x, y si, para dos . valores a y b po
nemos a <b si y sólo siep Cl < cp b en ,el dominio, entonces la 
ordenación . obtenida para el dominio de valores de 8 es una 
buena ordenación.. Pero, si lliunamos T a dicho dominio de 
valor,es, como T.e: A, X r..J, T no es vacío y es .. un entorno de s. 
P.ero este entorno no contendrá valores de S, lo cual contradice 
que la red converge a s .. ,Luego, no· puede .existir tal conjur¡.to 
A no bien ordenable, ,y .el axioma de elección es válido. 

Si se intenta particularizar los enunciados. F 1 .y F2, man
teniendo su equivalencia con el axioma de elección, pued:l no
tarse que el espacio topológico utilizado en' la demostración. d~ 
que F 1 implica el axioma de elección es Ti; ello r,esulta de que 
los conjuntos' unitarios son bien ordenables, es decir, cerrados 
en la tppología. En cuanto. al espacio utilizado en la demostra
ción de que F 2 implica el axioma, se tiene que es conexo p¡ero 
no Ti' pues s está en tQdos los abiertos (20). Ello permite ,es
tablecer la equivalencia del axioma de ,elección con los dos' si
guientes enunciados: 

F " 1 • 

F" 2 • 

, ' '. ~ . e 

En todo. :espacio ic;Jpoló.gico que sea, Ti y conexo, existe 
un sUQconjunto bien ordenable denso en el espacio. 

En todo ésp~'cio topológico T o' conexo y separable, ... si .s 
.. es un puj"ttode\acumulacióll de 'un subconjunto A del es-

M Pel'O '~l ~sp~cio e~ To, pues,dados dos' puntos diferentes, cmllO uno de 
ellos. nOlls .!l su complementario, en' el total· es· un abiertoqlle contiene al ob'o. 
A.demás,· el espacio'. es separable pues el conjunto unitario < 8 > estáincluíd¡) 
(:n todos, los abiertos. : 
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pacio, existe una red en A", {s}, definida sobre un con.
jun.to dirigido bien ordenable, que converge a s. 

Queda abierto el problema de si la equivalencia con el axio
ma de elecoión se mantiene imponiendo condiciones de separa
Clon más severas, como ser la de que el espacio sea 'de Haus
,dorff (21) o normal. De igual modo, cabe preguntarse si F 2' se 
hace más débil que el axioma de elección si se impone al espacio 
la condición de ser compacto. 
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(21) Modificando la definici6n del espacio topol6gico utilizado en la de
mostraci6n ite F 2 puede lograrse que se cumpla la condiei6n T, ; pero entonces 
la separabilidad del espacio ya no es válida. Para ello basta considerar como 

;abierto a C1talqlbÍel' complementario de un conjunto bien ordenable, contenga fI 
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