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'OPERACIONES POTENCIALES GENERALIZADOS 

Y SUMAS ORTOGONALES 

por MIS<;J.HA COTLAR 

(Instituto Matemática, Buenos Aires) 

Esta ponencia' es un resuman, sin demostraciones, de resul
tados y problemas referentes a una generalización de los opera
dores potenciaLes (*). Algunos de los enunciados SOtll poco precisos 
y ,explícitos por tratar&e de resultados no definitivos, cuyas de
mostraciones están aún en elaboración. 

Sea LP(En) el conjunto de las funciones medibles f(x) 
definidas en elespacioeuclídEl'o En = {x} tales que 

IIfllp(n)=llfllp={] If(X)IPdxr/p <00, (1) 
En 

donde x = {;1 ... ;n}, Y dx = d ;1 ... d;n es la medida de Le
hesgue. Se dice q~e h = Tf .. es un operador de tipo (p, s), o 
más pr,ecisamente de tipo (LP(En), Ls(Em», si T hace corres
ponder a toda función f de L~(En) una función h de ú(Em) 
de modo que 

(2) 

siendo M una constante fija independiente de f; el mínimo\ M 
para el cual vale (2) es la norma de T. Para toda función h 
definida en Em y todo a>O sea D(h; a) la medida (m-d.imen
sional) del conjunto Ea de los puntos donde Ih(x) I >a. Si 
s<oo, se tiene evidentlemente (lIhlls)s>as lEal =asD(h; a). Lue
go si se verifica (2) entonces con más razón se Vlerifica 

(2a) 

pero no recíprocamente. Por eso, si s < 00 , diremos con Zyg
mund [1] que T es de tipo débil (p, s) si se v'erifica (2) para 

(*) Las cuestiones aquí resumidas han sido tratadas detalladamente en. 
seminarios en el Instituto Matemático de Buenos Aires y en la Wáshington. 
University de Saint Louis en 1958 y 1959. (Ver [8]). 

,. 
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todo a > O Y toda 1 de LP. Si s = 00, entonces por definición 
tipo débil (p, s) es' lo mis~o que tipo (p, s). Si T es d3 tipo 
(o tipo débil) (p, s) se dice también que T es de tipo P donde 
P es el punto del plano de coordenadas (l/p, l/s); si p, s;;:;; 1, 
entonoes P es un punlto del llamado cuadrado ~e los tipos . . Los 
puntos de la diagonal principal do dEÍ este cuadrado se caracte
rizan por la condición p = s, y los de la otra diagonal dI por 
la condición l/s + l/p = 1, es decir s = p' = p/(p -1). Análo
gamente se define el tipo' (LP(Dn), Ls(Dm», donde Dn .. c::.En., 
Dm.L. Em son conjuntos acotados. 

Dado un operador T uno de los problemas fundamenta1es 
que se presentan es determinar los puntos P tales que T es da 
tipo P. AqUÍ consideraremos este problema para el caso cuando 
T es un operador potencial de M. Rhesz, o integral fraccionaria, 
de orden 1(*): 

TI=¡''(n(~)=Cyn J I(t) Ix-,tly-ndt=l* Itly- n, (3) 
En 

O<I<n, Cyn=r((n-I)/2)lnn/22Y r(I/2). (3a) 

Más aún consideraremos operadores potenciales generalizado.~ 
cuya definición pasamos a dar. Para explicar el origen de esta 
definición recordaremos antes como se definen las transformadas 
de Hilbert n dimensionales, cuya teoría está Íntimamente vin
c;mlada a la de los operadores (3). La transformada de Hilbert 
ordinario o 1-dimensional, corresponde al caso n = 1, 1 = O, en 
(3), y se define como 

- f f(t) /01= x-t dl=I*(l/t)= f*NQlJ (4) 

El 

siendo esta integral singular definida como valor principal (cfr. 
[2], [3]). Observemos 'que el núcleo N (t) = N 01 (t) = lit está ca
racterizado (salvo constante) pqr las. dos propiedades siguientes: 
N (at) = a-1 N (t) para todo a> O, Y la integral de N extendida 
al conjunto 1 < I t I < 2 es' nula. Por eso para " n> 1 la trans,.. 
formada n-dimensional de Hilbert ,sé define ([ 4~, [5]) como 

(*) Usaremos notaeiones veetoriales: ro + !I = (~l +"r¡¡, ... ~n+"ljn ), (a;, y) = 
pro dueto esealar de a;,Yila;I"= (a;,a;) i * indicará el produeto de eonvoluei6n. 
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fo~· = ! * Non donde N = Non es un núcleo tal que N ( ax) = a-n 
N (x) para todo a> O, Y todo x de En, y la integral de N 
extendida al anillo 1< Ixl <2 es nula. Si .2;= {x'} es la es
ra unitaria de En, si para todo x es x'=x/lxl y si w(x') -·es 
la función definida en Z; por w( x') = Non (x'), entonces 

(4a) 

y la integral de w sobre 2: es nula. w( x') se llama caracbe
l'ística del opeTlador (4a). Hay pues tantas transformadas ela 
Hilbert en En como funciones w( x') con integral nula, mien
tras que en El hay esencialmente una sola transformada de 
Hilbert. 

Llamar,emos operadores de Hilbert generalizados [6] a. los 
operadores H on! = ! *J(on cuyo núcleo verifica la propiedad 
homogénea solo para un valor de a, pongamos a = 2 : Kon(2x) = 
2-n [(on( x), siendo además nula la integral de Kon extendida 
al anillo 1 < Ixl < 2. Kon queda determinado por sus valores en 
l<lxl<l: si k(x)=Kon en 1<lxl<2 y cero en los demás 
x, entonces Kon(x) = 2: 00

_..0 2-ni k(2-ix), siendo nula la integ
gral de le. 

Volviendo a 10ls operadores (3), observ·emos que su núc1eo 
N=Noy = Ixly-n verifica N(ax) = ay-n N(x) para todo a>O. 
Llamaremos pues operadores potenciales generalizados [7] a los 
operadores de la forma 

(5) 

cuyo núc1eo verifica la propiedad homogénea solo para a = 2: 

(5a) 

Poniendo k(x)=KYn en 1< Ixl <2 y nula en el resto, tendremos 

(6) 

Si 'Y> O la integral de k( x) no necesita ser nula, más bien es 

k >0; Poniendo ki=-k¡y(x) =2(y-n)i k(2-¡ x) podemos escribir 

Kyll(x)=ZJ"'_ooki(x), HYII!=ZJoo_oo!*ki, (6a) 

k(x) se llamará. núcleo generador y los ki núcleos generados 
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por k. En el caso de los operadores de Hilbert ordinarias el nú
deo generador verifica las condiciones sigu1entes: a) k(x) es 
nulo fuera de Ixl < 2; b) k es integrabl'e con integral nula; c) 
k(X)ELip(l,l), es decir 1I1cll(1,1)<oo, donde Ilkll(p,y)(*) es la 
mínima constante e tal que IIk(x + h) - k(x)ll p < elhl Y• Por eso 
también en el caso de los operador,es H on generalizados impo
nemos al núcleo generador las condiciones a) - c). Entonces los 
núcleos generados verifican la condición b) Y las: a¡) k¡ es 
nulo fuera de Ixl <2i; e¡) IIkdb,l) <2-¡e. Análogamente al nú
c1eo de Hyn le imponemos las siguientes condiciones, que se ve
rifican 'en caso de los operador,es (3) ordinarios: a') k es nulo 
fuera'de 1<lxl<2; b')k es >Oe integrable; e') kE Lip(l,l). 
Entonces los, núcleos generados verifican: al) k¡ es milo fuera de 
2i < Ixl <2¡+1; bl) IIkdl1 < 2i"( e; el) 11 kili (1.,1) < 2(y-1)¡ e. 

Llamaremos operadores potenciales generalizados * a los 
!Operadores de la forma II Yn f = x, 00 -w f *k¡, donde {k¡} es una 
sucesión cualquiera de núcleos que verifican a{) - e{). En par
ticular, para y = O, tendremds los openadOlles de II ilbe.rl gene
ralizados *. Más aún, las condiciones a¡) - e¡~ implican (ver [6]) 
que los k¡ son easi ortogonales en el sentido de que 

IIk¡tj * kill 1 < 2-¡ ti, si j> O. (7) 

Análogamente ai') - el) . implican (ver [8], cap. 2) que los k¡ son 
casi ortogonales en norma (1, 2 y), es decir 

(7a) 

Dir·emos que un operador Hy es una sum~ y - ortogonal si 
Hrr=iI .... "'-""f*lci Y los k i verifican (7a). En particular los 
O-ortogonal,es son los que verifican (7). Así pues los operadores 
potenciales generalizados con ca.so particular de los generali
zados *, y :estos casos' particular de las sumas y-ortogonales. 
Para destacar el 'sen'tido de estas generalizaciones observ·emos 
que mientras en las transformadas de Hilbert los valores del 
n'úc!,eo Non pueden ,eligirse arbitrariamente tan sólo sobre 
la superficie esférica .2;, en las transformadas de Hilbert 
g¡eneralizadas los valores del núcleo [(on pueden élegirse ar-

<-> Esto siT ~ 1. Si T > 1, T = T' + T" ,T' = entero, T " s;: 1, decimos que 1G 

E Lip (p, T ) si 1G tiene derivadas absohitamente contmuas hasta el orden T' 
y la del'ifada de orden T' pertenece a Lip (p, T"). . 
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bitrariamente en la esfera sólida Ixl < 2. Por eso las transfor
madas de Hilbert . generalizadas forman una familia más amplia e 
incluyen también a los operadores del tipo de Fejer o ergódicos 
(Vler [6]). M:ucno más amplia aún es la familia de los operadores 
generalizados * donde tenemos infinitos núcleos arbitrarios k¡ 
que deben verificar al) - el). Resulta, que las propiedades bási
cas de los operadores potenciales ordinarios valen también para 
Los generalizados *. Más aún, una parte de las mismas (que 
corr.esponden al caso s = p') valen para las sumas y-ortogonales. 
Pasamos a resumir estos hechos y algunos problemas que se les 
vinculan. 

A) Calderón y Zygmund probaron (extendiendo a En re
sultados clásicos de El, debidos a Privalov, Lusin, M. Riesz y 

Kilmogorov [9]) que la transformada de Hilbert Jan existe como 
valor principal para toda lE LP,l < p <00, y que el operador 
correspondiente es de tipo (p, p) si 1 < P <oo~, y de tipo débil 
(1,1), [4]. O sea los operadores de Hilbert son de tipo p para 
todo punto P interior de la diagonal do = Aa Bo, siendo de tipo 
débil en el extremo Bo=(l,l). Todos estos resultados valen 
también [6] para los operadores de Hilbert generalizados *. Más 
aún, si p=2 ellos. valen también para las sumas' O-ortogonales 
(p = 2 corresponde a la intersección de do con dJ ('*'). (Cfr. 
Nota. I). Para nosotros es de especial interés el siguiente 

Pro b 1 e m a 1. Determinar para que otros valores de p, 
p -=-/= 2, son las sumas O-ortogonales de tipo (p, p), o de tipo 
débil 1, Y si es posible generalizar el concepto de O-ortogona
lidad de modo que esto valga para todo p. 

E. Oldander está considerando [10] algunas aproximaciones 
al problema 1, usando la siguiente fórmula que generaliza la 'ex
presión clásica del radio espectral: si T es un operador en LP, 
si (TI, g) ='(/, Tg) para todo par de funciones elementales, 
entonces IITII=límr~", (IIT{II)l/s donde s=l+rp', y T1/= 
T {[T( ITIIP-l sgn I]P'-l sgn I}. Fórmulas análogas valen en el 
caso general de operador·es de LP en LB. 

Para las cuestiones indicadas en E), I), y otras, puede r·esul
tar útil considerar sumas O-ortogonales continuas, dependientes de 

(*) Aprove.chamoB la oportunidad para corregir una errata de [6]' que 
puede' inducir a confusiones: al comienzo de la última linea de la página 47, 
falta la palabra "luego". 
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un parámetro continuo tEEm: Sea lf.(x)=k(t,x);tEEm,xEEn, 
una familia de núcleos tal que 1I'f./ * k;tslll < M2 e-l+sm ; 'entorices 

la suma continua (integral) Hf=f* (J kt(x)dt/J-) (/J-.=me

dida de Radón) es convergente para toda f y representa un ope..;. 
rador de tipo (2,2). A estos teOJ'lemaS sobre sumas O-ortogona
les se les puede dar una gran generalidad (cfr. [8], capítulo 2). 
Por ejemplo vale el siguiente teorema. Sea Vea) >0 una fun
ción decreciende de a> 0, W (a, b) una. función creciente en a> 0, 
y b>O, ¡..¡. una medida en Em, y {x,y} la medida-¡..¡. de la es
f.era de centro x y rado Ix - yl. Teorema: Si a cada x de 
En está asignado un operador hermiteano T(x), si para cada x, y 
los operadores T(x), T(y) permutan y verifican IIW(T(x); T(Y))II 
-< V( {x, y}), entonces 

ca 

11 f T(x) d¡..¡.11 < f V-l (W(a, a)) da. 
En O 

Si Vea) =ea-l,W(a, b) =ab, V-lea) =1 +loga/loge, ¡..¡.= 
medida discreta, obtenemos el teorema de las: sumas ortogonales 

B) Hardy y Littlewoocl (para n = 1, [12]), Sobolev y Thorin 

(para n> 1, [13], [14]), probaron que el operador potencial i "(n' 

dado por (3), es· de tipo (LP(En), Ls(En)) para todo p, s tales 
que 1/p-1/s=y/n, y/n<l/p<1. O sea el operador (3) es de 
tipo P para todo punto interior del segmento d"( que se obtie
ne trasladando do en y/n. Otras demostraciones de este teorema 
fueron dadas por Stein-VVeiss [15] y Du Plessis [16]. Zygmund 
probó[l] que este operador es de tipo débil (l,n/(n-y)), o 
sea de tipo débil 'en el extremo B de dy. Si Eme:. En, y si en 
(3) haoemos t varían en En y x en Em, entonces el operador 
(3) hace corresponder a funciones f( t) definidas en En funcio-

nes f"(n definidas en Em, de modo que cabe preguntar 'para 
que p,s este operador es de tipo (LP(En), Ls(Em)). Sobol'ev 
[4a] probó que el operador (3) es de tipo (T.-P(En) , Ls(Em)) si 
l/p- (m/n) (l/s)=y/n,y/n<l/p<l,m<n<m+y, o sea de ti
po P para todo punto interior al segmento d"(m que se obtiene 
rotando d"(con pendiente m/n. En realidad Sobolev probó un 
r,esultado mucho más débil, suponiendo que el operador se con
sidera sobre dominios acotados (es decir t, y x, . 'varían en (3) 
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sólo 'en dominios acotados y no en todo el espacio), y que P 
está encima de dym estrictamente, y propuso como problema el 
resultado que acabamos de enunciar. El problema fue r,esuelto 
por Ilin [17] (ver también Smolitzki [17 a ]). Sin conocer el trabajo 
de Ilin, Panzone y el autor [7b], (cfr. [7 a]), obtuvieron el mismo 
r,esultado por un método diferente que se aplica a situaciones más, 
generales, probando además que el operador es di! tipo débil 
(1, m/n - y) en el extremo del segmento. 'La misma situación 

se presenta si Em ~ En. Si f y ¡yn son considerados sobre do
minios acotados Dn.~ En, Dm.~ Em (de modo que la integral en 
(3) se extiende solo a Dn) entonces, según lo probaron Sobolev 
y Kondrachiev [15a], el operador es de tipo P para todo punto 
situado sobre o encima de dym; además si P está 'estrictamente 
encima de dYm el operador es también completamente continuo' 
(compacto); finalmente si 0< l/p < y/n entonces el operador 
(3) actúa de LP(Dn) en C(Dm) y es compacto ,(cfr. Nota 2). 

Todos estos resultados de Thorin, Zygmund, Sobolev y Kon
drachiev valen [7], [7a], [7b], para los operadoves potenciales ge
neralizados * Hyn, O < y <n. Estos resultados valen para sumas. 
:y-ortogonaLes si l/p + l/s = 1 (es decir si P está en la inter
sección de dy con d'), Y se puede extender un poco más el do
minio de los p donde estos resultados subsisten. 

Pro b 1 ,e m a 2. N o sabemos si para sumas .y-ortogonales. 
estos resultados valen para todos los p, y cual es el campo da 
su validez; falta además aclarar la compacidad del operador. 

C) De los resultados de B) resulta en particular que si fE LP" 

,entonces fyn,es integrable sobra todo compacto, luego la integral. 
(3) converge para todos los x salvo conjunto de medida nula., 

Más aún si m<n<m+y/p y Em~En, entonces fyn pertenece, 
a cierto Ls(Em) y por tanto los puntos donde la integral (3) 
no converge forman conjunto de medida nula m-dimensional en' 
todo subespacio Em (y esto es mucho más que decir que es de 
medida nula n-dimensional). Consideremos ahora los puntos de· 
div,ergencia contenidos en un conjunto m-dimensional pero no si
tuado 'en un mismo subespacio Em (por ejemplo, un conjunto. 
contenido en una suma numerable de superficies m-dimensionales, 
m < rn). Como se sabe, para tales conjuntos conviene usar las,. 
medidas fraccionarias de Hausdorff o la noción de capacidad .. 

.. ","""",,,,,,,,,, .. , ".~----------~ 
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Recordemos que un conjunto compacto B c: E tiene y-capacidad 
nula si para toda medida de Radón jJ. tal que ¡.t.( B) > O, ¡.t.(E-B) = O 
se verifica IIfly(x).II", =00 , donde f.íy=¡.t.* Ixl .... -n. Du Plessis[16] 
probó el siguiente teorema: Si y/n<1/p,p>2 y si fELP(En) 
entonces los puntos x en que la intagral (3) no conv,erge for
man $ conjunto de y' -capacidad nula, para todo y' > n-y p; 
si 1 < P < 2, entonces este conjunto es de (n - y p )-capacidac1 
nula. Introduciendo la noción de capacidad respecto de núcleo 
generales K .... n, el teor,ema de Du Plessis se extiende [7] a los 
operadores potenciales JI .... n generalizados *, así como a capa
cidad m-dimensional, Em.c:En. En el mismo trabajo Du Plessis 
probó el siguiente teorema, que Hardy y Littlewood [12] demos-

traron para n= 1: Si fE Lip~, O < ~ < 1, entonces frn E Lip(y + ~), 
0<1+ ~ < 1; si fE LP(En), p> 1, l/p + l/n > y/n > l/p, enton-

ces hnE lip(y-n/p). Para n .1 Hardy y Littlewood dieron 
varios otros teoremas de este tipo (generalizados a n> 1 en [7]), 
por ,ejemplo: fE LP(En) implica f .... nfLip(P,y) si O<y<1. 
También estos teoremas se extienden a los operadores potencia
J,es generalizados * [7], así como al caso de clases Lip ~(Em), m < n. 

Pro b 1 ,e m a 2a. Determinar la estructura de loa conjun
tos de divergencia de las sumas y-ortogonales, así como la vali
dez para estas sumas de los teor.ernas ref,e.ren~es a las clases Lip. 

D) Si, en vez de normas tomadas respecto de la medida de 
Lebesgue dx, se consideran normas vespecto de meddias pon
deradas Ixl a dx, entonces hablaremos de tipos (LP (En); Ixl a dx) ; 
Ls(Em, Ixlbdx)). En casó de un dominio Dc:En se usa en vez 
de Ixl a un peso o( x) que tiende a cero, al tender x al contorno 
de D, con «velocidad» Id(x) la, d(x) = distancia al contorno. 
Hard)' - LittJ,ewood [12] probaron para n = 1 que los operadores 
(3) son del tipo (LP(En), Ixlbdx); Ls(En, Ixl~'dx) si 1/p-1/s 
~ I/n - (a + b) ; Stein - W ciss [15a] extendieron este teorema a 
n > 1, que se reduce al teorema de Thorin - Sobolev si a = b = O. 
~n un trabajo en preparación, E. Ortiz y el autor [22] prueban 
que los resultados más precisos de Sobolev (para Em c: En, com
pacidad, tipo débil, etc.), se extienden al caso de tates pesos. 
E. Stein (para n> 1, [23]) Y Babenko. (n = 1, [23a]) probaron 
.teoremas análogos para las transformadas de Hilbert. Todos estos 
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teoremas valen para operadores (potenciales o de Hilbert) gene
ralizados *, y parcialmente para las sumas ortogonales. 

Kanlarovich [18] mostró que los resultados «más débiles) de 
Sobolev ;..,~KoQndrachev (para dominios compacto.3 y P encima 
de dy) pueden deducirse de teoremas generales sobre operadores 
integrales, que extienden un teorema de Young (ver [8], cap.' 4). 

Pro b 1 e m a 2b. Examinar para estos operador,es integrales 
los tipos débiles, teoremas de capacidad, tipos ponderados, así 
como los teoremas de Horvath que se mencionan en F), Y de las 
clases de .sobolev que se mencionan len E). 

E) En [4] Calderón y Zygmund imponen al núcleo Non 
(o a su función característica w( x')) ciertas coniciones de con
tinuidad uniformes. En [4a] elloJ prueban que es suficiente exe
gir I w Ilog(l + I w 1) E V (Z:) (si p> 1; , el caso p = 1 no está 
aclarado). Más aún ellos extienden los teoremas de A) a los ope
radores f * N con N ( x) = Non (x) tP ( Ixl ), donde Non es como 
antes y tP es una transformada de Fourier, Stieltjes. En una 
nota de próxima publicación, E. Oklander'y el autor dan otra 
demostración de estos resultados, basada en el siguiente teorema 
general. Dada una función w( s) sobre z: y para todo s E z: 
un operador T:sI, definimos al operador radial (cfr. 4a) 

Hf = J w( s) Ts f ds. Bajo condiciones' generales sobre w y T, 
11 

si los T s son de seudo-tipo «uniforme» (ver definición en G)), 
y si los 1's son de tipo (p, p), resulta que Hf es también de 
tipo (p, p). Este teorema puede aplicarse también a operadorl{)s 
de Hilbert generalizados, y estamos considerando oon Oklander 
el siguiente 

Pro b 1 e m a 3. Extender (mediante el teorema de opera
dores radiales), los resultados de [4a] a transLormadas de Hilbert 
generalizadas *. Idem para los operadores potenciales generali
zados *, y examinar sistemáticamente las propiedades de los 
operadores radiales arriba definidos. 

Los operadores de Hilbert son casos particular.es de las in-

tegrales singulares de la forma ([4a], [5]) Hf= f f(y) [((x, y) dy, 

donde [(=N(x,x-y), siendo N(x,az)=a-nN(x,z) para todo 
a> 0, y 'la integral de N ;sobre I z I = 1 es nula. Más gerieral-
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~ente en [4a] se consideran nucleos. de 11\. formB: K.= N (x, x -:- y) \~ 
(1 x - y 1). Calderón y Zygmund demúestran [4a] que bajo 
Ciertas condiciones generales . estos .op:eradores son de 'tip~ 
Ú),p) si l<p<~ (para p=l, está sin aclarar) y valen los 
demás resultados de A); Parece que también aquí ~l teorema 
general sobre operadores radiales, mencionado másB;rriba, per-: 
mite extender estos reSultados a operadores generalizados. LIa-: 
mando operadores potenciales fuertemente generalizados . a los 
operadores integrales cuyo núcleo es de la fOJ;ma [(.r( x, y) = 
N (x, x - y) ~ ( 1 x - y 1) y donde N verifica la propiedad homo
génea para un sólo valor de a: N(x,2z). 2y-n N(x, z), estamos 
.considerando el siguiente 

Pro b lle m a 4. Extender los r·esultados de A) ,B), D), a 
los operadores potenciales' fuertemente generalizados, y definir los 
fuertemente generalizados * y las sumas fuertemente ortogonales; 
ídem para C) .. 

En [4b] Calderón y Zygmund prueban que los operador,es 
de Hilbert son de tipo (W/, Wpr) donde W{ son los espacios 
<le Sobolev'(ver Nota 11). 

! . 
Pro b 1 e m a 4a.. Examinar como actúan los operadores 

tenciales y potenciales generalizados o fuertemente generalizadas 
con respecto a tipos (Wpr, W/). 

Pro b l'e m a 4b. Extender a operador,es potencial'es gene
ralizados la teoría de periodización de Calderón-Zygmund en [4d]. 

F) J., Horvath [24] probó que los operadores de Hilbert son 
ae tipo (DLp" DLs') (*) si 1 < p <oo. Análogamente los poten
ciales (3) son de tipo (DLp" DLs'), con ljp-1js=iln, p>1. 
Usando una definición equivalentd de tipo débil (ver [7]) es po
'sible definir el tipo débil en DLp' y completar lo~ teor:emas de 
Horvath para p = 1, así como con los teoremas de Sobole v 
Kondrachev de B). Todos estos teor,emas se extienden a opera
dores generalizados * quedando como antes por aclarar el caso 
de sumas ortogonales, así como los teor,emas de C). 

Cora Itatto c1eSaclbsky [25] mostró que los resultados de B) 
valen para 'los operadores potenciales hiperbólicos con núcleo 
(1 t12 - t2211/2)2-Y, si tE E2, Y aún para potenciales hiperbólicos 

" 

(*) re DLP si es infinitamente derivable y las derivadas e LP ; t" -+. O 
en' este espacio si DI r,,-+O en Lp para todo i~DLP'. es el .aual DL", q 'p'. 
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generalizados; la propiedad de tipo débil (1, 1) no vale en !el 
caso hiperbólico. Este trabajo considera sistemáticamente tan sólo 
el caso n = 2, Y Oor.a Ratto 'está ex,aminando en . detane el c8iSOl 
general, así como las propiedades de C) para los hiperbólicos. 

T_as propiedades de los operadores hiperbólicos de E2 es
tán vinculadas a la teoría general de operadores dobles o ite
rados: si I(x, y) es función de dos variables (x, y) E Em X En, y si 
T x actúa en Em, T y en En, cabe considerar el operador doMe 
T x Ty I = TI Y la relación entre los tipos de los operadores T, T x' Ty_ 

El caso 'en que T x' T y son operadores de Hilbert generalizados * 
fue estudiado en [6]. Sin embargo falta aún un estudio sistemático 
del caso general; en particular convendría examinar el tipo de 
operadores dobles respecto de normas mixtas xII yll/( x, y) ¡¡plll" 

G) La teoría, y las demostraciones de las propiedades, de 
los operadores potenciales generalizados, está estrechamente vin
culada al teorema de conv,exidad de Riesz - Thorin y sus exten
siones. En los teoremas de A), B), D) se trata de establecer que 
los operadores potenciales generalizados * son de tipo P en to
dos los puntos interiores de dym = AB', Y de tipo débil en B'; 
además en caso de dominios acotados se trata de establecer el tipo 
compacto. Se obtiene pues' una considerable simplificación de 
las demostraciones I usando el siguiente teonema de lI1arcinkiewicz
Z ygmund [1] : Si' un operador T es (>Vio) de tipo débil P 1 con 
norma débil M 1 Y de tipo P 2 con norma débil· M 2' entonces T 
es de tipo P en todo punto P interior a P 1 P 2 Y con norma 
M ~ cM 11-a. M 2a., siendo a la razón en que P divide al seg
mente (siempre que el segmento no sea paralelo al eje de abcisas); 
la constante e depende de P y tiende al infinito si P tiende 
a P 1 o P 2' Este teorema generaliza la parte ,esencial del teo
l'ema clásico de Riesz - Thorin que afirma: si T es de tipo en 
P1 y P 2 entonces es de tipo en todo P del 5'egmentoP1 P 2 
valiendo M < M 11-a. M 2a.. Gracias al teorema de Marcinkiewicz, 
para establecer el tipo de Hyn basta probar qua Hyn es de tipo 
débil en 'el. extremo B' y de tipo en el punto 0' en que dym 
corta a d'; porque entonces por este teorema Hyn será de tipo 
en todo punto de O', B', Y siendo Hyn esencialmente her
miteanoesto implica enseguida el tipo en la parte simé-

(*) Como las funciones elementales (escaleras) son densas en Lp , todo ope
rador acotado T queda determinado por sus valores en estas funciones. Por 
tap.to en todos los teoremas. de conve-xidad se supone que T está definido en 
el conjunto de las funciones elementales escaleras. 
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trica A G'. La demostración del tipo en G' es más fácil 
de tratar pues G' es punto de d' luego LP y LB son en este 
caso espacios duales, y pueden aplicarse los teor,emas de opera
dores ortogonales. Por otra parte la demostración del tipo' débil 
e~ B' =l (1, (n -,) 1m) es más fácil de tratar gracias a los dos 
hechos siguientes. 1) En caso de B' es p = 1 Y este es e] único 
valor de p para el cual vale .2:: Ilfdl p = 11.2:: Idl p, f¡ > O. Debido a 
esto resulta ([7], proposición 3) que para establecer el tipo débil 
en B' de T basta probarlo para funciones características de 
intervalos (cubos), y esto último suele ser fácil. 2) Para el caso 
p = 1 se puede dar una nueva extensión del teorema de Riesz
Thorin basada en la siguiente noción de seudo-tipo ([6], [7]). 
Por lo observado sólo cO'l1sideraremos funciones escaleras I lue
go el soporte S(f) de I es un conjunto acotado y podemos 
hablar de m (f) = mínimo de I f I en S (f); con Q indicar-emos 
un cubo que contiene a S(f) y con ~(f,Q)=IQI-lllflll' Para 
muchos operadores T dados por integrales singulares, tale:; co
mo los Hin, Tf(x) es «bueno» en los puntos x fuera de SU), 
y «malo» ,en S(f) ; además existe una h tal que TI m.ejora si 
sustituimos I por 1- h, donde h se mantiene menor que m(f) 
o que ~(f, Q). Por tanto es de esperar que para muchos T saa po
sible encontrar una tal h, y un conjunto F del «tamaño» de 
S (f), tales que verifica ' 

{JIT(f-h)ISdXrls <ellflll' (8) 

EB_F 

Decimos que T es de seudo tipo * (1, s; a), a> 0, si para 
toda I existe una h y un F para los cuales se verifica (8) y 
tal'es que Ih(x)1 <cm(f), ¡PI <[clllIl1/m(f)]sla.T es de seudo ti
po (1, s; a), a> 0, si para todo Q existe un F y una h tales que 
vale (8) y Ih(x) I <e ~(f, Q), IFI < cIQls/a. Evidentemenlie tipo 
(1, s) implica seudo tipo * y seudo tipo. Se prueba que si a < s 
entonces seudo tipo implica seudo tipo *, y se tiene la siguienbe 
extensión del teorema de Riesz: Si P 2 = (1, lis), si T es de tipo 
débil P 1 Y de seudo tipo (1, s; a), entonces T es de tipo débil 
en P 2' Y por tanto de tipo P en todo punto interior de P 1. P 2; 

aquÍ a=tgcpltg&,cp=argumento del vector OP2,8'=el del vec
tor Pi P 2' Gracias a este teorema, para establecer el tipo débil 
en B' basta probar el seudo tipo (1, s; la) y esto es tarea mucho 
más fácil, .. por lo menos en caso de los operadores Hyl1' 
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Indiquemos todavía otros dos perfeccionamientos de los teo
remas de convexidad que resultan útiles ,en la teoría generalizada 
de potenciales. 'En el teorema de Riesz - Thorin 'p l' P 2 son' pun
tos cuaLesquiera del cuadrado de los tipos, mientras que en el 
de Marcirikiewicz se supone que estos puntos están el triángulo 
inferior del mismo. En los teoremas de Sobolev y las teorías ge
neralizadas de potenciales aparecen segmentos P1 P2 conpun
tos en el triángulo superior; estas y otras cuestiones hacen pensar 
en la utilidad de extender el teorema de convexidad de Marcin
kiewicz a todo el cuadrado. Tal extensjón parece posible y la de
mostrración será p:ublica:da en un trabaJo próximo. Por otra 
parte los teoremas de Sobolev - Kondrachev sugieren la extensión 
de los teoremas de convexidad de Riesz y de Marcinlciewicz a 
tipos, y tipos débiLes, compactos. Creo haber demostrado el teo
rema de Riesz ,para tipOl3 compactos, y el de Marcinkiewicz - Zyg
mund/para el caso de medidas de Lebesgue en espacios euClídeos. 

En las demOl3traciones de las propiedades de potenciales ge
neralizados se usa también una extensión del teorema de Riesz 
para operadores que dependen analíticamente de una variable 
compleja; esta extensión se debe a 1. Hirshman [26] y E. Stein 
[15b]. Los teoremas de convexidad fueron también estudiados 
en los espacios HP de Hardypor Calderón - Zygmund [4c] y 
Stein - Weiss [15c]. Stein y Weiss extendiaron los teoremas de 
convexidad al caso de medida'3 variables [15b], además ellos pro
baron [15d] que en 1013 teoremas de convexidad es suficiente que 
la hpóteisis se verifique para funciones características de con
juntos. Calderón (comunicación oral) consideró el teorema de 
Riesz 'en los espacios de Sobolev, y en un trabajo de próxima 
publicación, Lions estudia cuestiones más generales de este tipo. 
Finalmente en [17] (ver también [8], cap. 111) se indica una uni
ficación parcial de los teoremas de R~esz y Marcinlciewicz, pero 
está aún sin resolver la unificación completa. 

Pro b 1 e m a 5. Generalizar la noción de seudo tipo para 
p ~/:'1, y aclarar las relaciones entre seudo tipo, tipo, tipo débil., 
unificando estos conceptos. 

Pro b 1 e m a 5a. Examinar los teoremas' sobre seudo iipo 
en otros espacios, tales comlo los de Hardy, Sobolev, Nikolski; 
ídem tipo débil en los dos últimos espacios. 

Pro b 1 e m a 5b. Demostración del teorema de Marcin-

ú 
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kiewicz ~ Zygmund para tipos compactos en el caso, de madidas 
arbitrarias; ídem en el triángulo superior de los tipos. 

H) Si Tf = f * K Y si K, f son funciones «buenas», defi
nidas en En entonces F(Tf) =F(f) o, con o=F(K), dondeF 
es la transformada de Fourier. Más generalmente, diremos qu~ 
T es un operador dado por un multiplicador o, si o es una 
función definida en En y para toda función elemental f se Üene 
F(Tf).='F(f) o. Si K no es integrable se puede definir F(K) 
de dos maneras: 1) Aproximando (por i ejemplo, truncando) a K 
por núcleos integrables Kj--+ K Y probando que F(/{j) con
v·erge en cierto sentido a un límite o de modo que F(Tf) = F(f) o. 
2) Definir F(K) en sentidQ de las distribuciones. No siempre 
ambas definiciones concuerdan y en 1) dif,erentes aproximaciones 
pueden dar diferentes límites. En el caso de las transformadas de 
Hilbert H f = f * J(, /( = N 01> Calderón y Zygmund probaron [4], 
[4e] que: a) 0= F( K) existe en sentido de 1) de moclo que 
estos operadores son dados por multiplicador.es; b) o es una 
función homogénea de grado 0, luego o(x) está determinada 
por su r·estricción o( x') a 2:, y esta restricción recibe el nom
b~e de símbolo del operador o(H); c) si N Ol E C"" (en x-=/=.O), 
también o E C"", recíprocamente toda e.E C c.o, homogénaa de 
grado 0, es el símbolo de un operador de Hilbert; d) el símbolo 
del producto de operadoras es igual' al producto de los símb010s; 
e) ,el operador tie.ne inverso si y solo si su símbolo no se anula¡;¡ 
f) si w( x') es la característica (del operador entonces la co.rres
poodencia w( x') ~ o( x') proporciona una generalización del 
concepto de función conjugada para En; g) una teoría análoga 
tiene lugar para el caso u If,LPt( Z; L' Horváth [24] probó que 
F(N01 ) existe en sentido 2) concordando ambas definiciones. 
Los operadores de Hilbert generalizados son también dados [6] 
por un multiplicador o qUd verifica la· propiedad' homogénea 
sólo para a=2: 0(2x)=0(x); recíprocamente, toda función 
dE -C "" homogénea para a = 2 'es el símbolo de un operador de 
Hilbert generalizado. Las propiedades d) y e), ~n cambio, no 
están aclaradas del todo aún, y menos aún la f), que aquí cambia 
fundamentalmente, pues ahora W(X') y o(x') están definidas en 
la esfera sólida. En el caso de los oper.adores potenciales genera
lizados también se extienden las propiedades a) - c) [8] 'en sentido 
de la definición 2)', y si 0<: y < 1/2 también en sentido de 1). 
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Pro b 1 e m a 6. Aclarar las propiedades d) - f) para los 
operadores de Hilbert y potenciales genera,lizadas. El problema 
está sin abordar para los operadores generalizados *. 

Un importante teorema de Marcinkiewicz (para series Fou
rier, 'extendido a integra1es Fourier por Mijlin [5aJ) da la si
guiente condición suficiente para que un op'erador general T, 
dado por el multiplicador o, sea de tipo (p, p) para todo 
1 < p <00: 'existe la derivada o on/ o xl'" o xn' siendo' continuas 
las derivadas precedentes, Ixls ID(s)o(x)1 <M para s=O, ... ,n. 
Las propiedades de tipo de los operadores .de Hilbert pueden ob
tenerse como caso particular de este teorema. La demoslración 
de Marcinkiewicz usa propiedades sútiles de funciones .de VValsh 
y funciones analíticas. Calderón - Zygmund [4d] dieron una de
mostración directa, para algunos casos particulares importantes, 
como aplicación de [4], con extensión . al caso p = 1 ; según co
municación oral de Calderón, estos autores obtienen ,el teorema 
completo con los mismos métodos directos. Sería útil extender ·el 
teorema a los tipos (p, s); creo que .para ello habría que reem
plazar, ,en la última desigualdad, Ixls por Ixlstl con ljp-ljs-y/n. 

Pro b 1 'e m a 6a: Generalizar este teor,ema de' Marcinkiewicz 
para tipos (p,s),l/p-l/s=y/n, y deducir su demostración 
aplicando los teoremas de tipo de los pperadores potenciales g,ene
ralizados; ídem para tipos (LP(En); Ls(Em». 

1) Si HI es una transformada de Hilbert en E2,SU ca
racterística w( t) es una función definida) ,en la circunf.erencia, o 
en (O, 21t), y por tánto qesarrollable 1en serie de Fourier w(t)= 
.z Cn eint . Son prues de espec:i¡al importacia los oper,adones Um 
cuya característica es w(t) =eimt (m,-/-=O), y se tienen los resul
tados siguientes (Giraud, Mijlin [5], [5b]; ver también Horváth 
[24] donde estas fórmulas se deduoen por un método original 
basado en ál@ebras Grassmann): h) U = Ul es lID operador uni
tario fijo y Um=ljmUm, U-m = (-l)m m-1U-m; h1) o(Um)= 
(-i)mm-1 eimt si m>O y (i)lT) ImJ-1 eimt si m<O; h2) todo 
operador de Hilbert H de característica w = ~ cm eimt S13 desa
rrollaen serie de Laurent del operador U: 

<lO DO 

H =2::1 cmm-1 Um+ ~1 (-1)mm-1 c_mU-m . (Mijlin) ; 

h s) en caso de En, n > 2; la característica w, definida en la 
superficie esférica,se desarrolla en serie de funciónes esféricas 
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y ml; luegp es de interés particular el caso w = Y ml, Y 3n este 
caso es = Eme y me' donde Em = constante;' h4) si w = z: eme Y me 

entonces H = z: cme Em y me' Así pues, entre los posibles opera
dores de Hilbert están los oper,adol'es «fundamentales» U ml' 
y todo otro operador se descompone en serie de fundamentales. 
Finalmente, si H es una integral singular con núcleo [{(x, y) = 
N (x, x ---. y), el símbolo se define como la. restricción a z: de 
FzN(x,z); aquí N(x,z') se desarrolla en. una serie de fun
ciones esféricas con coeficientes .no constantes, dependiJente .. de x: 

N(x,z')=Z:cme(x)Yml(z'),. y es=Z:Cme(x) Em·Yml(Z'). 
Perf.eccionando resultados anteriOl'es de Giraud; Mijlin y Tri
comi, Calderón y Zygmund [4b J extendieron los r,esultados a) -h) 
a integrales singulares con núcleos N (x, x - y) ; sólo que· las 
propiedades d) y e) valen no en forma absoluta sino módulo 
lQS llamados operador,es regul,ares; 'en caso de dominios acotados 
estos operadores regulares son los compactos. . 

Pasando a operadores de Hilbért generaHzados, las propi'e
dades h) no están aclaradas del todo. Por otra parte es necesario 
tomar un camino diferente al de la teoría, clásica de Gil'aud
Mijlin y Calderón - Zygmund, pues en las 'tranformadas gene
ralizadas la característica está definida en Ixl < 1 Y no se aplica 
la descomposición en funciones esféricas sino la de series de 
Fouder. Por otra parte la descomposición en elementos funda
mentales puede hacerse para la característica o ,para el sím
bolo, y parece que los dos prooedimientos conducen a desarro
llos diferentes . 

. Pro b 1 e m a 6b. Aclarar la teoría de descomposición co
rrespondiente a h) para operadores de Hilbert y potenciales ge
neralizados, desarrollando la característica o el símbolo en serioes 
de Fourier en el anillo 1 < Ixl <2. El problema correspon
diente para operador,es fuertemente g,eneralizados está sin abordar. 

J) Vamos a insistir una vez más en el hecho de que los a, 
para los cuales el núcleo verifica [( (ax) = a-n ]( (ax), forman 
un grupo contÍnuo en el caso de lag. transformadas de Hilber't 
ordinarias, y un grupo discreto en caso de los operadores gene
ralizados. Este hecho no influye en las propiedades de tipo del 
operador, pero vimos que al considerar la deScomposición en 
núcleos fundamentales surgen diferencias ,esenciales, apareciendo 
por lo menos doa formas diferentes ,de abordarla. Por ahora no 
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tenemos eLementos para decidir cual de las dos formas es Jamás. 
adecuada para lOs operadores._ potencial,es generalizados * 'y si 
es posible pasar de una de ellas a la otra. 

Por eso creemos que conviene enfocar el problema desde 
un punto de vista general, en relación con algunas ideas de L. 
Schwartz [3a] y ,el probl9má de los momentos. Tratándose de: 
cuestiones que recién estamos abordando, nos limitaremo.;¡ a. 
esbozar la idea básica. , 

Como los operadores potenciales H son acotados basta con
siderados sobre un espacio vectorial D, de funciones, denso en 
los L~; por ejemplo, D puede ser ,el espacio Lo de las fun
ciones escaLeras, o 'el espaci:o CJ) de las funciones infinitamente: 
derivables, nulas fuera de compactos. Siendo estos operadores. 
H conv:oluc~o;[lIes, con un ligm''O cambio de definición podemos 
suponer que verifioa~ (HI,go) = (f,Hg) ,para todo I,g dé D,. 

donde (1, g) = J I(x) g(x) dx. Además estos operadores son da

dos por multiplicadores. 
Más generalmente, fijado D, consideremos un operador li

neal T; definido en D, que a cada I de D le haoe correspon
der cierta función localmente integrable TI, y tal que (TI, g) = 
(1, Tg). Para cadal 1, 9 ti D definimos 

(/Ig) = (TI, g) = (F(TI), F g). 

Entonces a todo tal operador T le corr,esponde una forma bili~ 
neal (11 g), y toda forma bilineal corresponde a un único ope~ 
rador. Toda medida ¡.J. define una forma bilineal 

(llg) = f F I(x) F g(x) d¡.J. 
En 

y por tanto un operador T. En este caso dir,emos 'que T es un 
operrador multiplicador (en sentido amplio) siendo ¡.J. el multi
plicador. Si d¡.J.=a(x) dx obtenemos la noción de multiplica
dor dada más arriba. Si ¡.J. e3 una medida positiva la (I!g) co-· 
rrespondiente es esencialmente un producto escalar y defino una. 
estructura prehilberbeana an D. Si ¡.J. es una medida cualquiera,. 
(llg) es una combinación lineal de tales productos escalares. 
Recíprocamente, dada una forma bilineal (/Ig) 'en D, que es
un producto escalar, o una combinación de productos esoalal'es,. 



·. 
-129-

surge el problema si tal forma. bilÍ)1eal es dada por una medida 
~,. es decir si defme ~n operador multiplicador. Si D = CJ) en
tonoes se tiene el siguiente teorema qu~ generaliza un resultado d~ 
Schwartz(Schwartz impone la condición que (llg) sea contí
nua 'en D X p, lo que aquí no se supone) : Teorema A. Si 
D = -]) y (f Ig) es un producto escalar .en D, entonces las' con-
d.iciones siguientes son equivalElnte: , , 

. a) (llg) es Ciado por un multiplicador d~) y p. ·es una 
medida a crecimiento lento ((1 + Ixla) es integrable - ¡.t p,am 
algún. a < (Xl ) ) y única. 

b) (1' 1 g) ~ - (11 g'), o sea el operador Al = if' es simétrico. 
c) Si 7:a /(x)=/(x-a) entonces ('ta/l'tag)=(llg), o sea 

'ta es un grupo de operadore3 unitltrios en el lespacio .prehilbOO':
teano D. 

Así pues los operadores multiplicadores T son aquellos 
cuya forma bilineal asociada es un producto ,escalar tal que, el 
operador Af = il' es simétrico en el ,espacio de H~lbert corres
pondiente. Este punto de vista está relacionado a ciertos resulta
dos de Krein - Lifshitz [29] Y A. Devinatz [30] sobre el problema 
de momentos. En efecto, podemos considerar que (11 g) = (rp IlJJ) ~ 
cp = F 1, 'lJJ = F g, ·es un producto ·escalar en el espacio ,,= 
F(D) . {rp} de las funciones rp=Ff,ftD. Para cada fED~ 
rp = F I ,es función analítica y tiene. la propiedad siguiente 
(P): si CP4lt\ y si rp(xo)=0 entonces (X-XO)-l cp(x)4I¡\. Luego 
el teorema A equivale al siguient'} . 

Teorema A': Si ( rp IlJJ ) es producto escalar en ,,= F (D} 

tal que (urp(u) IlJJ(u)) = (cplulJJ), entonces (cp,lJJ)=f cp(u) ~(u)id!-l 
donde d¡.t 'es una medida positiva; más aún dp. es única y a 
crecimiento lento. 

En ·esta f.orma, y en El la primera parte del te 0-

r·ema A' es un caso particular del teorema siguiente de Krein
Lifshitz: Teorema B (teorema general de los momentos). Si 
/1 = {cp} es un espacip vectorial cualquiera de funciones analíticas. 
con la propiedad (P), y si (cp IlJJ ) es un producto escalar en " 

tal que (urpllJJ) = (cplulJJ), entonces (lJJlcp) = f rp(u)~(u),d¡.t" 
donde ¡.t es una medida positiva. En general ¡.t no es única, ni 
es a crecimiento 1ento. Kr·ein probó el teorema sólo para El y 
el teorema fue parcialmente extendido a En por D.evinatz, sin 
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embargo parece que el teorema completo no vale si n> 1. El es
pacio /1 =F CJJ es un espacio especial de funciones analíticas 
para el cual el teor,ema B vale para todo En (esto puede verse 
por un razonamiento directo o extendiendo una idea de Devinatz), 
y además en este caso la medida es única y a cflecimiento lento. 
(Esto sugiere el problema da hallar otros espacios /1 de fun
ciones analíticas en En donde se presenta la misma situacióI.l; 
len particular sería inter,esante considerar el caso /1 = Fs D don
de' Fs es la transformada de Fourier - Sturm - Licuvil1e corres
pondiente a cierto operador diferencial A: si A = f' tendremos 
Fs :- F, ,el caso precedente). Designavemos con M la clase de 
todas las medidas en En, . con M' las medidas a crecimiento 
lento, con M" las de masa total finita, y con M'" las de la for
ma d¡;-=cs(x)dx. Para nosotros es de especial interés el si
guiente problema: bajo que condiciones suplementarias la medida 
d¡;- del teorema A pertenece a M"'; Y cuando es ella además a 
cr,ecimiento lento con a. < n. Este, problema está relacionado 
a la teoría de Markov - Lifshitz - Krein quienes han comiderado 
el caso /1 = fl, U, u2, ... }. Para nosotros es especialmente inte
resante el caso /1 = F ej). 

K) Vimos que l~ formas Ctlg) definidas ,en C]) dadas 
por una medida ¡;-son aquellas que dejan in:variante el grupo 
de traslaciones Ta ,' para todo a. Sea ahora r = {¡} un grupo 
(lineal) fijo en En O ,en CJJ: a cada y le corresponde una trans
formación liOreal f(x) -+yf(x) en CJJ. Séan M(r),M'(r), 
M"(r), M"'(r) las medidas de M, M', etc., que son invariantes 
r.especto de r. Los productos escalar,es Ct I g) correspondientes 
son también invariantes- l' y se presenta el problema de determi
nar todos los elementos extremales o irfleducibles, y descompo
ner en elementos irreducibles toda otra medida de M(r), M'(r ), ... 
(Una medida ¡;-, pongamos ¡;- > 0, ¡;- dI (1') ,es irreducible si ° < ¡;-1 < ¡;- implica ¡;-1 = c ¡;-). Aquí se podría aplicar las teorías 
generales existentes de la descomposición de un espacio de Hil
bert, invariante respecto de un grupo, en partes irreducibles; so
lamente que en nuestro caso importan también las formas bili
neales que no son propiamente productos escalares sino combi
naciones lineales, a coaficientes comp13jos, de tahs productos, 
,de modo que no tenemos propiamente un espacio da Hilbel't so
bre CJJ. Por otra parte para nosotros es importante. también el 
caso de grupqs l' discretos. Los elémentos extr-emales de .41"(1') 
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fueron detenninados por Schoenberg y Krein en el caso cuando 
r es -el grupo de todos los movimientos rígidos de En (ver [29]). 
En este caso, las transformadas de Fourier de los el,emenlos ,ex
tr,emos son las soluciones fundamentales de la ecuación dif.e
r,encial A u + A u = O, u(O) = 1. Los elementos extremales de 
M' (r) fueron detenninados por Méthée y S6hw.artz [3a] en caso 
en que n = 4 Y r es el grupo de Lorentz, y ahora 8013 obtienen 
las soluciones elementales de la ecuación de Klein - Gordon. Pa
ra nosotros será de interés especial poder desarrollar los métodos 
de Krein y Schwartz en el caso M'" (r ) y también cuando r 
es un grupo discreto. En efecto, consider,emos por ejemplo el ca
so de la transformada de Hilbert ordinaria en El,Hf=f*(x-1); 

la forma bilineal correspondiente es 

OC) n • 

. (llg) = (Hf, g) = f f f(t) g(x)j(x-t) dtdx; f,y·D. 

Este operador es dado por un multiplicador de M'" y por tanto 
la forma bilineal es invariante respecto de ,traslaciones. De la 
propiedad homogénea lI[f ( ax) ] = [H f] (ax) ~e deduce enseguid a 
que (a1/2 f(ax) 1 a1/ 2 g(ax)=(llg). O sea, si Paf(x) = a1/2 f(ax), 
la fonna bilineal (f 1 g) correspondiente a H es invariante- r 
donde r= {Pal es el grupo de las «dilataciones», a> O. \ná
logamente las formas bilineales de las transformadas de Hilbert 
en En son invariant~s-r donde r=lPaJ,Paf(x)=an/2f(ax). O 
sea las transformadas de Hilbert son dadas por multiplicadores 
.(le M"'( r) donde r es el grupo contínuo de las dilataciones Pa. 
Por tanto la teoría de Mijlin - Giraud - Calderón - Zygmuncl de 
·descomposición en núcleos fundamentales corresponde a nuestro 
problema de descomposición de M'" ( r) en elementos extrema
les irreducibles, cuando r es el grupo de dilataciones, para todo 
·a > O. El problema 6b corresponde por tanto al de la descom
posición en elementos irreductibles de M'" ( r) cuando r es un 
grupo discreto de dilataciones, y es la discontinuidad del grupo 
lo que cambia el aspecto del problema. además de ser compl,ejo 
el producto escalar. LlegamOiS así a los siguientes problemas. 

Pro b l·e m a 7. Extender la teoría clásica de descompo
;gición en subespacios irreducibles al caso de espacios con un 
producto escalar complejo, combinación lineal de productos es
.calares ordinarios. 
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Pro b l,e m a 7a. Extender las teorías de Schwarlz y de 
Krein al caso de grupos discontínuos. 

P r ,o b 1 e m a 7b. Desarrollar una teoría análoga a la de 
Schwartz y Krein en el ~aso de M11I(r), donde r es "un grup() 
discreto de dilataciones, determinar las características y símbo
los de loo elenientos irreducibles, y a que ecuaciones diferen
cia1es corresponden (ídem para los operadores potenciales que 
corresponden a los grupos de dilataciones PaY' PaY I(x) =an+Y/~ 
f(ax». 

Estos problemas,. especialmente el último punto del proble
ma 7b, pueden considerarse también desde el punto de vista de 
la teoría de Gelfand y Shilov [2a]. Finalmente estas cuestiones 
pueden considerarse también desde el punto de vista (te núcleos 
reproductivos «singulares»: Si los elementos de :un espacio de, 
Hilbert' son funciones I( x) definidas en cierto conjunto X, un 
núcleo reproductivo de este espacio es una función [((x, y) tal 
que para todo y es [((x, y) un elemento del espacio y I(Y) = 
(1, [((x, y», para toda I y todo punto y. La fórmula de in
versión de Fourier puede escribirse formalmente I(y) = (1, [((x, y» 

donde [((x, y) = J eit(x-y) dt. ~a última irltegral naturalmente 

]!J" 

no es convergente pero se puede todo entender en sentido dé in:'" 
tegrales singulares, por tanto la fórmula de inv,ersión de Fouri:er 
puede interpr,etarse como un núcleo r,eproductivo singular. Más 

g,eneralmente si [((x, y) es igual formalmente, a J [(¡(x, y) dt~ 
En 

y en el sentido de in tegr ates singulares es f (y) = (1, [( ( x, y) ) 
hablaremos de núcleos reproductivos singulares. Podemos consi
derar pues tales núcleos singulares invariantes respecto de tras
laciones y otros grupos, y obtener teorem~s análogos a los teo
I'>emas A, B de J). Desde este punto de vista, los problemas que· 
acá nos. interesan se vinculan a la teoría de Krein [29]. 

N o tal. El teorema de las sumas O-ortogonales es caso· 
particular del teorema g,eneral siguiente ([6], [8], cap. 2, [11]) : 
Sea Ti una sucesión de operadores en un espacio de Hilbert. 
tales que 1) cada Ti es hermiteano (o normal); 2) comutan 
entre sí; 3) IITi T t¡jll < M2 ej, e < 1 (casi ortogonalidad). Enton-
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ces si Sn=T1 + ... +Tn, se tiene IISnll<Mc(e),Snl conV<lrge 
hacia un SI para todo I del espacio, y SI es un operador aco
tado, IISII < M c( e). T,eoremas análogos valen para suinas con
tínuas o con funcioneS

l 

V, W indicadas en A). 

Problema la. Falta aclarar si este teorema vale par.a 
operadores no normales, o que no comutan. 

N o t a 11. Los teor,emas de Sobolev - Kondrachev juegan 
un papel imp()rtante en la teoría de los espacios W pr de So
bolev [14a], ver [8], cap. 4 y [18]). lE W pr( D) si ella y sus pri
meras r derivadas (en sentido de distribuciones) pertenecen a 
Lp( D). Los teoremas de B) proporcionan los llamados teo
remas de inmersión de Sobolev, por ejemplo: el operador idén
tico ,es de tipo (Wpl(D); L(D n Em)) si (l/p, l/s) está en
cima de dym• Deny - Lions [19] estudiaron los espaciOs de Beppo 
Levi donde 'las derivadas de I pertenecen a LP(D) pero t 
misma pertenece tan ,solo Localmente a LP(D). Vishik, Vasha
rin y otros [20] consideraron espacios de Sobol,ev para medidas 
ponderadas o(x) dx (ver D)) y los teoroemas de inmersión co
l'roespondientes; sus resultados p-ueden obten~rse de los teoremas 
g'enerales indicados en D) (ver 22). N ikol:ski consideró 'aspacios 
más generales, por decir así de funciones con derivadas de orde,n 
fraccionario pertenecientes a U? Del trabajo de Calderón-Zyg
mund [4b] se deduce el isomorfismo de los espacios W pr con 
p fijo, para D = Elt. No sabemos cual es la situación para 
los D generales, o para los espacios de Nikolski y Beppo Levi, 
ni como son los duales de estos espacios (según información 
oral del Prof. Kahane, parece que Lions ha considerado esta 
problem~); más generalmente habrá que deúerminar la forma 
integral de los opera,dores contínuos entr.e dos tales espacios. El 
hecho de que los teoremas de Sobolev valen en el ,extremo de 
drm con tipo débil, permite extender para este extremo los teo
remas de inmersión (CTr. [7], pág. 12); este aspecto de los 'es
pacios de Sobolev será. estudiado en una nota próxima. No sa
bemos si esto se aplica a espacios de Nikolski, pues Nikolski 
estudió sus espacios por métodos diferentes de la teoría de apro
ximación. 
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