
CAMPOS DE HOMOGENEIDAD 

(RESUMEN) 

por A. E. SAGASTtT.ME BERRA 

. Llamamos campo de homogeneidad a un conjunto H = {O,. 
l,.a, b, ... } que verifica ciertos postulados, que pueden resumir
se ,e,n lo siguiente: para los elementos -=/= O de H está definida 
una relación ecuable (es decir, simétrica, reflexiva y transiliva),. 
la de homogeneidad, a H b (negación, a no H b), en virtud de 
la cual el conjunto de dichos elementos queda repartido en clases: 
de homogeneidad Ha., ninguna vacía y sin elementos comunes, El 
Índioe !l que ·sirve para distinguir estas clases se llama el grado
de Ha. o de cualquiera de sus elementos, y estos índices consti
tuy,en . un conjunto, r = {!l, ~, ... } que a priori puede ser cual
quiera. Se establece además que O H a y a H O cualquiera sea a. 
Que el conjunto Ha.*=Ha.U{O} es, para cualquier !l, un gru-· 
po abeliano respecto a una operación de sumaa. ('que para sim
plificar se indica como suma), siendo O (elemento común a to
dos los Ha. *) el eLemento unidad de este grupo. Además, se pos
tula que entre los elementos del campo H está defindia una 
1!Lultiplicación a. b o ab, conmutatiiva, asociativa, distributiva. 
respecto a todas las sumas +11.' con un elemento unidad 1 tal 
que a. 1 = 1 . a = a para todo a, y a la que se imponen ademá .. 
condiciones que significan en ~ltimo análisis que el conjunto r 
de los grados puede convertirse en un semigrupo flbeliano orde
nado positivo, si !l + ~ es el grado de un producto aa.b~, sien
do . aa. degrado !l, b~. de grado ~. El grado cero O (unidad del 
semigrupo r) es el grado de la unidad 1 y de todo elemento· 
homogéneo con 1. 

Bajo estas condiciones, se ve que Ho* es el único de los. 
Ha. * qu,e sea un anillo, siendo un campo de integridad. 

Como casos especiales de los campos de homogeneidad tene-
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mos los dos extremos siguientes: 10, cuando hay sólo una clase 
de homogeneidad, es decir, todos los elementos son homogéneos. 
Entonces H = H o * se reduce a. un campo de integridad con uni.,. 
dad; y 20 , cuando cada elemento solanlente es homogéneo con
sigo mismo (y con el cero). Entonces H 'es (isomorfo a) un se
migrupo abeliano ordenado positivo con el agregado de un ele
mento cero para la multiplicación. 

Se puede considerar a nue,stro campo de homogeneidad H 
sumergido en un campo de integridad, el de los polinomios (que 
fácilmente pueden definirse por prooedimientos conocidos). sobre 
H. Este campo P de los polinomios sobre H corresponde a lo 
que se ha llamado un anillo graduado o i'.lgebra. graduada (1), 
si. bien con algunas difel'ancias. Dentro de P, el conjunto P a. 

d-e los polinomios que se reducen a un solo ,término de grado a 
,es un grupo aditivo, isomorfo a Ha. * . y estos grupos están liga": 
dos por la relación P"P13 cPa+13 • En particular, Po es un cam
po de integridad isomorfo a Ho*' 

A cada subcampo H' de H loe corresPQllde un subsemi
gr.upo r' de r, formado por aquellos grados a' tales que 
H ,,' 'n H' no 'es vacío, y entonces los suhgrupós aditivos H' a.'* = 
= H a.'* ~n H' cumplen la condición 

(1) 

y además, 1 E Ho'*. Recíprocamente, dados un subsemigrupo r'
y para cada o/ E r' un subgrupo H' a.'* de H a'*' de modo que 
1 E 'H 0'* y que los H' a.'* cumplan la condición (1), la reunión 
de los H' a.'* es un subcampo H' de H .. 

Un ideal en H, o simplemente ideal, es un subconjunto 1 
de H tal que, si a, bE I y CE H, se tiene: 

1) Si aHb, entonces a-bE I; 

2) 'aCE 1. 

La ccmgruencia de dos elementos a, b de H según el mó
dulo I, a==:.' b (mód. I), puede definirse así: se verificará tal 

3 

(1) Véase por ejemplo: C. CHEVALLEY: Théorie de8 groupe8 de LIE, Tome
n: Groupe8 algébrique8 (Publieations de 1 'Institut Mathématique de 1 'Uni
versité de Naneago). Aetualités Se. et Ind. NQ 1152, Paris. HERMANN & Cie.,. 
1951, Cap. 1, § !:. 
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velación cuando, y solamente • cuando, sea· a H b· Y además 
a - bE 1. Cua:ndo ambos 'elementos son =-/= 0, esta nOClon ",e 
ve duce a la común en teoría· de los grupos, .de congruencia res
pecto alsubgrupo la. * = 1 n Ha. * al que pertenecen ambos. . 

Esta relación, reflexiva y simétrica, no es transitiva. Para 
r,establecel' la transitividad recurrimos a la relación de congruen
cia-estrella (mód. 1), definida así: a ==* b (mód. 1) cuando: o 
bien a y b son distintos de cero y a = b (mód. 1) en el· sen
tido definido antes, o bien, si uno de los elementoS es oero, el 
otro también lo es. Estas congruencias-estrella tienen la ventaja 
de p~de~ sumarse y multiplicarse m.i~mbro a miembro (siempre 
que, en la operación' de suma, los elementos que se suman ,sean 
homogéneosL y permiten _p~r _tanto defúlÍr el campo de restos 

módulo 1 H = H - 1'= {O, a, b, , .. } con la rela~ión de horno
SJeneidad -;; H b si y solamente sia H b Y las operaciones 

~ + b =a + b, ~.:¡; = abo En otros términos, el, campo H res 
homomorfo a H, ,'en ,el sentido de la definición que sigue. 

Un c~rhpo H' se llama homomorfo al campo H· si existe 
una corvespandencia unívoca entre los elementos de H 'y los de 
H', de mod~ de conservar la relación de homogeneidad ,)nas ope
raciones de suma y multiplicación: 

Si a ---? a', b ---? b', ,entonces: 

aH b implica a' H' b' Y viceversa, 

aH b implica a + b ---? a' + b' 

ab ---? a' b' 

(2) 

Como de ordinario, el isomorfismo es el caso particular en 
que ,el homomorfismo sea biunívoco, de modo que, en la corres
pondencia inversa también se conservan la homogeneidad y las 
operaciones. El homomorfismo se indica con H ---? H', el iso
morfismo con H Cr.l H.' 

En un homomorfismo, en general, el semigrupo r' de los 
grados de H' es ordenadamente isomorfo a r. 

Con estas nociones, se puede completar el resultado anterior, 
demostrando que las im~genes homomorfas de H son (salvo 

ú 
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isomorfismos), solamente los campos de restos antes definidos. 
Es decir, que .se verifica el 

T,eor-ema fundamental del homomorfisrnc: 
'Todo oampq de restos ". H -:- H -,- N módulo. un ideal N es homo
morfo . a H. Re'cíproc"amente;' si H' es una imagen homomorja 

(J¡e H, entanoes E' OY.) H--:- H - N, siendo N el ideal de los ele
mentos que en el homomorfismo tienen por imagen el O' de H'. 

Actualmente se están estudiando más en' detalle los . ideales, 
que pueden ponerse en correspondencia biunívoca con los ideales 
homOgéneos o 'H -ideales, que: son ideales (en 'el s'entido ordina
rio) en P, con la propiedad ~de que si un polinomio P perte
neoe a un tal ideal, también pertenecen a él todas las compo
nentes homogéneas. de P. 

Los r.eSultados de ',que aquí ~se da cuenta, así como las inves
tigaciones que siguen, serán publicadas in extenso en la «Revista» 
de la Facultad de Ciencias Físioomatemáticas de La Plata. 

FAOUL'l'AD DE OIENOIAS l!'ISIOOMATEMÁTIOAs 

La Plata, Agosto 1959. 


