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I Introduccion.

El objeto de este trabaJo es definir las clases caracteris-
ticas generalizadas (médulo 2) de un espacio fibrado (en el sen-
tido de Serre) cuya fibra tiene la cohomologia (méd. 2) de
una esfera, e introducir los cuadrados de Steenrod en la suce-
sién de Gysin corres'pondiente. Los resultados obtenidos aqui
tienen sus analogos en la teoria de Thom [4] para espacios fi-
brados localmente triviales, pero nuestra técnica es completa-
mente diferente, técnica que emplea a los cuadrados de Steenrod
en la sucesién espectral del espacio fibrado y no requiere que
este sea necesariamente trivial en el sentido local.

Para mayor comodidad de la exposicién se ha dividido
este trabajo en dos partes, en la primera (N.o II) se mencionan
los antecedentes del tema tratado y la segunda (N.o III) cons-
ta del trabajo propiamente dicho.

II. Antecedentes.

1. En la literatura matematica se da al concepto de espa-
cio fibrado diversas acepciones. En este trabajo se considerarin
unicamente las siguientes:

(a). Espacio fibrado localmente trivial y con grupo estruc-
tural operando en la fibra, en el sentido de [3].

(b) Espacio fibrado localmente trivial, en el sentido de
[1], pagina 46.

(c) Espacio fibrado en el sentido de Serre [2].

Nota: Todo (a) es un (b) y todo (b) es un (c).




2. Clases caracteristicas de Whitney.

Sea {E,p,B,FG} un espacio fibrado del tipo (a) donde
E es el espacio total, B la base, p:E—B la aplicacién fi-
brante, F. la fibra y G el grupo estructural;  supongamos que
F sea una (n—1)-esfera y G=O0n=n-grupo ortogonal. Si B
es un complejo finito K ‘se definen las clases caractersticas
W, del espacio fibrado como sigue:

Denotemos con K9 al g-esqueleto de K. En K9 es siem-
pre posible definir un campo de vectores (n— g)-dimensiona-
les; unitarios y ortogonales; si se quiere extender el campo a
K9+l aparece una obstruccién, a saber, el cociclo ¢4+ cuyo
valor en la (g+41)-célula o es el elemento de mgy(Vayt),
g-grupo de homotopia de la variedad de Stiefel  Va_g#, determi-

nado por el campo en la. frontera o.de o. La clase de cohomo-
logia de c9+! es la clase caracterfstica Wy e HB(K; ‘J'tq(Vq_nn))
(coefmwntes locales) ([ ) y [7])-

8. Las clases caracteristicas generalizadas de Thom.

Sﬁpongamos‘ ahora. que {E,p,B,F} es un espacio fibrado
del tipo (b) y en donde B es localmente compacto y paracom-
pacto y F una (n—1)-esfera. Thom asocia al espacio fibrado

anterior otpos‘dos '{A;pI,B,ﬁ}, {A',pl',B,ﬁ”} donde F es

una n-bola cerrada, # una n-bola abierta y A’cA. En estas
condiciones existe un.isomorfismo :canénico ¢*: H4(B, GOT) =~
Han(A',T) donde G es un faisceau localmente simple de gru-
pos abelianos y T es un sistema local de enteros asociado al
espacio fibrado A’ (sistema torcido de enteros). Cuando B es
un complejo celular se. puede dar una interpretacién elemental
de ¢* que se mencionard después. Si weHO(B,Z) es la clase
unitaria y U=¢*(o) entonces Thom define las clases carac-
teristicas generalizadas W; por la relacién: o* W;=S¢'U.

Como en el caso anterior W; es médulo 2 para i par y
es una clase. entera torcida para I impar.

El resultado fundamental de [4] es: Si el espacio-fibrado
gs como en el nimero 2 entonces las clases caracteristicas ge-
neralizadas son las clases de Whitney: :
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- 4... Los cuadrados de Steenrad en la cohomologza szngu-
Lar cttbica. A : .

" El proailéto—i (cup-z ‘[l)roduct) puedve: definirse asi[5]: Si
f y. g son dos, cocadenas. médulo 2 del espacio X de grados
P Y ‘g, respectivamente, entonces f - g es la cocadena de gra-

do p+g—i cuyos valores se obtieneri por la f6rmula
(f-9) (Ci) =2 0P 0) -:Q(J\H“ c) '(Oé i=min(p, Q))

donde ¢ es un (p+g—i)-cubo de X y la suma  tiens un
término para cada par ordenado (H,K) de subconjuntos de
{1,...,p+q—1i} siendo HNK=p, v(H)y=p—i, v(K)=q—i
donde v designa el nimero de elementos del conjunto;.
AgBc es la cara de ¢ de grado p tal que (lKﬁ Y (byy vur bp) =
&(Y1s > Ypig~;) donde 0=<t;<1, y=B(k) si ke K, y=tog(k).
si ke K siendo oy la funcién estrictamente creciente del com-
plemento de K ¢con valores en {1,...,p+q—i} y B(k)=0 ©
1 segn sea par o impar, respectivamente, el nfimero k—v
[(HUK)YN{1,..,k}]; la cara  Ag*c se define analogamente
con la tnica diferencia: a(k)=0 si k—v[(HU K) N{1,....k}]
es impar y o(k)=1 en el caso contrario. A

Si- e>mm(p,q) 0 i<0 se define fwg=0.

La férmula anterior implica que la cofrontera de fw g es:
: i
Af - g)=df - g+f<dy+f—g+g - df.

En particular si f=g=p-cociclo de X entonces f -~/ es

un (2p—i)-cociclo y el cuadrado Sg; de la clase de cohomo-
logia {f} de f se define asi:

Sq:tfl=if < 1.

5. La sucesién espectral de cohomologia de un eSpaczo
fibrado y los cuadrados de Steenrod.
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: Sea {E,p,B} un espacio . fibrado del tipo (c);- tomemos
un punto fijo beB de donde F=p-i(b) es la fibra sobre b
y sea e un punto fijo de F; se supondrd en lo- que sigue que
F y B son espacios arcoconectados, lo que implica que E. es
del mismo estilo, entonces la homologia de dichos espacios puede
calcularse eémpleando tnicamente cubos cuyos vértices estin en
b o en e segun el caso.

Sea A el grupo de cocadenas cibicas de E con valores
en el grupo abeliano G. Se define ([2]) una filtracién decre-
ciente A=A"D A135 ...2 APS... donde AP es el subgrupo de
A de las cocadenas que se anulan en los cubos de filtracion
<p—1. Si sA denota a los elementos homogéneos de grado
s de A se definen los grupos:

C.pa=pPrA ( AP'Nd-1 APt; Bpa =pHA N AP'N dAP-;
(0<r<w).

Epg= Gl‘p'q/(C"l‘—lp-}-l'q_:l +Br—1p'q) 5 E-r= ZEPq
»q

A la suoesién {E,} se le llama la sucesién espectral de co-
homologia, con coeficientes en G, del espacio fibrado {E, p, B}.
La diferencial d en A induce una diferencial d, en E, que
aplica E»q9 en Eptny—tl y se tiene H(E,)=ZFE.,. Segun[2] .
se pueden describir los primeros términos de la sucesion espec-
tral como sigue: '

Eq es isomorfo al grupo de funciones con valores en G
y definidas en los cubos de E de grado p+q y filtracion <p,
que se anulan en los cubos degenerados y en los de filtracion
=<p—1L

Eyrq es canénicamente isomorfo a CP(B,HI(F,G))=p-
grupo de cocadenas de B con grupo de coeficientes H(F, G).

E4»9 es canénicamente isomorfo a HP(B,H4(F,G))=p-
grupo de cohomologia de B con valores en el sistema local de-
finido en B por H4(F,G).

Supongamos de aqui en adelante que G=Z, En [6] se
demuestra que los productos-i en E inducen ciertos homomor-
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fismos en los términos de la sucesi6n espectral, a saber: '
Sea f un elemento homogéneo de A y definamos

o(f)=f < f+iwdf (iz—1)
coa .H-l‘
entonces O; induce homomorfismos (r=2): -

6; :Epi— E2ri2q (i<p, r<s<2r—1)
o/ : E;pa— Ep2a-(-p) (i=p).

Si se identifica Eypa con He(B;Hi(F,Z,)) y el sistema
local en B constituido por H*(F,Z,) es simple, entonces

®; : Hp(B, Hu(F,Z,)) — Her~i(B, H2a(F, Z,))  (i<p)

es el cuadrado Sg; utilizando como apareamiento de H4(F,Z,)
consigo mismo al «cup-product», y

o/ : Hp(B, Hy(F, Z,) — Hp(B, H2a~(iwp) (F, Z,)) (i=p)

es el homomorfismo inducido en la cohomologia de B por el
cuadrado Sg;_, en la fibra F.

III. Clases caracteristicas generalizadas médulo 2 y cuadra-
dos de Steenrod en la sucesidn de Gysin.

Sea {E,p,B} un espacio fibrado del tipo (c) cuya fibra
F=p-1(b) tiene la cohomologia sobre Z, igual a la de una
(n—1)-esfera, entances el sistema local definido en B por
H*(F) .es simple. En la sucesion espectral se tienen -isomor-
fismos canénicos para toda gq:

H1(B) = H4(B) o0 Hr-1(F) = E,gn—1 <Engn-t,
(1) - | '
Hi(B) = E;2° =...~ En2?.

Sea u el generador de En0n1 y veH"(B) tal que
p*v=d,u. Todo elemento de E,gn-1 puede expresarse de
un modo unico en la forma p*zw u donde zeH(B);
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tiene dj(p*x-~ p*ov=p*(z vu)=p*u-—v) donde dny,:
E,gn1 — Epgtn0, Por ofra parte E,2n-1 no tiene elementos
frontera distintos de cero entonces E,;,971 es el conjunto de
ciclos de Engn=1 y, ademas, - E 4 9n-1=E_on-1 de donde
E 971 ~{z¢HIB)|z «v=0}. Sea K9 el submédulo de
Ha(B) anterior. Si se compone la proyeccion natural
H3»-1(E) — E_97%1 con el isomorfismo anterior se obtiene un
homomorfismo

b + Hyn-1(E) — H4(B)

cuya imagen es K79 y cuyo nicleo es el mismo que el de
Hatn-1(E)— E¢n-1 y este Gltimo es igual a la imagen de
p* : Hrn—1(B) — He+n-1(E). '

Si definimos el homomorfismo

'8 : Ha(B) — Hain(B)

como el resultddo de la multiplicacibn por v, esto es,
Bx=x - v, se obtiene la. sucesién exacta g

B _ p* v B p*
(2) ...—H#Y(B) — He-1(E) — H(B) — H1(B) — ...
que recibe el nombre de sucesién de Gysin del esp‘acio {E, p,B}.
Los cuadrados ®; y ¢/ (II-5) en la sucesién espectral son
nulos con excepcion de ¢; para g=0 y q?,,+q, sin embargo
las operaciones ¢; en cocadenas inducen ahora otros homomor-
fismos como se ve a continuacién:

- Se demuestra en [6]. que si 1=<q y feCnon! entonces
di(f) € Cgy_y2702(n-1), pero debido a que la fibra es una
(n— 1)-esferase tiene Cgn_,29-02(n—1) =C,29~Hn-1n~14 B, 2g-i2(n~1);
se comprueba ficilmente que para f,ge G,on—1:

O(f +9) — [9i€f) + 9i(g)] e Cy2atn—1)7i0 4 B 2q-idln-d),
Entonces ¢; induce un homomorfismo ‘

qu.;_.—1 —» (Cr2q-itn—tn—1 4 B 2q-i2(n-1))/ (C,2(gn=1)-i0 4

B,2q-i2(n1)) = En2q—itn-Lin-1,
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También se comprueba sin dificultad que: ¢;(Cn_,9+1n—2 4
B,_,#n-1) & C;2(gn-1)-i04 B 2¢-i2(n—1) entonces ¢; induce un
homomorfismo I'; de En9n-1 en En2¢7in-ln-1 que satisface

la regla de conmutatividad siguiente:. .d, I‘.-:(I_)H.l d,. Para i>gq
la situacién es aniloga de donde se tiens el

3. Lema: Las operaciones ¢; inducen homomorfismos -

T;: E,gnt — Ep2q-itn—tn-1 . .
(iz—1)
tales que dyT; = dn.

Por 1o anterior T; inducs un homomorfismo I'* de E, gn-1
en E, 29-itn-1n-1 y se deduce el

4. Corolario: Es conmutativo el diagrama

y
Han-1(E) — K4
Sq; | ¢ D
H2(q+n—1)—i<E) —» K2q-itn—1,

Si se usa la notacién superior Sqi=Sqip—y_j I*¥=T* 44 y_;
entonces el diagrama anterior se convierte en

r
Hetn—1(E) — Kq
Sq_i l ¥ lI‘*i
(4) Hen-14i(E) — Ka+,
Al considerar T¢: E,0n-1— Ejin-1 resulta Ti(u) de la

forma p*WH-Ju donde W.eHi(B) y es W,=1, Wn— v,
W,;=0 para i>n.

5. Definicidn: Los elementos W,0<i<n, son las.cla-
ses caraciersticas generalizadas del espacio fibrado {E,p, B}.

Sea p¥z <~ ueE,on1; aplicando la férmula de Cartan
se deduce

Ti(p*z < u) =X p*Sqiz < I‘i—i(u) =p*(ZSqiz~ W_j) u,
i g
por consiguiente si zeK9 se obtiene
’ g = ZSq'mVW

Esto resultado sugiere la. . . - . T,
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8. Definicién:: El homomorfismo - % : HI(B) — Ha+i(B)),
esid definido por la c¢ondicion ¥iz==Sqgiz— W ;. -

Ya que d,Tu)=Sqidnu, es P W, « p*v==Sqi p*v o,
lo que es es lo mismo, Sqgiv=W; <, por la tanto B %i==Sqip.
Asi pues se tiene el -

7. Teorema: Es conmutativo el diagrama

* *

B p ¥ B »
... = Hatn=1(B) — H+n=1(E) — H1(B) — Hetn(B) —— ...
Sqi Sqi) %) Sqt
p * ¥ ) B p*
... = Ha+n+i~1(B) — Ha+n+~1(E) — He+i(B) — Hetn+i(B) — ...

8. Comparacidn con la teoria de Thom.

Para comparar las dos definiciones de clases caracteristicas,
médulo 2, es necesario suponer que el espacio fibrado es d=1 tipo
(b) y que los espacios considerados pertenecen a una categoria
en la cual las dos. teorias de cohomologia coincidan, por 2jemplo
la categoria de complejos celulares. En tales circunstancias po-
demos describir el isomorfismo ¢* mencionado en II, 3 en los
términos siguientes:

Sea {A,py, B} el espacio fibrado (localmente trivial cuya
fibra es una n-bola cerrada). Si i es la inclusion de E en A

" entonces p=p;i. Designemos con u’'e¢C,%*1 a un represen-

tante de la clase u en E,0n7! -y sean u;eCn1(A), v'e¢ Zn(B)
tales que i¥u,=v’, p¥ v'=dw, por lo tanto U'=p,*v' 4-du,
es un n-cociclo de A médulo E; pongamos U={U'} ¢ H*(C, E).
Si e HI(B) y «' es un cociclo representante resulta

p¥ o — U & Zat(AE).
Definimos

(8.1) f - g*z={pHFa < UT.

En particular se obtiene ¢*wo=U donde o es la clase uni-
taria en HO(B).
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Ahora demostraremos que SqiU=¢* W; para las W; de-
finidas en III, 5 con lo que quedard demostrada la_equivalencia

de las dos definiciones en las circunstancias mencionadas al
principio de este parrafo. Para el efecto calculemos

SqU={U" - U};
n—;i
se deduce sin dicultad

(8.2) SqiU= {P1#(”'”‘_‘i V) +d Py (uy)}.

Pero de la definicién III, 5 se desprende
(8.3 . Prjer (u) =pH W¢ < '+ pF o,

donde W/ es un cociclo en W; y a;¢ Gr+ii(B).
Difenciando (8.3) se obtiene

p¥(W; « )+ p¥do;=p* (v — v),

por lo tanto
(8. 4) p* (Wi~ v) +pFdo+ Plﬁ(”'n‘_""")ﬁ Cri(A, E).
De (8.3) se deduce.
Onia(ur) +pi#* W/ < uy 4 p# o€ (A E)
y diferenciando resulta
(8.5)  du_iy(uy) +p ¥ WY < duy + p, ¥ dae Brti(AE).
Sumando (8.4) y (8.5) se obtiene

P - V) +dniy(uy) ~pF W U

moéd. E y por consigﬁiente SqU=q¢*W,.
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