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1.. Introducción: 

El obj'eto de este trabajo es definir las clases caracterí!r 
ticas generalizadas (módulo 2) de un espacio fibrado (en el san
tido de S erre ) cuya fibra tiene la cohomología (mód. 2) de 
una 'esfera, e introducir los cuadrados de Steenrod en la suce
sión de Gysin correSpondiente. Los resultados obtenidos aquí 
tienen sus análogos en la teoría de Thom [4] para espacios fi
brados localmente triviales, pero nuestra técnica es completa
mente diferente, técnica que empl,ea a los' cuadrados de Steenrod 
en la sucesión espectral del espacio fibrado y no requiere que 
este sea necesariamente trivial en el sentido local. 

Para mayor oomodidad de la exposición se ha dividido 
este trabajo en dos partes, en la primera (N.O 11) se mencionan 
los antecedentes del tema tratado y la segunda (N.O III) cons-
ta del trabajo propiamente dicho. . 

11. Antecedentes. 

1. En la literatura matemática se da al concepto de espa
cio librado dÍversas acepciones. En este trabajo se considerarán 
únicamente las siguientes: 

( a) Espacio fibrado localmente trivial y con grupo estruc
tural operando len la fibra, en el sentido de [3]. 

. (b) Espacio fibra do 10caIrnerite trivial, en el sentido de 
[1], página 46. 

( c) Espacio fibrado en el sentido de Serre [2]. 
Nota: Todo (a) es un (b) y todo (b) es un (c). 
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2. Clases características de Whitney. 

Sea {E, P, B;F G} un espacio fibrado del tipo (a) donde 
B es el espacio total, B la base, p: E -+B la aplicación fi
brante, F la fibra y G el grupo estructural;' supongamos que 
F sea' una (n-l)-esfera, y G=On=n-grupoortógonal. Si B 
es un compLejo finito [(. se definen las clases caractersticast 
W q del espacio' fibra do , como' sigue: 

Denotemos con [(q al q-esqueleto de [(. En [(q es siem
pre p~sibl,e definir un' campo de vectores, (n""": q):-dimensiona
les; unitarios y ortogonal,es;' si' se ,quiere extender 'el campo a 
[(q+i aparece una obstrucción, a saber, el cociclo cq+i cuyo 
valor en la (q+l)-célula a es el elemento ,de ?tq(V11-c¡n) , 
q-grupo de homotopía de la variedad de Stiefel' Vn_qn~ determi-

nado por el campo en la, frontera a,. de a. La clase de cohomo
logía de cq+iles la clase característica W q+i E H q-';1([(; 1tq(V q_nn):) 
(coeficientes locales) ([3D. Y [7]). 

3. 'Las cla8les características generalizadas de 'f'hom. 

, Supongamos' ahora. que {E, Pi B, F} es un' espacio fibrado 
del tipo (b) y en donde B es localmente compacto yparacoffi:
pacto y F una (n......: l)-.esfera. Thom asocia al espacio fibrado 

ru.;tterior otros dos {A: Pi' B, P}, {A', Pi" B, PI} donde P es 

una n-bola cerrada, P' una n-bola abierta y A' _l: A. En estas 
condiciones existe un, isomorfismo canónico cp*: Hq(B, GOT) Z 
Hq+n(A', T) donde G es un faisceau localmente simple de gru
pos abelianos y T es un sistema local de enteros asociado al 
espacio .fibra do A' (sistema torcido de enteros). Cuando B es 
un complejo celular se, puede dar una interpretación elemental 
de cp* que se mencional'á después. Si ro E HO(B, Z) es la, clase 
unitaria y U = cp*( ro ) entonoes Thom define las clases carac
terísticas generalizadasWi por]a relación: cp*Wi=SqiU. 

Como en el caso anterior W¡ es módulo ,2 'para i par y 
es una clase: entera torcida para i impar., 

El resultado fundamental de [4] es: Si el espacio fihrado 
lls como en el número 2 entonces las clases características ge
neralizadas son las clases de Whitney. 
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", 4.", Los cuadr.ados de- Steenrod· en la, co.homología ,singu
lar, cúbica; 

Elproducto-i (cup-i. product ) puede: definirse así [5] : Si, 
t y. 9 sop dos, !Jocadenas m9.dlllo 2 del, espacio ,X de grad08 
p yq, respectiyarp.ente, entonces 1 ~ 9, es la ,cocadena de gra-: 

. .' "í . .' , . 

do P + q - i cuyos valores se obtienen por la fórmula 

(f '-' g) (e) = Zj I('AI(~ c) .g('AH a c) ,(O < i<mín(p, q» 
i (H,K) , 

dOnde c es un (p +" q - i):"cubo de X y la suma tiené un 
término" para cada par ordenado (H, K) 'de subconjuntos de 
{1, ... ,p+q-i} siendo HnK=f:1, v(H)'=p-i, v(K)=q-i 
donde v de~igna.el número, de ele.ment~. del, conjunto j. ' 

AI(~ c 'es la cara de c degrado p tal que (AI(~ e) (t1, ... , t p) = 
C(Y1' ... , YP+q-¡) donde O <t¡< 1, Yk= ~_(k) si k E l(, Yk= t Cf'[((k) 
si ICE K siendo "Cf'I( la función estrictamente creciente del com
pLemento de le con valor~s en {1, ... , P + q - i} Y ~(li) = O o 
1 según sea par o impar, respectivamente, el nfúmero k - v 
[(HUK)'n{I, ... ,k}]j la cara'AHac se define análogamente 
con la única, diferencia: a(k)---: O si le - v [(H U K) n {1, ... , le} ] 
es impar y a(lc) = 1 en el caso contrario. 

Si'i>mín(p,q) o i<O se define l~g=O. 
i 

La fórmula anterior implica que la cofrontera de 1 ~ 9 ,es: 
i 

d(f '- g)=dl'- g+1 '- dy+1 ~ g+g ~·dl· 
i i i i-l i-l 

En particular si 1= 9 = p-cociclo de X entonces 1 - f es 
i 

un (2 P - i)-cociclo y el cuadrado Sq¡ de la clase de cohomo
logía {I} de 1 se define así: 

Sq¡{f}={1 ~ f}. 
i 

5. La sucesi6n espectral de cohomología de Un espacio 
librado y los cuadrados de Steenrod. 
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Sea {E, p, B} un espaCio -Jibradó del tipo (c); - tomemos 
un punto fijo bE B de donde F = p-l(b) es la fibra sobre b 
y sea e un punto fijo de F; se supondrá e~ lo- que sigue que 
F y B son ,espacios arcoconectf!.dos,· ló que implica que E - es 
del mismo estilo, entonces la homología de dichos espacios puede 
calcularse empleando únicamente cubos cuyos vértices están en 
b o en e según el caso. 

Sea A el grupo de cocadenas cúbicas de E con valores 
en el grupo -abeHano G. Se define ([2]) mía filtración decre
ciente A = A o ~ A 1 ~- ... ~ .. A P::i ... donde A P es el subgrupo de 
A de las cocadenas que se anulan en los cubos de filtración 
';;;;;p -1. Si sA denota a los elementos homogéneos de grado 
s de A se definen los grupos: 

c,.P,q = p+qA n AP 'n d-1Aptr; BrP,q = ptqA 'n Ap 'n dAP-r; 

(O<r<<»). 

A la suoesión {Er} se le llama la sucesión espectral de co
homología, con coeficientes en G, del espacio fibrado {E, p, B}. 
La dif'erencial d en A induce una diferencial dr en Er que 
aplica ErP,q 'en E/+r'1-rtl y se tiene H(Er) =Er+i. Según [2] 
se pueden describir los primeros términos de la sucesión espec-
tral como sigue: -

EJp,q 'es isomorfo al grupo de funciones con valores en G 
y definidas en los cubos de E de grado p + q y filtración < p, 
que se anulan en los cubos degenerados y en los de filtración 
<p-1. 

E:Jipoq es canónicamente isomorfo a ep( B, Hq( F, G)) = p
grupo de cocadenas de B con grupo de coeficientes Hq(F, G). 

E2p,q 'es canónicamente isomorfo a HP(B,Hq(F,G))=p
grupo de cohomología de Bcon valores. en el sistema local de
finido en B poi' Hq(F, G). 

Supongamos de aquí en adelante que G = Z2. En [6] sa 
demuestra que los productos-i . en E inducen ciertos homomor-
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fismos en los términos de la. sucesión espectral, a saber: 
8-ea t UIi elemento' homogéneo de A y definamos 

entonces tb¡ induce homomorfismos (r > 2): . 

(b¡ : E,P.q ~ Es2p-i.2q (i < p, r < s <2 r-1) 

(b¡' : Erp·q ~ ErP.2q-(i-p) (i> p). 

Bi s'e identifica E2P·q con Hp(B; Hq(F, Z2)) y el sistema 
local 'en B constituído por H*(F, Z2) es simple, entonces 

es el cuadrado Sqi utilizando como apareamiento de Hq(F; Z2) 
consigo mismo al « cup-product», y 

es el homomorfismo inducido en la cohornología de B . por -el 
c~adrado Sqi-p en la fihra F. 

111. Clas,es características generalizadas módulo 2 y cuadra
dos de Steenl'od en la sucesión de Gysin. 

8-ea {E, p, B} un espacio fibrado del tipo (c) cuya fibra 
F = p-l(b) tiene la cohomología sobre Z 2 igual a la de una 
(In - 1 )~esfera, entonces el sistema local definido -en B por 
H*(F) ,-es simple. En la sucesión espectral se tienenisomor
fismos canóriicos para toda q : 

(1) 
Hq(B) ~Hq(B) o Hn-l(F) z E2q·n-l zEnq·n-l, 

Hq(B) z E2q·o z.,.z Enq·o, 

8-ea u el generador ~e. EnO,n-l y V E Hn( B) tal que 
p* v = dn u. Todo elemento de Enq·n-l puede expresarsé' de 
un modo' único en la forma p* ~'-' u donde x E Hq(B); se 
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liene dnh(p*x'-',P*v=p*(x '-'u)=p*u "';v) donde d1lT1 : 
E nq·n-l ~ Enq+n;,O; ¡>or otra parte E nq·n-1 no tiene ,elementos 
frontera distintos de oero entonces E n+1q·n-l es el conjunto de 
ciclos de Enq·n-l y,además,', En+lq·n~l=E",q.n-l de donde 
E",q.n-l ~ {XE Hq(B) Ix ,-v=Ó}. Sea [(q el submódulo de 
Hq(B)· ant~ior. Si se compone la proyecció,n natural 
Hq+n-l(E) ~ E",C]¡·n-l con el isomorfismo anterior se obtiene un 
homomorfismo 

cuya 'imag.en es [(q y cuyó núcleo es el mismo que' el de 
1Jq+n-l(E)~ Eq,n-l y 'este último es igual a la imagen de 
p* : Hq+n-l(B) ~ Hq+n-l(E). ' 

Si. d'efinimos el homomorfismo 

como el l'iesult~'do de la multiplicación por v, esto es, 
(3 x = x ~ V, ,se obtiene la sucesión 'exacta 

~ p* lJ.f ~ p* 
(2) ... ~H~+n-l(B) ~Hq+n-l(E) ~Hq(B>. ~Hq+n(B) ~ ..• 

que recibe el nombre de sucesión de Gysin del espa.cio {E, p, B}. 

Los ,cuadrados d)i y <Pi' (Il-5) en la sucesión espectral son 

nulos con excepción de <Pi para q = O y ep' p+q, sin embargo 

las operaciones <Pi en cocadenas inducen ahora otros homomor
fismos como se ve a continuación: 

, Se demuestra eh [6], que si l < q y tE Cnq·n-l entonces 
<Pi(f) E C2n_1

2q-i.2(n-l), pero debido a que la fibra es una 
(Ifl-l)-¡esf,era sé tiene C2n_12q-i.2(n-l) =Cn2q-i+n-l.n-l+B12q-i.2(n-l); 

se comprueba fácilmente que para t, g E Cnq·n-l: 

<Pi(f + g) - [<Pit!) + <Pi(g)] E C12(q+n-l)-i.O + B 12q-i.,2(n-l). 

Entonoes <Pi induce un homomorfismo ' , 

9nq.~-1 ~ (Cn2q-itn~1.n-l + B 12q-i.2(n-l»/ (C12(q+n-l)-i.O+ 

B 12q-i.2(n-l» = En2i¡-itn-l.n-l. 
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También se . comprueba sin dificultad que> QjlCn_ 1q+1,n-2 + 
Bn- 1 q,n-1) oC:: Ci 2(q+/!-:-1)-i,O '+ B12q-i,2(n-1) entonoos <Pi induce un 
homomorfismo r i de Enq,n-1 en En2q-:-j+n-1,n-1 que satisfaoo 

la. regla, de conmutatividad siguiente: . . dn r i = <P;+1 dn. Para i> q 
la situa.cióll. es ~máloga de donde se tiene el 

3. Lema: Las operaciones <Pi inducen homorilOrfismos . 

ri: Enq,n-1-+ En2q-i+n-1.n-l ., 1'. 

(i> -1) 
tal,es que dn·ri=~+t dn. 

Por lo anterior ri induoa un homomorfismo ri* de E ooq,n-l 
en Eoo2q-ttn- 1,n-l y se deduce el 

4. Corolario: Es conmutativo el diagrama 

lJl' 
Hq+n-1(E) -+Kq 

Sqi ~ lJl' ~r¡* 
H2(q+n-1)-i( E) -+ [(2q-i+/t-l. 

Si se usa la notación superior Sqi = Sqq+rv-1-i, r*i = r* q+n-l-i 
entonces el diagrama anterior se convierte en 

lJl' 
Hq+n-1(E) -+ [(q 

Sq.i ~ lJl' ~r*i 
( 4') Hq+n-1+i(E) -+ Kq+i. 

Al considerar ri: En O,n-1 -+ Eni,n-l resulta r i( u) de la 
forma p*W¿'-'u donde WiEHi(B) y es Wo=l, Wn = v, 
Wi=O para i>n. 

5. Definición: Los elementos lVi ' O ~ i < n, son las. cla
s,es caractersticas generalizadas del espacio fibrado {E,p, B}. 

,Sea p* x '-' .u E Enq,n-1 ; aplicando la fórmula de Cartan 
se deduce 

• ri(p* x '-' u) = Z; p* Sqi x '-' ri-i(u) = p* (2; Sqi x '-' Wi-j) u, 
j j 

por consiguiente si x E [( q se obtiene 

r*ix=-= .2: Sqi x -...1 Wi-j. 
j 

Este resultado sugiere la 
• I '. 
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;6., D¡efinir;ión: El homomorfismo' &i: Hq( B) ~ Hqti( B). 
~stá definido por la condición &ix=ZJSqix'-' Wi-j. 

j 

Ya que dn r'(u) = 8qi dnu, es p*Wi "-p*v=Sqip*v o, 
lo que es es lo mismo, Sqiv~ W i .... 'v, por la tanto ¡3&i=Scji¡3. 
Así pues se tiene el 

7. 1~eorema: Es c'onmuÚ1tivo el diagr.a'ma 

~ p* qr. ~ p* 
." ~Hq+n-l(B) ---+Hq+n-l(E) -~Hq(B) -~Hq+n(B) -~ ". 

Sqi¡ Sq.i¡ &i ~ Sqi! 
~ ~ qr ~ ~ 

". ~Hq+ntH(B) ~Hqtn+t-l(E) ~Hq+i(B) ~Hq+n+i(B) ~:" 

8. Comparación con la teoría de.Thom. 

Para comparar las dos definiciones de clases características, 
módulo 2, es necesario suponer que el espacio fibrado es MI ti po 
(b) y que los espacios considerados perLenecen a ,una categoría 
en la cual las dos. teorías de cohomología coincidan, por ·ejemplo 
la categoría de complejos celulares. En taLes circunstancias po
demos describir el isomorfismo cp* mencionado en n, 3 en los 
términos siguientes: 

Sea {A, Pl' B} el espacio fibrado (localmente trivial' cuya 
fibra es una n-bola cerrada). Si i es la inclusión de E en A 
entonces p = Pl i. Designemos con u' ~ Cn O,n-l a un represen
tante de la clase u en EnO,n-ly sean ul E Cn-leA), V' E Zn(B) 
taLes que tl=l=ul=u', p/i=v'=du', por lo tanto V'=P1:f:f:v'+dul 
es un n-cociclo de A módulo E; pongamos V = {V'} EHn( C, E). 
Si XE Hq(B) y x' ·es un cociclo representante resulta 

OIefinimos 

(8.1) cp* x= {Pl:f:f: x' '-' V'}. 

En particular se obtiene cp* O) -: V donde O) es la clase uni
taria en HO(B). 
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Ahora demostraremos que Sqi V = cp* W¡ para las W i de
finidas en 111, 5 con lo que quedará demostrada la~equivalellcia 
de las dos definiciones en las circunstancias mencionadas al 
principio de este párrafo. Para el efecto calculemos 

Sqi V ={V' '- V'} ; 
n-i 

se deduce sin dicultad 

(8.2) Sq¡ V = {Pl#(V' ~ v') + d <Pn-i-l(U1)}. 
n-i 

Pero de la definición 111, 5 se d~prende 

(8.3) 

donde W/ es un cociclo en W¡ y aiE CMi-l(R). 
Difenciando (8.3) se obtiene 

p#(W¡ '-' v') + p#d ai= p# (v' '-' v'), 
n-i 

por lo tanto 

(8. 4) Pl#(Wl'-' v')+Pl#da¡+Pl#(V'....; v/)E'Cn+i(A,E). 
n-i - , 

De (8. 3) se deduoe, 

y dif.erenciando resulta 

Sumando (8.4) Y (8. 5) se obtiene 

Pl # ('11 - v') + d <Pn-i-l (u1) '" Pl # W l '-' V' 
n-i 

mód. E Y por consiguiente Sqi V = cp* W¡. 
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