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ABSTRAOT. - An exact expl'ession for the elastie seattering cross·seetion· 
is derived under the assumptions of the "blaek" nucleus model and the va· 
lidity of the Fraunhofer diffraetion formulae which approximate that ex
pressi6n is discussed. A semielassical eorrection is introdueed to take into ne
count the partial transparency of the nucleus and it is seen that allows a. 
better agreement with experimental data on the scattaring of 84-MeV neu
trona by Al, Ou. and Pb. It also allows tha dater~nation of the opticaI pa
rameters of the nueleus whieh eoincide with those determined with the (quan
tum) nuclear óptical model. 

INTRODUCCION 

El éxito reciente del modelo óptico nuclear (1) mueslra 
que se pueden usar conseptos ópticos clásicos para describir la 
dispersión de partículas por núcleos. La idea fundamental de 
los modelos ópticos 'es considerar que oel proyectil, una V'ez en 
el núcleo, atraviesa un medio con índioe de refracción complejo 
(medio absorbente y refrigente). La aplicación de esta idea a 
la solución cuántica del .probl,ema de dispersión requiere la 
integración numérica de las ecuacioIlJes con computadoras elec
trónicas. Además para poder reproducir los datos experimentales 
dentro de un rango r·elativamenl-e grande de energía de bombardeo 
y de masa del blanco, es neoesario introducir parámetros cuyo 

(lO) Recibido el 25 de mayo de 1961. 
C'*) Este trabajo fue realizado en parte durante la estadía del autor 

('n el Centro Brasileiro de Pesquisas Físicas (Río de Janeiro) eon una beca 
del Consejo Nacional de Investigaciones Científicas y Técnicas. 
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número trae aparejado un cierto oscur.ecimiento· de la visión 
física del probLema. Por esta razón se han usado descripciones 
clásicas y semiclásicas (2) que permiten obtener resu!.tados cuali
tativos (y a v,eces cuantitativos) con un mínimo de trabajo 
computacional y pueden servir para decidir cómo variar los 
parámetros del modelo óptico nuclear para mejorar '6l acuerdo 
con la experiencia. 

En la pr,esente nota discutiremos los límites de validez de 
las fórm'Ulas de difr:acción tipo FralUnhofer y deil'ivarlemos una 
corrección al modelo de difracción por un núcleo «negro)} para 
tener en cuenta semiclásicamente la transparencia parcial del 
núcleo. 

1. LA DISPERSION POR DIFRACCION 

Para fijar ideas supondremos dispersión de neutrones con 
energía E = (ñ2/2 m) 1~2 Y no tendI1emos()n cuenta el 'espino Los 
resultados que se obtengan serán válidoS para protones en lós 
casos en que la barrera de GOIUlomb del núcleo tiene ,efectos, 
despl'Ieciables. La amplitud de probalidad para dispersión está, 
dada .exactamente por 

i (Xl 

1(9)= -k z: (l-11l) (2l+1)Pl(cos8) 
2 l-O 

(1.1) 

donde 11z, la amplitud r,elativa U3 la l-sima onda parcial s::Ilientcr,. 
está relacionada con el respectivo corrimiento de fas.e ~l por 

(1. 2) 

Es sabido que .en la suma de la eco (1. 1) sólo tienen contri
bución importante los términos con l < l~ .a, donde a es el radio 
del núcleo; por otra parte los corrimientos de fase son en g,eneral 
complejos con una parte imaginaria positiva que es muy grande 
para energías de bombardeo altas (mayor,es de 60 Me V, dig.amos). 
Para estas 'energías podemos, desde un punto de vista clásico, 
considerar que todas las ondas parciales con l < L '" le a son 
absorbidas completamente y aquéllas con l> L pasan sin ser 
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afectadas. Esta ,es la hipótisis fundamental del modelo del núcleo 
« n0grq.», es decir, perf,ectamente absorbente; se expres~ maV,emá
ticamente por 

{

O para l-::::. L 
"l¡= 

1 para l>L 
(1. 3) 

Con 'esta 'expresión la suma en la 'eco (1. 1) se hace finita 
y puede realizarse mediante la fórmula de Christoffel~Darbollx 
los polinomios de Legcndre (3); el resultado ;es 

i . L+1 
Id (e) = 2k 1- cose [PL (cose) -PL+t (cose)1 (1. 4) 

Greider y Glassgold (4) han elado una expreslOn 'exacto 
oquivalente a ésta. Sin embargo, a pesar ele su sim:plicidad, no 
ha sido usada en la representación de datos 'experimentales. En 
cambio, se usan fórmulas aproximadas cuya validez no se estaMece 
en forma precisa. Como ejemplo del tipo de aproximaciones ':que 
se hacen, dcrivar:emos a conLinuación la fórmula de di~persi6n 
por difracción de Fraunhofer dada por Placzek y Bethe (5). 

Para altas energías de bombardeo (L» 1) puede usarse 
para los polinomios de Legendre la forma asintótica debida a 
Hilb (3) 

1 
PL(cose)= (9/sen 8)1f2 Jo [(L+- )8] +0 (L-3/2) (1.5) 

2 

donde Jo 'es la función de Besscl de orden oero. Esta ,expresión 
es v¡'i.lida. uniformen te para O < e :::s 1t - e (e> O). Poniendo 

1 
z = (L + "2 ) e podemos ,entonces 'escribir 

P" - PLB. =- (8/sen9)1/2 [Jo (z+8) - Jo (z)]= 

8 8 2 

= (8/sene)1/2 8 [JtCz) + "2 Jt' (z) + 3! Jt (z) + ... j (1. 6) 
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En esta serie hay que considerar hasta -el término que dé 
Un error del mismo orden (o ma)'ior) que 'el qUie tiene la expresión 
(1. 5). Puede verse, lexpresando las derivadas de Ji en función 
de Ji Y Jo' que Jos términos a partir del último mostrado no 
tienen sentido. Por otra parte si e no les . suficientemente pequeño 
Ja serie puede convergir lentamente r.estUlldq. toda utilidad a la 
aproximación. No vaLe la pena discutir el punto de la convergen
cia puesto que se trata de una aproximación a un resultado de 
un modelo que es a su vez aproximado. 

Para ,energías muy altas se pueden despIleciar términos de 
orden 1/ L; además con .181 aumento de la energía, los neutrones 
dispersados ,elásticamente se conoentran cada vez más len ángulos 
pequeñosalreded.or de la dirección de incidencia ('el cono de 
sombra de la óptica ondulatoria tiende al cilindro de sombr.a 
de la óptica geométrica). Tenl'endo en cuenta esto y poniendo 
L~'lc (1, se obtiene la fórmula de Placzd:-Bethe para la sección 
eficaz 

(1..7) 

z=lca8 (1. 8) 

que es idéntica a la difracción de Fraunhofer por un disco opaco. 
Se ve qu~ z es la transf'erencia do impulso 21~ sen 8/2 (1811 
unidades de Ii) multiplicada por el radio del núcleo y lomada 
para ángulos pequeños. 

P.or las aproximacionas hechas .,en su deducción, se ve que 
la expresión (1..1'7) es válida sólo para lenergías muy altas y 
para ángulos menores que el corroespondiente al primer cero ele 
la función de Bessel. 

S·e usa frecuentemente en la literatura una expl1esión similai' 
a la (1. 7) que puede se·r deducida del desarrollo de Macdonal 
ele los polinomios de Legendr'e 'en funciones de Bessel (6). En 
esla ,expresión se toma l8l valor 'exacto 21~ sen e/2 de la trunsf.e
l'cncia de impulso y se reemplaza 'el radio del núcleo por 
a + A (A = l/le). Estas correcciones son ,un lujo innecesario pues 
el rango angular de validez de la expresión ·es el mismo que' 
que antes y en ese rango coincide con (1. 7). Sin em'bargo, 
como '8ll d factor que multiplica a la función de Dessel el radio 
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aparece elevado a la cuarta potencia es conveniente corregido; 
de ,esta manera la expr,esión aproximada y la exacta tiene~l el 
mismo valor en e::::{o. 

Para finalizar esta sección daremos una estimación c1d 
erl'Qr co.n qrue SiC detennina el radio nuclear a partir de la posición 
angular del del primer mínimo de difracción. 

Supongamos que -el primer mínimo de difracción 'es obser
vado en d ángulo eo; éste debe corresponder al primer oero 
Z'o = 3, 83 de la función ,de Bess'el len la fórmula do difracción 
do Fraunhofer. P.odemos usaren lel argumento de la función de 
Bessel zl'--':' Lj e o z2 = 2 (L2 + 1) sen 9/2 determinar L¡ (i = 1, 2) 
por la condición Z¡ ¡:= Zo y tomar 

como medida ,de la imprecisión 'en la determinadón del radio 
nuclear. Co.mo ,el paréntesis del s'egundo miembro puede consi
derarse nulo (es menor que 0,05 para e < 600 ), se tiene 

Aa eo - "-'--
a 3,83 

que ,en los casos de interés da un 'error porcentual < 10 %. 

2. CORRECCION SEMICLASICA POR REFLEXION y REFRACCION 

La expr,esión exacta (1. 4) del moctelo de difracción por un 
núcleo negro tampoco es ,válida para ángulos relativam.ente 
grandes pues siendo una función de Dirichlet ('*) tiene para esos 
ángulos oscilaciones fuertes que los datos ,experimentales no 
muestran. Por otra ,parte, aún a pequeños ángulos' hay otros 
procesos que contribuyen a la dispersión además' de la difncción 
pues ¡el núcleo no les negro sino traslúcido. La razón del fracaso 
del modelo del núcleo negro a partir de las oercanÍas del primer 

L 
(*) O función incompleta en el sentido que lim 2J (21 + 1) PI (cos 9) = 

L~"" 1-U 
4d(Cosa- 1) 
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mllllmo de difracción se debe a que 'en realidad las 1'11 (desde 
el punto de vista clásico) suben gradualmente de un vaLor 
pequeño para l t===l O a uno par'] l '" le a porque cerca del borde 
dd núcleo las partículas incidentes r,ecorren caminos cada vez 
mús cortos a traves del medio absorbenbeJ*'*), Es sabido que 
en 1 a óptica ,electromagnética lesta variación gradual de la 1bsor
ción de la onda incidente trae apareja.da la. desaparición de los 
máximos de difracción excepto el principal (*). 

Vamos a tomar ahora ,en cuenta la transparencia parcial 
(y variable) del núcLeo para las partículas incidenbes. Suponemos 
como antes que 1'11= 1 para l> L", le a. La amplitud para disper
sión elástica ,es 

L 

I (8) = Id (e) - (i ¡2le) ~ 1'11 (2 l + 1 ) PI ( cos e) 
1-0 

(2.1) 

donde lel (dada por laec. (1. 4) da cuenta de la difracción 
y el segundo término da cuenta de los procesos debidos a la 
absorción incompleta dentro del núcleo: reflexión y refracción. 
Representando la interacción neutrón-núcleo con un potenClial 
complejo podemos aproximar el segundo término con la suma 
de amplitudes semiclásicas para refl,exión y refracción 

(2.2) 

donde dnes la sección eficaz clásioa para l'eflexión por una 
e~:lJcra rí¡gida; dT:es la sección eficaz clásica para refracción en 
un pozo de potencial; R Y T son codidentes de reflexión y 
trasmisión para .el pozo, y Aes un factor que mide la absorción 
a lo largo de la trayectoria clúsica de la partícula dentro dél 
pozo. 

Las secciones eficaces clásicas se definen por (7) 

d (8) = s (6) I d s (8) 1(2.3) 
, senE> de 

(**) El mismo efecto tiene una superficie difusa; podemos considerar es
te ea so incluido en nuestras consideraciones hablando de un camino efectivo 
dentro del medio absorbente. 

(*) Un ejemplo simple cs la difracci6n de la luz por una gota de tinta en 
un viddo de l'eloj. 
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djonde s es 'el parámatro de choque IY e el ángulo clásico de 
deHección. Usando lm pozo cuadrado de potencial 

{ 

-;(V +i W) 
V(r)= 

O 

r>a 

l'-;?a 

so obtiene para las seCCIOnes eficaoes 

4 x 

donde 

y 

es el índice ele refracción. 

(n- x) (n'x -1) 
(1+n2-2nx)2 

x=cos9/2 

(2.4) 

(2.5) 

, (2.6) 

(2.7) 

En 'el cálculo ele 0T no hemos considerado efectos de la 
parte imaginaria del potencial que son muy pequeños ,excepto 
en el ¡entorno del ,ángulo correspondiente a incidencia rasante. 

Los coeficientes R, T, y, A han sido calculados ,len la forma 
usual por las condiciones de contorno que satisface una onda 
plana incidente sobI'e un potencial en dos dimensiones de la 
forma (2~ 4) (<<zanja» de potencial). Esta aproximación es equi
valente a re'emplazar 'la superficie esférica del núcleo por su 
plano tangCtnte y es válida para altas ener,gías (mayol'es «le 
'" 40 Me V) y no muy cerca de la incidencia rasante. Las fases 
de los coeficientes de rnf!,exión y do trasmisión se ajustan luego 
'para dar la difoI'encia de camino de los rayos len la lesf,era que 

• representa al núdeo. Despr,eciando fvente a la unidad pequeños 
efectos de la parbe imaginaria del potencial, se tiene 
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4n ' 
T(e)= ---- (nx-1) (n_x)e-2ika (1+m-2n xM (2.9) 

,(n2 -1)2 

W n-x 
A='exp-ka- (2 10) 

nE (1+n2-2nx)1/2 . 

donde n y x !están dados por las ces. (2.6 Y 7). 
La sección eficaz para dispersión 'elástica 'as ,entonces 
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El cómputo ha sido hecho para ajustar los datos experimen
tales de Bratenahl 'et al. (8) sobre dispersión elástica d~ neutrones 
de 84 1\1.e V por Al, Cu y Pb. Expl1esando 'el radio nucle:rr en la 
forma a = ao A 1/3 se tiene tres parámetros para ajustar: ao' 
V y W. Para determinar el rango de variación do ao se calculó 

do-
el.n 
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....... 

f o - - - DIFRACCIÓH CON l = " « -... i a:: .... , - DIFRACCiÓN + REfLE:XIÓ/l 
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Fig. 2 

primeramente la s'ección dicaz ele difracción Id; poniendo L......: /;.a 
los datos exper.imenta1os quedaron incluidos ,onti:e las curvas 
teóricas para ClO = 1, 301m, (''''') y ao = 1, 46 1m con variaciones de 
núcleo a núcleo menOl1OS que 3 %. Para los mayores valores 

(*) De acuerdo con la recomendaci6n de la Uni6n Internacional de Fi
sica pura y ap,licada, Ottawa, 1960 (Nuclear Physics 23 (1961) 697) 

1 1m = 1 femt6metl'o = 10-13 cm. 
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de ao no fue posible encontrar un juego de valores de V y lV 
único para los tres núcl.eos y además lera necesario usar valores 
de lV muy pequeños 'en contradicción con las propiedades empí
ricas oQnocidas de la maberia nuClear. P.ara los menOl'es valores de 
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PLOMO 

- - - OlrflACCIÓr-¡ CON L=1S 

-. DIFRACCiÓN t REFLEXiÓN 
+ flErr?ACCION 

a •• 1,32 fm 

,,= 16,8 H~V 

W;: 16,0 M cV 

e 

ao, V = 16, 8 M.e V y lV = 16 Me V rep11esentan razonablemente 
los datos .experimentales de los tres núcLeos considerados. Estos 
valores son prácticamente los mismos que los determinados con 
el modelo óptico nuclear (*). Los resultados se muestran en las 

(*) Ver por ejemplo el artículo dc Bjorklund en la segunda cita <1e re
ferencia (1). 



-348-

figuras 1, 2 Y 3 junto con los datos experimenta1es y las curvas 
correspondientes a difracción. Debe notarse que las curvas teóri
cas no han sido normalizadas. 

Se ve que la corvección 'semiclásica no les capaz de «lavar» 
las oscilaciones fuertes de la difracción. Para .pequeños ángulos 
la corrección per/mite no sólo un mejor ajuste de 10.3 datos 
experimentales sino también la determinaciión de los parámetros 
ópticos del núcl~o. No se ha int'entado un acuerdo mejor entr'e 
teoría y expedencia considerado que el modelo np 'es lo suficien
temente refinado como para justificar el trabajo. 
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