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Etant donne un systeme arbitraire i'Pn(x) ~ de fonctions ortho
gonales et normees, definies dans un intervalle fini (a, b), on peut 
envisager les problemes de la convergence et de la sommabilite 
presque part out d'une serie orthogonale generale 

[1] 

so~s diverses aspects: 1. 0 D'abord, on peut chercher des conditions 
suffisantes port ant uniquement sur l' ordre de grandeur des coef
ficientscn . 2.0 On peut restreindre Ia choix du systeme enexigeant 
que les fonctions de Lebesgue appartenant a une methode lineaire 
soient bornees. 3. 0 On peut exiger prealablement que Ie systeme 
i 'Pn(x) ~ possede certainesproprietes d'approximation et .. ' d'en 
tirer les consequences quant a la convergence presque partout. 

N ous allons resumer quelques resultats recents et :r:elever quelques 
problemes import ants, ouverts 'a present, concernant ces recherches. 

1. 0 Un probleme connu, traite par Menchoff, Orlicz et, recem
ment, par moi-meme est Ie suivant: sous queUes conditions est 
convergente presque partout la serie [1], si on range ses termes 
d'une fac;on arbitraire. (Bien entendu, 1'ensemble de mesure nuUe 
ou [1] est divergent peut varieravec 1'ordre des termes.) Une con
dition assez faible, mais bien simple est due a Menchoff et Orlicz 
d' apres lequel 

.!:ICn !2'-".< co (E > 0) 
n=O 
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est suffisante. Or qu'est ce qu?il arrive, si Ie nombre fix IS > 0 
varie avec n, c'est a dire que ce n'est que la condition 

'" 

qui est remplie? Une reponse est contenu dans Ie theoreme suivant 
que nou's avons demontre en 1958: 

Si l'on a" pour un IS > 0, 

an ~ (4 + 5) 
log log n 

log n 

la serie [1] converge presque partout en tout ordre de ses termes; mais si 

log logn 

log n 

il existe une serte orthogonale partout divergente, malgre que ses 
coefficients satisfont a la condition ~ !Cn!2-a" < 00. 

Ainsi, on est conduit au probleme suivant: les nombres 

<in = 4 
log log n 

log n 

forment-ils une suite qui engendre la convergence ou ce n'est pas 
Ie cas? Nous ne connaissons pas la reponse a cette question. 

La situation devient encore plus compliquee, si on se demande: 
est ce que Ie terme log log I/Cn2 doit-il figurer necessairement dans 
la condition 

1:: Cn2 (log log I/Cn2)Lte log2 I/Cn2.( co 

n=N 

dont la suffisance pour la convergence presque partout de [1] en 
tout ordre de ses termes a eM demontre, deja en 1927, par Orlicz? 
On en connait encore moins la reponse. Moi-meme, j'ai obtenu 
une reponse partielle bien faible: si les coefficients Cn forment une 
suite positive et monotone tendant vers zero, la condition 

1:: Cn2 log2 I/Cn2 < co [2] 
n=N 
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sufft"t pour Ia convergence presque partout de la serie [1] et cette condi
tion est m~me necessaire, si les Cnforment une suite convexe" La dif
ficulte de resoudre Ie probleme general consiste dans ce que l'on 
ne sait rien sur la necessite de [2] dans Ie cas general. 

Un autre probleme de ce genre est souleve par Ie theoreme tres 
important suivant, dll a Menchoff (1940): 

Etant donne methode perman ante de sommation Iineaire (T) 

1: CXnk C k <Pk(X) 
n=N 

dont la matrice II iX"nk II satisfait a la condition 

lim max I CXnk I = 0, 
n+'" 1r. 

(n = 0, 1, ... ) 

on peut ranger Ie systeme ~ <Pn(x) ~ en un ordre ~ <P.,,(x) ~ tel que Ia 
serie 

[3] 

soit presque partout sommable (T) sous la seule condition ~ Cn2 < ro 
Tout systeme orthonormal possede donc un "bon ordre" quant 

a Ia sommation lineaire (T) donneed'avance et cet ordre est in
dependant de la choix des coefficients Cn, pourvu que ~ Cn2 < OJ" 

II est aise a demontrer que l'on peut ranger Ie systeme { <Pnex) ~ en 
un ordre tel que les sommes partieUes snex) de la serie [3] croissent 
plus lentement qu'une suite arbitraire prealablement donne 

~ An ~, si An -+- ro . 

Le probleme non resolu est Ie suivant: peut-on ranger les termes 
de la serie [1] dans un ordre dependant de la choix des coefficients 
Cn ainsi que la serie ~ C v,. <PYn(x) converge presque partout, pourvu 
que ~ Cn 2 < OJ? Si Ia reponse en etait affirmative, I'existence d'une 
fonction f € £2 serait assuree teUe que sa serie de Fourier diverge 
presque part out en un certain ordre de ses termes, tandis que, dans 
un autre ordre, cUe converge presque partout. En effef, Koimogoroff 
a annonce, en 1927, d'avoir construit une serie de Fourier d'une 
fonction f € L2 divergente presque part out dans un certain arran
gement de ses termes. Cet exemple n'etait jamais publie, mais un 
jeune mathematicien polonais, Zahorski, a reussi, recemment, de 
construire un exemple semblable. 
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S'il s'agit dela sommation (e, 1) de la serie [1] sans changement 
de l'ordre des termes, on ne connatt que deux criteres generaux 
portant uniquement sur l'ordre de grandeur des coefficients en; 

A) La condt:tion 

1: en2 (log log n)2 < 00 

n=3 

entratne la sommabilite(e, 1) presque partout de la ser£e [1] (Men
choff et Kaczmarz, 1927). 

B) U ne autre condt'tion de ce genre est 

i: ~ e~n+l + e~'+2 + ... + e~n+l < 00 

,,=0 

(Alexit~, 1953). 
On voit aisement que ces deux conditions sont independantes, 

c'est a dire qu'aucune n'entraine pas l'autre. Ce qui est curieux, 
c'est qu'on a pu constater que toutes les deux conditions rendent 
plus qu'il ne faudrait. En effet, appelons la serie [1] sommable 
(e, 1) en sens tres fort, s'il existe une fonction f e £2 telle que 

presque partout pour toute choix des indices Vl < \12 < .... Tan
dori a demontre recemment que la condition A) entraine la som
mabilite presque partout meme en sens tres fort. En ce qui concerne 
la condition B), Tandori a demontre qu'elle est necessaire et'suf
fisante pour que la serie orthogonale [1] so it absolument sommable 
Ie, 1\ presque parton-to 

On en est donc conduit au probleme suivant: trouver une condi
tion de sommabilite presque partout (e, 1) portant uniquement 
sur l'ordre de grandeur des coefficients en qui n'entraine ni la 
sommabilite en sens tres fort, ni la sommabilite absolue Ie, 11. 
n n'est pas tout a fait exclu qu'une telle condition n'existe pas. 

2. o passons au problemes dans lesquels l'ordre de grandeur des 
fonctions de Lebesgue jouent un role. Designons par 

Kn(t, x) = 1: Cl.nk 'fIk(t) 'fIk(X) 
k=O 
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Ie noyau appartenant a une sommation lineaire (T) ayant Ia ma
trice Ilankl!. On sait que, s'ils'agit d'une sommation de Cesaro (C, a) 
dont les fonctions de Lebesgue 

L,,(x) =ib I Kn(t, x) I d t 

satis/ont a la condition Ln(x) = 0 (An) 0'11 0 < An ~ An+ 1 ---+ co, 

la serie [1] est presque partout sommable (C, 1), pourvu que ~ Cn2 An < 
< co. Ce theoreme demontre par Kaczmarz (1930) est bien appli
cable a la recherche de differentes series orthogonaies. Ainsi p. ex. 
Freud a demontre (1952) Ie theoreme suivant: 

Si ~ Cj)n(x) } designe le systeme complet des polynomes orthogonaux 
engendres par une fonction de p01:ds I' (x) ~ 0 ayant la propriete 
p ex) ~ Po > 0, la serie [1] est presque partout sommable eC, 1), 
pourvu que ~Cn2 < "". 

Or on ne sait que tres peu de ce qui se passe, 10rsqlle les fonctions 
de Lebesgue appartenant a une sommation lineaire (T) quelconque 
restent bornees dans leur ensemble. II nous semble que Ie theoreme 
de Kaczmarz conserve sa validite meme dans ce cas generale, mais 
ce probleme n'est pas resolu. Ce n'est que la sommation logarith
mique pour laquelle Meder a obtenu (1959) la reponse affirmative. 
Mais il existe un result at de caractere negatif, mais bien important. 
C'est que la condition ~ Cn2 An < co figurant dans le tMoreme de 
Kaczmarz ne peut pas ~tre amelioree, me-me s'il ne s'agit que de la 
sommation (C, a) d'un ordre quelconque. (Tandori, 1959). 

On peut demontrer aisement que meme les fonctions de Lebesgue 

peuvent elucider Ie probleme de la sommation eC, a > 0). En 
effet, si seulement les L 2,,(x) d'ordre 2n sont bornes dans leur en
semble, la serie [1] est presque partout sommable (C, a) pour tout a 
positif (Alexits, 1953). Ce lemme a des consequences dont la con
nexion avec la theorie de la probabilite est evidente. Introduisons, 
a ce but, la notion du systeme multiplicativement orthogonal de 
la voie suivante: si 2"' + 2"' + ... + 2"m e.st la representation 
dyadique du nombre naturel n, posons 

(n ~ 1), 
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et nous appelons { ip .. (x) } un syst eme multiplicativement orthogonal, 
si ces 'Fn(x) forment un systeme orthogonal en sens commun. On 
demontre d' abord que, si I ipn(x) I ;;;;; 1 et les fonctions 'F n(x) sont 
normees, la serie 

t Cn 'Fn(X) 
n=O 

est presque partout sommable (C,a. > 0), pourvu que ~ C n2 < 'C'. 

On en tire bien de consequences dont nous ne relevons que la sui
vante (Alexits et Tandori, 1960): 

Si { ipn(x) ~ est un systeme de fonctions multiplicativement ortho
gonales, normees et bornees, la serie ~ Cn ipn (x) est presque partout 
convergente, quelque so it l'ordre de ses termes, pourvu que ~ Cn2 < roo 

C'est Ie meilleur resultat possible, parce que; d'apres une genera
lisation immediate d'un theoreme de Zygmund (1930), la serie 
~ Cn ipn(x) n'est sommable par aucune.methode lineaire permanen
te, si ~ Cn2 = ro. Une consequence interessante de notre theoreme 
est que la serie de Fourier lacunaire 

1: (an cos Yn X + bn sin Yn x) 
n=l 

est presque partout convergente en tout ordre de ses termes, si et seule
ment si ~ (an2 + bn2) < roo C'est une generalisation du theoreme 
connu concernant la convergence des series trigonometriques 
lacunaires. 

3. 0 Ce sont surtout les developpements suivant des polynomes 
orthogonaux dont les propeietes d'approximation donnent lieu 
a des consequences concernant leur convergence ou sommabilite 
presque partout. Soit {Pn(X) ~ Ie syst~me complet des polynomes 
orthogonaux et normes engendres par une distribution non-negative 
d\1(x) et designons par 

f (x) "" 1: Cn P .. (x) [3] 
10=0 

Ie developpement de la fonction f (x) suivant les polynomes Pn(x). 
Quant a la convergence presque partout de [3], on connait les 
resultats suivants: 
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So it w (I, 0) le module de continuite de I (x) et <I> (x) > 0 une 
lonction croissante delinie pour x > 1 telle que 

Le developpement [3] converge presque partout, s~ 

~ CD log x 
-----dx < co 

1 X <I> (x - 1) 
(Kolmogoroff, 1934) 

ou, si ~ Pn(x) } est borne, il suffit deja que 

{CD ___ d_x-,...-_ < co 

11 x <I> (x -1) 
(Alexit.s-KraJik, 1957). 

Le developpement [3] converge presque partout en tout ordre de ses 
termes, si 

Si l'on a 

-.:.......;;:;...--..;;;.......;.--...::....- d x < co . f CD (log log x)1+ l log x 

2 X <I> (x - 1) (Ulianov, 1956). 

1'" log log x 
------- d x < co , 

2 <I> (x - 1) x log x 

le developpement [3] est presque partout sommable (e, IX) pour tout 
IX > O. 

II serait bien important de savoir, si ces criteres de convergence 
portant sur la structure de la fonction continue I (x) peuvent etre 
ameliores et jusqu'a quel degre. En premier lieu, on demande, 
evidemment, s'il existe un systeme {Pn(x) } tel que Ie developpe
ment [3] d'une fonction continue peut diverger sur un ensemble 
de mesure positive. Malhereusement, ce probleme prete des dif
ficultes aussi grandes que.Ia question analogue posee pour les series 
de Fourier des fonctions continues. Ainsi, on a peu d'esperance de 
Ie resoudre en toute generalite. Mais, meme des solutions particu
Iieres auraient un certain interet. 


