
RESULTADOS VIEJOS Y NUEVOS EN LA TEORIA 
DE LAS PARTICIONES 

por E, GROSSWALD 

1. La teoria de las particiones es ya bastante vieja, ya 'que los 
matenu1ticos han considerado tales problemas desde hace mas de 
dos siglos. A pesar de eso, durante los ultim.os afios, se hicieron 
importantes progresos y tuvo lugar un nuevo florecimiento de esa 
teoria. Nos ocuparemos en primer lugar de estos adelantos recientes; 
pero, para su mejor comprension, es conveniente hacer por 10 menos 
una breve menci6n de metodos y resultados clasicos. 

2. Sea A = i aI, a2, ... , an, ... r un conjunto eualquiera, finito 
o infinito de numeros enteros. Se llama partici6n de un entero 
n en elementos de A, cualquier suma al + a2 + ... + ar = n, 
aj eA. Dos particiones que difieren solamenteen el orden de los 
sumandos, no se consideran distin tas; si hacemosdistinciones segun 
el orden, hablamos de "representaciones" mas bien que de parti
Ciones. Se sigue que podemos escribir una particion tambien como 
klal + k2a2 + ... + krar = n, con k j enteros naturales 0 cero. 
Formalmente 'definimos el numero de particiones de n en elementos 
de A,por PA (n) = E 1. 

klal + ... +k,a,=n 

Sea d = (aI, a2, ... } el maximo comun divisor de los elementos 
de A. Si d > 1 esta claro que PA(n) = 0 para cualquier n ¢ 0 
(mod d), por grande que fuera n. Pero, isi d = 1, existe un N = 

= N (A) tal que para n ~ N, PA (n) > 0 (vease [1]). Si A. = I, el 
conjunto de todos los numeros naturales, escribimos P (n) en vez 
de PI (n). Asi, por ejemplo, observando que 5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 
=3+1+1= 2+2+1 = 2+1+1+1 = 1+1+1+ 
+ 1 + 1, resulta que P (5) = 7. Ademas de estas particiones ordi
narias, pueden definirse particiones que satisfagan condiciones 
adicionales, como, por ejemplo, cotas para el numero, 0 el tamafio 
de los sumandos, 0 para las diferencias de los sumandos, etc. As!, 
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puede pedirse, que los sumandos sean distintos -en simbolos, 
, aj - a.' ~ 1 para j ~ i-; 0 que el tamano de los sumandos 
sea ~ n"', etc. Estas condiciones no son todas independientes; 
de hecho, a· cualquier partici6n corresponde una partici6n "con
jugada" en la cual el numero de los sumandos y el tamano de la 
parte mayor se hallan intercambiados. Asi las particiones 3 + 2 
y 2 + 2 + 1 son conjugadas; tambien 4 + 1 y 2+ 1 + 1 + 1, 
como resulta de los esquemas 

3 
+ 
2 

y 4 
+ 
1 

3. Cabe preguntarnos por que matematicos celebres han estu
diado tan afanosamente la teoria delas particiones, puesto que su 
utilidad en las ciencias aplicadas y aun en otras ramas de las ma
tematicas es mas bien escasa. Quizas el interes de los matemat.icos 
se explique mas bien por el hecho de que, por un lado los problemas 
son muy dificiles, constituyendo un verdadero reto a la ingeniosi
dad humana, mientras que, por el otro lado, no son inabordables. 

Del hecho que los problemas de particiones no sean triviales nos 
convencemos inmediatamente si intcntamos calcular directamente 
p (100), por ejemplo, aunque n = 100 es todavia un numero 
relativamente pequeno. Si estamos en condiciones de atacar con 
exito estos problemas, eso se debe al descubrimientopor Euler 
de un metoda id6neo. Este consiste en la observaci6n de que p (n) 
tiene una funci6n generadora muy sencilla, a saber 

F (x) = -I I (1 - xm) -1 = -I I (1 + X" + x 2m + ... + xkm + 
m=l m=l 

+ ... ) = 1: X" 1: 1 = '1: p (n) X". 
n=O k,.lk,.2+ ... =n n=O 

(con p (0) = 1, por definici6n). 
Tambien el reciproco de F (x), 0 sea cp (x) = F (x) -1, tiene algu-

nas propriedades interesantes. As!, escribiendo cp (x) = -'-I (1- x"') 
m=l 

1 
= 1: bn X", para n = -2 (3 A - 1) A, es bn = (- 1)),., mientras 

,,=0 
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que bn = 0 para los demas n. Este es el contenido del famoso 
teorema de los n(llneros pentagonales. rJ> (x)es una funci6n "the
ta" (el exponente de x es un polinomio de segundo grado), mien
tras que, poniendo x = e2,d~, F(x) = F(ehi~) =j(-r:) esuna fun
ci6n "modular", reducible (vease [7]) a la funci6n 1] (-r:) de De
dekind. 

Funciones, y mas generalmente form as modulares g (-r:), se ca
racterizan por la propriedad de que si se opera la substituci6n 

-r: -+ -r:' = (a.-r: + b)/(e-r: + d), ad - bc= 1, [1] 

entonces g (-r:') = (c-r: + d)r e(a, b, e, d) g (-r:), con Ida, b, e, d) I 
= 1. Aqui - r se llama Ia dimensi6n y, si r = 0 hablamos de 
funciones, si r ~ 0 de forfias modulares. Las transformaciones 
[1] forman un grupo r (operaci6n : composici6n) isom6rfico al 

grupo de las matrices (~ ~), ad - be = 1 (operaci6n: multipli

caci6n matricial), considerando m6dulo el subgrupo normal (E,-E), 

con E = (~ ~). Ese grupo r se llama el grupo modular inhomo

geneo y desempefia un importante papel, tanto en la teorla de las 
particiones, c6mo tambien en varias otras ramas de las mateinati
cas. 

Crono16gicamente, el estudio de las particiones puede dividirse 
en varios periodos, a saber: 

a) periodo c1asico: Euler, Jacobi; 
b) periodo intermedio: Laguerre, Sylvester, Cayley, Glaisher, 

MacMahon, Franklin; 
e) apogeo: Hardy, Ramanujan, Rademacher, Knopp (He~ke); 
d) periodo contemporaneo. 

4. Sin usar el aparato poderoso de la teoria de las funciones de 
variable compleja, matematicos desdeEuler hasta Hardy han 
logrado obtener f6rmulas de una elegancia increible, por metodos 
elementales. 

He aqui unos ejemplos. Identificando coeficientes en la multi
plicaci6n formal F (x) . rJ> (x) = 1: p (n) X" .1: bm xm = 1, se obtie-
ne la relaci6n de recurrencia n m 

p (n) = p (n -1) + P (n -2) -p (n -5) -p (n -7) + ... 

(aqui 1, 2, 5, 7, ... son los numeros pentagonales). 
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De la relaci6n F'(x) = (1/</> (x))' = - (</>'/</»F se obtiene de 
la misma manera: 

n pen) = P (0) 0'1 (n) + P (1) 0'1 (n - 1) + ... + P (n - 1) 0'1 (1), 

en donde O'I(m) es la suma de los divisores de m. Denotando par 
Pr(n) el numero de las particiones tales que la parte mayor no 
exceda r, es facil ver que Pr(n) = pr-i(n) + Pr(n - r) y, por induc
ci6n en n, 

Pr(n) = Pr_l(n) + Pr_l(n -r) + Pr_l(n -2r) + ... [2] 

Tambien, para r = 1, PI (n) = 1 = ~ rnr-l/(rI)2 h_l' de modo que 

P, (n) ~ nr-l/r! (r - I)! , [3] 

vale para r = 1. Usando [2] puede completarse la prueba por 
inducci6n de que [3] vale para todo r. Tambien es claro que P (n) ~ 
~ Pr (n) para cualquier r, de modo que P (n) ~ max Pr (n) ~ max 

"t "t 

nr-l/r! (r - I)! > max nr-l(r!)-2 ~ ~nr-l (r!)-2~r-nl'.;;;; e2 VR/2 '7t' n l ,., 

T 

en donde hemos hecho uso de la f6rmula de Stirling para los 
factoriales. Conviene observar que esta cota inferior (que aun 
puede mejorarse sin dificultad) esta bastante cerca del result ado 
exacto. Eso se debe a que nr-l/r! (r - 1) I aproxima muy bien 
a Pr(n), aunque 10 hemos obtenido antes solamente como su cota 
inferior. Para comprobarlo, basta observar con Laguerre [13], , .. 
que Fr (x) = -1-1 (1 - X .. )-l = 1:: Pr (n) X", la funci6n generadora 

m=l ,,-0 
de las p,(n), es una funci6n racionaL Su descomposici6n en fra~ 
ciones parciales es 

Fr (x) = A, + A r_1 + ... + Al + 
(1 - x)r (1- X)r-1 1 - x 

+ .I: .I: (liP) (1 - ~,X)-i, [4] 
i j 

con i ;;; r, j, ;;; r/2 yen donde ~. es una raiz de orden i de la unidad. 
Desarrollando los binomios, resulta que el coeficiente de x" es 

Pr(n) = {Arno-l/(r -1)!~ (1 + 0 (n-l ) y observando que A, = 

= l/r! se completa la prueba de que 

no-I 
P, (n) = (1 + 0 (n-l », 

r! (r -I)! ' 

que es 10 que queriamos demostrar. 



- 44-

Este mismo metodo da resultados para cualquier conjunto finito 
A = {aI, a2, ... , aT r a condici6n que (aI, a2, ... , ar) = d = 1. 
Si d > 1, varias raices del denominador de F (x) tienen la misma 
multiplicidad y el metodo fracasa, 10 que no es sorprendente, puesto 
que ya sabemos que en este caso PA(n) = 0 para n ~ 0 (mod d). 

Pero, si d = 1, obtenemos 

n r - l 

PA(n) = (1 + 0 (n-l )). [5] 
(r -1)!ala2 .. ,ar 

5. N uevos adelan tos en la teoria de las particiones fueron logrados 
con el empleo, por Hardy y Ramanujan de metodos de variables 
complejas. En 1917 ellos demostraron [6] un import ante teorema 
Tauberiano, que les permiti6 mostrar que log P (n) '" 2 'It...J n/6. 
Del mismo modo, si A = P, el conjunto de los numeros primos, 
result a que log pp (n) '" 2 'It ...J n/log n3 • Pero, no es facil pasar del 
logaritmo a P (n), 0 a pp (n) mismo. Si log p (n) = 2 'It...J n/6 + 
+ 0 (nl/2), se sigue solamente que P (n) = e2"y'n/6 • eO(v'n) yel 
exponente 0 ( .. {n) puede ser muy grande, positivo 0 negativo. En 
efecto, Hardy y Ramanujan mismos lograron obtener la f6rmula 
asint6tica 

[6] 

Cabe comparar el valor exacto de 

log p (n) = (2 'It/~ + 0 (1)) nl/2 ~ 2.56 ... nl/2, 

obtenido por sofisticados metodos Tauberianos, con la cota inferior, 
log P (n) > 2 nl/2, obtenida antes por razonamientos sencillisimos. 

Para pp(n) no se conoce ninguna f6rmula analoga a [6] y, por 
razones que veremos, hay dudas legitim as de que tal f6rmula pueda 
existir. 

Para lograr resultados como [6] y otros, aun mucho mas exactos, 
'" 

la idea fundamental es sencilla. Como F (x) = -1-1 (1 - Xm)-l 
. m=l 

converge al interior de Co( \x\ = 1), t6mese una curva C, senci-
llamente cerrada, al interior de Co; por el teorema de Cauchy, 

( ,)._ 1 fF(X)d P n - -- x. 
2'lt i c xn+l 
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Pero el procedimientoes dificil, porque F (x) es una funci6n 
complicada, muy dificil de calcular para 3;, ~ 0 y que tiene una 
infinidad de polos, que forman un conjunto denso sobre Co. Mas 
observamos que estos polos forman un conjunto numerable y 
que lim F (x) = 0 en la mayor parte de la periferia de Co. Por eso 

1:1:1+1 . 
puede trata~se de calcular la integral 

_1_ [ F (x) dx 
2 'It i Ja Xn+l 

sucesivamente, sobre curvas C .. que se acercan mas y mas a Co. 
Cuando esas curvas se acercan . a los polos de F (x), hacemos de
formaciones locales suficientes, para tener el integrando razonable
mente pequeno. Asi se cibtiene una suma de terminos, siendo cada 
uno el limite de las integrales tomadas sobre las deformaciones 
locales cuando hacemos C .. ~ Co. Esa suma tiene el .caracter de 
una serie asint6tica. Por eso fue una sorpresa, cuando Hardy 
y Ramanujan descubrieron· que la serie podia representar p (n) 
con un error 0 (n-1/4) , 0 sea, para n suficientemente grande, exacta
mente, puesto que p (n) es un entero. El misterio fue acIarado 
por los trabajos de Rademacher [21] en 1937, quien, modificando 
ligeramente el metodo, logr6 obtener una representaci6n de p (n) 
por medio de una serie convergente. 

La serie original de Hardy y Ramanuian pudo demostrarse que 
era efectivamente divergente. La ·f6rmula de Rademacher es 

1 
p (n) = 'It -V 2 

~ . d {8 h ~ vi + (n - 1/24) } E Ak(n) klf2_ , 
k = 1 dn -V n - 1/24 

con 

Ak (n) = E exp {'lti (8 (h, k) - 2~n)}, 
h (mod!,) k 

en donde 

Aqui se usa la funci6n «x)) definida r>0r 

{ 
. 1 

«x)) = : - [x] -"2 para x no entero 

para x entero. 
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Quizas no estaria de mas anadir aqui que en 1937, cuando el 
trabajo de Rademacher aparecio, el entonces muy joven matema-

. . 
tico noruego Atle Selberg, habia ya obtenido el mismo resultado. 
EI trabajo de Selberg nunca fue publicado. Pero se sabe que alli 
los coeficientes Ak(n) estan definidos por una formula distinta 
de la de Rademacher. La demostracion que las dos expresiones 
representan la misma funcion (una es el desarrollo en serie de 
Fourier finita de la otra) se debe a A. Whiteman [23]. 

El resultado de Rademacher resuelve en modo completo y muy 
satisfactorio un importante problema clasico, planteado por Euler, 
y puede decirse que eso pone fin a un capitulo. 

6. Lo que sigue se refiere a desarrollos contemporaneos. EI me
to do de Hardy-Ramanujan-Rademacher (que llamaremos por 
brevedad "metodo del circulo") da resultado porque la funcion 
generadora F (x) es modular con respecto al grupo r y porque es 
posible hacer uso de esta modularidad para demostrar, mediante 
las "divisiones de Farey", que F (x) es "pequeno" cuando ixl ~ 1, 
para casi todos los argumentos. 

Pero esas condiciones estlinsatisfechas por las .funciones gene
radoras de particiones mucho mas generales que las consideradas 
hasta ahora, aunque esas funciones, en general, quedan (rei at iva
mente) invariantes solamente con respecto a ciertos subgrupos 
G de r. En general, los G son "subrupos de congruencias" de ryes 
un hecho bien conocido que e.1 indice riG es finito. Esas ideas han 
sido usadas por Lehner [14], para obtener representaciones de 
PA (n) , por medio de series convergentes (del tipo de las de Ra
demacher) en los dos casos: 

a cAl t-~ a == 1,4 (mod 5) y a cA2 t-~ a == 2,3 (mod 5). 

Se observa que en ambos conjuntos Al y fb, si a es un elemento, 
tambien 5-a 10 es; llamaremos simetricos a los conjuntos que tienen 
esta propiedad. 

Observamos tambien que los conjuntos Al y A2 se pueden ca
racterizar por el caracter cuadratico de sus elementos, a saber 

Livingood [15] generaliza el resultado de Lehner para conjuntos 
A, cuyos elementos son congruentes con 10!3 de A I = ~ a, P - a ~, 
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modulo cualquier numero primo P > 3. Hagis [5], en 1958, gene

raliza el resultado de Livingood para conjuntos A, cuyos elementos 

son congruentes con los de unos conjuntos finitos A' = {al' a2, ... , 

ar } ,con cualquier numero r de elementos, pero simetricos modulo 

un numero primo P !!;; 3 (es decir a,s A' r-t p - a,s A'). Iseki [10] 

generaliza en 1959 el resultado de Livingood para A' ={ a, n - a r 

modulo n cualquiera (no necesariamenteprimo). 

Mientras tanto Petersson (veanse [19] y [20]) habia logrado 

obtener resultados muy generales que incluyen como casos par

ticulares casi todos los resultados anteriormente logrados por el 

metodo del drculo. Su metodo es completamente distinto y muy 

poderoso. Noes posible explicarlo aqui en detalle; basta decir que 

ademas de usar la teoria de las funciones, tienetambien caracter 

algebraico y usa desarrollos de Fourier generalizados, pero no 

integracion compleja, ni divisiones de Farey. El metodo de Peters

son da resultados en los casos mas complicados, siempre que las 

particiones consideradas tengan como fun cion generadora una 

funcion modular. Tal es el caso, cuando se trata de un conjunto 

definido por congruencias simetricas modulo un numero primo q, 

es decir si a s A ~ a == ± al, ± a2, ... , ± as (mod q). Ejemplos 

de tales conjuntos son los residuos cuadnlticos (y los no-residuos) 

si, y solamente si q = 1 (mod 4). Vale observar que todos los con

juntos anteriormente mencionados son precisamente de este tipo. 

Ademas de series convergentes y formulas asintoticas muy exactas 

para PA(n), Petersson obtiene como corolarios algunos resultados 

como los siguien tes: 

Pongamos 

P'l+ (n) = PA1 (n) para asAl r-t ( : ) l' , 

Pq- (n) = PAs (n) para asA2~(:) -1. 

Entonces 

P + (n) r '1':. v' 3 (q - 1) 

P:- (n) = Sh 1. 1 - 6" 9 

. 1 
c a5 (q) n-l/2 + 0 (n- l ) ~, 

J 

adonde E, h son la unidad fundamental y el numero de clases de los 

ideales del campo 

R ('-l-q) . c = ~ 1/240 si q == 1 (mod 8); 

, ll/560 si q == 5 (mod 8), y 
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o:dq) = I: 1, es decir,el mimero de representaciones de q 
""+ ... +'1'=1 ' 

como sumfl, de cinco cuadradQs. 
Aiiadiimdo la condici6n de que ningun sumando'pueda repetirse 

mas de I veces y notando)as particiones respectivas por 
I .~ 

se tiene: 

p/ (n, f) 
pg- (n, f) 

p'/ (n, f) y pg,- (n, f), 

1 + ~ ~ /3 (q -1) .1 I 
'6'V 9 1'/+1 

. Ie O:5(q) n-1/2 + 0 (n-1). 

Petersson plantea el problema de explicar la ocurrencia de los 
parametros aritmeticos e, h, 0:5 (q), etc., en esas f6rmulas., 

7. Los adelantos logrados por el uso del metodo de Petersson 
sori muy importantes, pero, para tener resultados, siempre es pre
ciso operar solamente con conjuntos simetricos. En el casu de 
conjuntos A asimetricos, el primer exito 10 tuvo Meinardus [16], 
el cual pudo obtener f6rmulasasint6ticas, mediante el metodo 
del "punto de ensilladura". Para obtener alguna idea de como se 
pudiera procederen el casu general, conviene considerar tina veil 
mas el trabaj 0 de Lehner. ,Ellogr6 sus resultados, a pesar del hecho 
de que sui (,,) era invariante solamente con respecto a G, mientras 
que hubo que usar todas las transformacionesT e r. Esto seexplica 
por 10 siguiente: si T e r, T ~ G, entonces I (T ,,) ~h (,,),~ con h 
algo distinto, pero no "muy distinto" de I. Esto permite obtener 
la informaci6n necesaria sobre F (x), cnando Ixl ~ 1. Eso sugiere 
el razonamiento ~igui~nte: puesto que el proMema pudo''Ser mane
jado aun en el casu T * G, ;,no seda posible tomar subgrupos n\as 
y mas pequefios' en r? EI indice riG natU1:almente al1mentara. 
Nos preguntamos:;,seria posible manejar el'problema'aun si el 
in dice llega a ser infinito? ;,0 aun si G estuviera reducido a la iden
tidad? Claro esta que algunas restricciones sobre F (x) = 1(") 
Sefan neces::;trias para garantizar queh ,( ,,) se comporta comQ.Io 
deseamos. Este razonamiento no es rhuy preciso, pero sugiri6 
un procedimiento que tuvo exito (vease [3]). Dicho procedimiento 
est3. basado en un Lema F~ndamental, la idea del cual se encuentra 
ya en Hayman [9] (vease tambien M. Wyman [15]) y quepuede 
enunciarse c6mo sigue: 

( 
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Lema Fundamental. Sea I (x) = 1>11 x" regular en 1 xl < 1 y 
, .. =0 ' 

(para simplificar) real para ,x real. Definimos 

d 
a (r) = log I (r) 

d log r 

d 
, b (r) = a (r) ; 

d log r 

y sea p = p (n) la raiz (la unica que se acerca a r = 1, para 
11, ~ co) de la ecuaci6n a (p) = n. Postulamos tambien que existe 
un a > 0 y dos funciones B = B (r) y u = u (r), definidas pqr 10 
menospara (0 ~)ro < r < 1 y tales que 

1) a2 (p) b (p) > 2 ex log n; 

2) [ I!(pe'o) Id6=0(n-"!(p)b(p)-1f2); 
JIGI> 8 ' 

3) J ~8 D (p, 6) e-'''o d6 = .y2'!'; I (p) b (p)-1/2 (u (p) + 0 (n-cz», 

en donde 

• 1 D(p, 6) =/(pe'o) -/(p) exp (i6a(p) -_62 b(p). 2 . 

Entonces 

a" = .... I (p) { 1 + u (p) + 0 (n~cz) ~. 
p",.y2'!'; b(p) 

Usando el Lema Fundamentallogra obtenerse expresiones asin
t6ticas para PA(n), en donae ahora A puede ser unconjuntodefi
nido por congruencias .cmod q), completamentearbitrarias, no 
solamente simetricas. ,. . . . 

. C6mo casos particulares se obtienen much os de los resultados 
anteriores de Petersson, en algunos casas con un error mayor que 
en las f6rmulas de Petersson. Las f6rmulas de las razones .,. 

. PfJ.: (n) 
p~~(n) 

'0\, .' ,\ 

y 
pi (11" I) 
PfJ.- (n,!) 

se obtienen ell su forma original y ademas se obtienen lqs t:esultados 
correspondientes para el caso q .... 3 (mod 4), a saber 
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P~+ (n) - r( (a ))(~)I ( 12 n ,).1:... { 
--"--"'---7--:- = I Ii r, - q ~ '" 1 +' 
Pu (n) (amodq)L q, J 'Jt2 q (q-1) 

+~./ ,6 Q ~n-1/2+0(n-I)}, 
'Jt 'V Q-1 w 

p,/ (n, f) = (f + 1)h (1 + 0 (n-I». 
Pq- (n, f) 

con h y w el numero de clases y el de las raiees de la unidad en 

R (V -q), respeetivamente; (~) en el exponente esun simbo-

10 de Legendre. 

8. Aunque el earaeter "easi modular" de las funeiones genera
doras nos nabia guiado enesas investi'gaeiones, aeabamos p'or eom
prender que la modularidad (que ya no existe ... ) desempefia un 
papel menor en este metodo. Las propiedades easi modulares de 
F (x) = f ('t") se usan, euando existen, solamente para demostrar 
que f ('I:) satisfaee la segunda eondiei6n del Lema Fundamental. 
Pero 10 unico que importa es que el Lema sea aplieable. Habiendo 
eomprendido esto, es posible aeeroorse a ciertos problemas de 
partieiones, que hasta ahora no fueron resueltos, precisamente 
porque sus funeiones generadoras no eran modulares. Entre estos 
problemas, oeupa un lugar destaeado el de las partieiones en nu
meros primos y, mas generalmente, en poteneias de numeros 

primos. La funei6n generadora es Fp (x) = -1-1 (1 - Xp)-I que no 
p 

es modular; ademas, mientras que hasta ahora habia que usar 

la funci6n ~ (8) = 1:: n-e de Riemann, ahora uno se eneuentra 
,,=1 

frente a 1:: p-B, la eual no puede eontinuarse en el semi-plano iz-
p 

quierdo, y la integraei6na 10 largo de Co es imposible. Afortuna
damente, si n = Plio + P2 10 + ... + Prlo, entonces Pj. ~ n; se sigue 
que si se considera no Fp (x), sino 

'" 
Fp,m (x) = D (1 - Xp)-I = 1:: PP,m (n) xn, 

p=m ,,=0 

se da que pp (n) = PP,m (n) para m ~ nIl", i y la funei6n Fp,m (x) 
es raeional t . 

En 1959 el estado de ese problema era el siguiente: 



- 51 ~ 

a) Hardy y Ramanujan habian,pbtenido en 1917, 

(vease [6]; 
b) Haselgrove y Temperley [8] habian estudiado PA (n) para una 

clase .:;f de conjuntos A, bastante general; i pero P elo.:;f! 
Usando argumentos especiales (solamente esbozados en su 
trabajo publicado) Haselgrove y Temperley concluyen que 
su formula general vale tambien para A = P. Ellos no pre
tend en probarlo para A = pI< (conjunto de las potencias k 
(fijo) de numeros primos), ni llegan a establecer una formula 
asint6tica para pp(n), sino solamente para log pp(n), obte
niendo otra vez el resultado de Hardy y Ramanujan. 

c) En 1957, Mitsui [17] establece formulas para ppk (n), Ias 
cuales, en el caso k = 1, coinciden con las de Haselgrove 
y Temperley. El trabajo de Mitsui parece ser la primera 
demostracion completa, publicada, de la formula de Hasel
grovey Temperley, en su aplicacion a los numeros primos. 

Aun los resultados de Mitsui no son completamente satisfacto
rios. En efecto, si n, m (y, naturalmente, k) se nos dan, queremos 
poder calcular una funcion razonablemente sencilla CPk (n, m), 
tal que 

PP",m (n) - CPk (n, m) ~ 0, • 

0, por 10 men os, tal que la razon 

Ppk,m (n) 

CPk (n, m) 
~1. 

Pero, tanto Haselgrove y Temperley, como tambien Mitsui, 
definen una funcion ~ = ~ (0(, A l , A 2) en donde los panlmetros 
0(, A l , A2 dependen en modo trascendente (no algebraico) de 
k, n y m, y tal que ~/ppk,m ~ 1. Pero, si sustituimos 
Q( = O(k(n, m)); Al = Al (k, n, m) y A2 = A2 (k, n, m) en ~, obtene
mos ~ = CPk en, m) e~, con g = a (k, n, m) = 0 (log CPk), pero 
siempre if ~ co ,cuando n ~ co. 

Por 10 tanto, el progreso practico, mas alla de Hardy y Rama
nujan es mas bien escaso. Haciendo uso de una modificacion del 
Lema enunciado, es posible mostrar (vease [4]) 10 siguiente: 
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a) Si la desigualdad eviden~,e p ~ m ~ n 1/k esta reforzada hasta 
p ~ m ~ n 1/(k+3/2) (log m)1/(k+1), entonces 

n" (m)-l 
Ppk,m (n)= . e- k6 (m) {I + 0 (1) ~ 

(7t (m) - 1) ! 

en donde 

7t (m) = Ely 6 (m) = E log P 

son las clasicas funciones de la teoria de los numeros. Poniendo 
7t (m) = r, eso puede escribirse tambien como 

P (n) = nr
-

1 
• (1 + 0 (1»), 

(r -I)! 2k 3 k ••• Pr k 

con r definida por Pr ~ m < Pr+l. Reconocimos aqui Ia formula [5], 
ya vista, y que fue establecida hace mucho tiempo ya para conjuntos 
A mucho mas generales que plr; - pero entonces solamente si el 
numero r de sus elementos era finito. Veamos ahora que Ia 
formula permanece valida aun si r ~ 00 a condicion de que el 
tamaiio del sumando mayor no aumente demasiado rapidamente 
con respecto a n. 

b) Si m no esta sujeto a esa restriccion (como, por ejemplo, si 
estamos interesados propiamente en Ppll: (n» en las particiones de 
n ocurren algunas partes pk, cuyo tamaiio es del mismo orden 
que n y la distribucion efectivade los numeros primos empieza 
a tener importancia, mientras que antes, solamente su distribu
cion estadistica, mas bien regular, debia considerarse. Por eso no 
debe sorprender, que parametros de naturaleza trascendente 
aparezcan en las formulas. En este caso, con la excepcion de la 
mayor precision alcanzada por la consideraci6n de u (p), el nuevo 
metoda no mejora los resultados precedentes de Mitsui. Y mientras 
que es facil poner 

F = Fpk = -I I (1 - Xp)-l , Al = log F (p) , b (p) = 
p ;;;;n1/k 

r d2 
} = A2 = -{ log F (x) x=p' l d (log X)2 

la determinacion de p mediante la ecuacion 

d 
---log F (x) = n 
d (log i) 

! 
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parece seruna tarea formidable. Aunque, quizas, para n muy grande, 
eso no seda tan dificil c6mo la enumeraci6n explicita de las particio
nes, parece siempre mas bien impracticable. De todas maneras, 
esta soluci6n del problema es mucho menos satisfactoria, que, por 
ejemplo, el resultado de Rademacher para P (n). 

9. Siguiendo el mismo tramite, un discipulo nuestro esta tra
bajando en el problema de obtener PA(n) si A = Pit esel conjunto 
detodos losnumeros divisibles por un solo numero primo (aeA-+-+ 
++ a = p,., P = 2, 3, 5, ... ; k = 1, 2, 3, ... ). Parece cierto que 
la f6rmula de Haselgrove y Temperley siempre tiene validez y que 
no puede esperarse obtener f6rmula asint6tica alguna, a menos de 
aceptar ciertas restricciones sobre el tamafio de las partes, 0, 

alternativament.e, parametros trascendentes. 
El paso siguiente seda el estudio de PA(n), para conjuntos A 

arbitrarios. C6mo ya sabemos, Haselgrove y Temperley obtuvieron 
resultados para una clase .:;f de conjuntos, bastante extensa. Ahora 
podriamos estudiar conjuntos A e .:;f y las particiones correspon
bientes PA (n); los ejemplos de A = P, A = p" y, quizas el de 
A = Pit, muestran que hay conjuntos A + .:;f tales que podemos 
todavia obtener formulas asint6ticas razonables para PA (n). Pero 
ese camino no nos lleva muy lejos. En primer lugar, es facil cons
truir conjuntos A con la siguiente propiedad: Existe una sucesi6n 
infinita de intervalos (n/Ji, nbJ, tales que para na,;:;; n < nb" 
PA (n) ,...." C e"...rn, mientras que, sobre los intervalos complemen
tarios, PA (n) ,.... C nti (con el mismo a; en todos los intervalos perti
nentes, mientras que ~ y los coeficientes C dependen de los inter
valos). Por 10 tanto, no podemos esperar una f6rmula asint6tica 
sencilla, valida para todo n bastante grande. Ademas Kohlbe
cker [12] mostr6 10 siguiente: si (al, a2, ... ,ar, ... ) = d = 1 Y 
log PA(n),...." n'l' L*(n), en donde PA(n) = t PA(V) Y L*(n) es una 

v;;;n . 
funci6n a oscilaci6n lenta en el sentido de Karamata, entonces el 
conjunto A tiene una "densidad", es decir N(n) = t 1", n(i L (n) 

/Ji~" 
a,oA 

(con ~ = "( y con L (n) a oscilaci6n lenta, sencillamente 
1-"( 

relacionada con L*(n)). Se observa que la hip6tesis del teorema 
de Kohlbecker as muy debil, puesto que la primera condici6n se 
necesita ya para garantizar que PA(n) no sea nulo para n suficiente
mente grande, y la segunda condici6n siempre se satisface, cuando 
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PA(n) admite una f6rmula asint6ticadel tipo usual (pero no sola
mente en este caso);. por cuanto a la conclusi6n del teorema, esta 
es casi identica a una condici6n suficiente para la validez de la 
f6rmula de Haselgrove y Temperley. Por 10 tanto, la brecha entre 
la condici6n suficiente de Haselgrove y Temperley y la condici6n 
necesaria de Kohlbecker (ambas relativas a la validez de una 
formula asint6tica del tipo conocidopara PA (n» es mas bien estre
cha y hacer esfuerzos para extender la validez de dicha formula 
(de Haselgrove y Temperley) mas aHa de los casos ya considerados 
hasta ahora no parece ser una ocupacion demasiado provechosa. 

Se llega a conclusiones muy parecidas tam bien haciendo uso 
del Lema Fundamental. Recordamos que (vease [1]) Bateman y 
Erdos han hallado la condicion necesaria y suficiente para que 
PA(n) aumente monotonicamente para n ~ N (A). Tal condicion 
es que 

d* = 1 [a'J 

en donde d* = (aI, a£, . .. , a*, . .. ) es el maXImo comun divisor 
de los elementos de A, despues de la cancelacion de cualquier 
a*e A. 

Postulemos que vale [a'J y que, ademas, 

N (n) rv Kn~ (1 + 0 (1». [b'J 

En estas condiciones, el Lema Fundamental conduce a una for
mula muy parecida a la de Haselgrove y Temperley. Si afiadimos 
tam bien alguna restricci6n sobre el tamafio de los sumandos, para 
eliminar los parametros trascendentes, se obtiene 

nr-l K2~ m2 ~+ 1 
PA,m en) = exp ----- ----

(r-1)!ala2 ... ar 2(~+1) n 

(1 + 0 (1», [7J 

(ar ;;;;; m < ar+l). Las condiciones satisfechas por m hacen que en 
[7J el parentesis tienda a cero y volvamos a obtener [5J. 

Resulta, c6mo conclusion, que problemas de esta clase pueden 
considerarse como mas 0 menos acabados. 

10. Sin embargo, la teoria de las particiones misma esta lej08 
de ser acabada. Mientras que unos problemas han sido resueltos, 
o han perdido interes, otros problemas han surgido y terminaremos 
por hacer men cion de algunos de estos nuevos problemas. 
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(I). Quizas el mas importante de esos problemas es la generali
zaci6n de la definicion cIasica de las particiones. Esa se debe a 
Petersson [19] yes' bastante Mcnica. Los casos en los cuales la 
funcion generadora es modular han sido resueltos por Peters son -en 
los demas, nada parece ser conocido. 

(II). La aparici6n de para metros aritmeticos en las formulas 
precedentes no esta satisfactoriamente explicada. Para encontrar 
una explicacion, podemos intentar el siguiente razonamiento: 
SI 

lim PA (n) =).. 

,,-+- "" PB (n) 

existe, es facil ver que tambien 

lim FA (x) = L 
x-+-l FB (x) 

existe y que).. = L. Pero, L = lim -I -I (1 - x~) . -1-1 (1 - Xa)-l 
x-+l beB a.A 

y teoremas clasicos nos permiten calcular L (numericamente, 0 me
diante una formula asintotica). Ahora, varios de los parametros 
aritmeticos en consideracion estan relacionados precisamente con 
productos de esta naturaleza y la parte mas dificil de la interpre
tacion buscadaparece ser el establecimiento de un teorema Taube
riano que nos permita concluir directamente (es decir sin conocer 
PA (n) Y PB (n» de la existencia de La la de)... Un reciente teorema 
de Ostrowski [18] parece proporcionar el instrumento idoneo para" 
esta tarea. 

(III). Por ultimo, cabe hacer men cion de recientes resultados de 
N. Fine [2], quien ha estudiado funciones definidas sobre el con
junto de todas las particiones de un entero n. Como una particion 
'It de n esta perfectamente definida si se dan los coeficientes kl' k2, • •• 

en n = kl . 1 + k2 . 2 + ... + kr . r, resulta que una fun cion 
f ('It) no es otra cosa que f (kl' k 2, • •• ), una funcion de una infinidad 
de variables independientes, pero que no ha de ser definida mas que 
para valores enteros de esas variables~ As!, por ejemplo, tenemos 
k ('It) = kl + k2 + ... + k" el numero total de los sumandos 
en laparticion 'It considerada; 0 q ('It) = E 1, el numero de sumandos 

ki F 0 

distintos en 'It, etc. El metodo de Fine hace uso de funciones gene
radoras, es mas bien elemental y algunos de sus resultados pueden 
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Ser comparados, por su elegancia, con los de los algebristas del 
siglo 19. He aqui algunas de las identidades obtenidas: 

(i) E q ('It) = E k1 • Es decir: el numero total de sumandos dis-
.. (n) .. (n) 

tint os en todas las particiones es igual a la suma de las frecuencias 
de aparici6n del sumando a = 1. Ilustraci6n para n = 5: 

(ii) ~ E 1 = E h En palabras, la suma de las frecuencias 
.,. (n) i~l .,. (n) 

kj ;;;'i 

no men ores de i es igual al numero total de veces que a = i aparece 
c6mo sumando. Para n = 5, i = 3, EEl = 1 + 1 = 2, mientras 

;,. i:i?l 

que E ka = 1 + 1 = 2 tambien. 
kj;;;a 

" (iii) Sea A una funci6n cualquiera, que no ha de ser definida mas 
que para argumentos enteros no negativos. Para cualquier j y m 

enteros hay E A ( r.!!i.] ) = E A (kim)· 
.,. (n) . m ,,(n) 

(iv) Sea L ('It) = L (kl' k2, ••• ) multilineal en sus argumentos; 
entonces 

E xn E L ('It) = F (x) . L ( x 
n ,,(n) 1 - x 

, x 2 
, ••• ) .• 

1 -x2 

La enumeraci6n de tales relaciones esta lejos de ser acabada. 
Resumiendo, vemos que el descubrimiento por Rademacher 

en 1937 de 10 que puede considerarse la soluci6n completa del pro
blema original de las particiones ordinarias, planteado por Euler, 
lejos de poner fin a las investigaciones de las particiones, ha tenido 
mas bien el efecto de abrir el camino para nuevas y profundas 
investigaciones. Y podemos esperar que los bellos resultados obte
nidos en los ultimos cinco afios, estimularan a muchos jovenes 
matematicos talentosos para dirigir susesfuerzos en esta direcci6n. 
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