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§ 1. Introduction, cas particuliers. 

Un des problemes .fondamentaux de la theoriearithmetique 
des nombres algebriques c' est la determination de la decomposition 
des ideaux premiers d'un corps de nombres algebriques lorsqu' on 
passe a une extensionalgebrique finie. 

Dans Ie casd'une extension quadrahque du corps des nombres 
rationnels, par exemple K = Ro ( .. [a), nous savons exprimer la 
condition pour qu'un nombre premier p se decompose, se ramifie 
ou reste premier en K par l'intermede du symbole de Kronecker. 
En effet, Ie discriminant de K etant egal a d = a lorsque a == 1 
(mod. 4), ou bien d =4a lorsque a == 2 ou 3 (mod. 4), si Ie premier 
pest impaire alors .on a:· 

( ~)= +1 

(~ ) =0 

. d ) (p- =-1 

equivaut a p = PI . P2 (ideaux premiers dis-
tincts) 

equivaut a p\d ou encore a p = p2 

equivaut a quep soit un ideal premier de K 
ayant degre 2 

Sipar contre p = 2 alors: 

r d impaire, (~). = + ·1, equivaut a 2 = PI . P2 Odeaux 
8.. premiers distincts) 

i 

l 
d pair equivaut a 2 = p2· 

d impair, equivaut a que 2 soit un ideal 
premier de K ayant degre 2. 
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Dans Ie cas des corps circulaires, obtenus par l'adjonction d'une 
racine primitive de l'unite, nous allons indiquer les lois de decom
position des premiers dans les differents cas possibles. 

Premier cas: Supposons d'abord que K = Ro(~), ou ~ est une 
racine pl1imitive p-ieme de l'unite, p etant un premier impaire. 
Alors l'equation :qJ.inimale de ~ est (Xv ~ 1)/(X - 1) = Xp-l + 
+ ... + X + 1 = 0, [K: Ro]= p - 1, K possMe une base 
d'integrite egale a {I, ~, ~2,"'" ~P-lr, Ie discriminant de KIRo 

p-l 

est dK1Ro = (- 1)-2- pp-2. Dans ce cas, on a p = pp-l, OU P = 
= (1 - ~) (ideal principal engendre par 1 - ~). Si q est un premier 
distinct de p, si f est Ie plus petit entier tel que ql "" 1 (mod. p) 
alors f divise p - 1, donc p - 1 = f . g et q se decompose de la 
fa<;;on sllivante: q = Ql . Q2 ... Qg, ou chaque ideal premier Qi 
possMe degre f. 

Deuxieme cas: Supposons maintenant que K = Ro(~), Oll ~ e3t 
nne racine primitive ph-ieme de l'unite, p etant un premier. Alors 
I' equation minimale de ~ est 

(Xvh - 1)/(Xph-'- 1) '"" Xph-' (p-l) + Xph-' (p-2) + ... + 
+ Xph-' + 1 = 0, [K : Ro] = <p (ph) = ph-l(p - 1) 

(indicateur de Euler de ph), K possMe une base d'integrite egale 
a {I, ~, ~2, ... , ~ph-' (P-l)-l r, Ie discriminant de K rRo est 
dK I Ro = pph-' (ph-h-l) lorsque ph ¢' 4 et p "" 1 ou 2 (mod. 4), ou 
bien dK I Ro = - pph-' (ph -h-l) lorsque ph = 4 ou P "" 3 (mod. 4). 
Dans ce cas, on a p = pph-' (P-l) ou P = (1 - ~). Si q est un pre
mier distinct de p, si f est Ie plus petit entier tel que ql "" 1 (mod. 
p) alors f divise ph-l(p - 1), donc ph-l (p - 1) = f . g et q se 
decompose de la fa<;;on suivante: q = Ql . Q2 . '" Qg, ou chaque 
ideal premier Qi possede degre g. 

Trois1:eme cas (general): Supposons main tenant que K = Rog), 
ou ~ est une racine primitive m-ieme de l'unite, m etant un entier 
positif distinct de 2. Soit m = P1h, . P2h, . .. Prhr la decomposition 
de m en facteurs premiers; soit ~i une racine primitive pl'·-ieme 
de l'unite; alors ~ = ~la,. ~2~· •.. ~rar, ou ai sont lesentiers deter-
mines par la relation 11m = at!P1h, + ... + arlPrhr. Alors: si 
Ki =RO(~i) (i = 1, ... , r) on a K = Kl ... Kr (corps compose). 
L'equation minimale de ~ est Il>m(X) = 0 (equation cyclotomique), 
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[K : RoJ = tp (m) = n Pihi- 1 (Pi - 1) (indicateur de Euler de m), 
K possede une base d'integrite egale a i 1, ~, ... , ~~ (m) r, Ie dis

\criminant de K I Ru est dKfRo = ± n PiPihi-l(Pih;-h.-l). 

Chacun des premiers Pi qui divise m se decompose de la fa<)on 
suivante: Pi = (Pi1 . .. Pig.) ~ (Pi), ou Ii est Ie plus petit entier . 
tel que p/; "" 1 (mod. m!Pih;) et gi . Ii = tp (m!Pihi ). Si q est un 
premier qui ne divise pas m, alors q = Ql ... Qg, OU I est Ie plus 
petit entier tel que qi "" 1 (mod. m) et I . g = <f1 (m), et chaque 
ideal premier Qi possede degre f. 

On voit ainsi que pour un corps circulaire Ro(~), ou ~ est nne 
racine m-ieme primitive de l'unite, a un nombre fini d'exceptions 
pres, la decomposition de deux nombres premiers congrus modulo 
m est du meme type, et ainsi la decomposition de P depend exclu
sivement de sa classe modulo m. Par cette raison, nous disons que 
Ie corps circulaire K = Ro (~) est un corps de classes. 

N ous allons montrer que cela est aussi vrai pour les extensions 
quadratiques; pour cela il faut d' abord montrer que toute. extension 
quadratique de Ro est contenue dans un corps circulaire; il en 
resultera que la loi de decomposition des nombres premiers dans 
ce corps circulaire induira la loi de decomposition dans Ie corps 
quadratique contenu; par comparaison des lois de decomposition 
obtenue directement et induite par celle du corps circulaire, on 
arrivera a la loi de reciprocite quadratique. 

Soit P un premier impaire, ~ une racine primitive p-ieme de 

l'unite. La somme "a = ~ ( ; ) . ~a~ (pour x non congruent a 0 

modulo p) est appelee la somme de Gauss definie par la racine 
primitive p-ieme de l'unite ~a (ou a n' est pas congruent a 0 (mod. p». 
La somme de Gauss "1 sera notee simplement ,,; on 

a "a = ( ; ) . '1:, la verification ctant (simple. 

Theoreme de Gauss. Tout corps quadratique sur Ie corps des 
rationnels est contenu dans un. corps Ro(~) (corps circulaire), 
engendrc par une racine primitive de l'unite. 

En effet, d'abord ,,2 = p*, ou P* = P lorsque P "" 1 (mod. 4) 
ou P* = - P lorsque P "" - 1 (mod. 4). En effet, 
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(sommepoui' x; 'fj'niJncongruentsa 0, modulb p); en posant 

y."", a; , t (rrlOd~ p), 
/ 

x fixe, on a 

~2 = '}: ("X 2
p' 't). ~~(l~t) = ~ .( .... ~ ,,) t ~~(I+t) 

t,x t x: 

(sommes pour t, x non ({ongruents dO, modulop), D'autrepart, on a 

{ 
p -llorsque a"" ° (niod,' p) 

~" + ~2,,+ '" + ~(p-l)a= ., , ," 

-1' dans Ie cas contraire. ' 

II resulte que 

~2 ' ~- [ (+) + (f) + ... + ( p ; 2 )] + 

+ ( pI). (p -1) = p ( -~1 ) _ ~ (+) = p . (_ l)P;l = p * 

(somme etendue aux t non congruents a 0, modulo p), Cela montre 
que Ro (Vp*) eRo (~), . 

Generalement, soit K = Ro(Va) un corps quadratique ahsoluj 

puisque-..ja = (V- U"'. (V2)~, .-,-, (-..jP;)Y', avec IX, ~ = ° 
, . 

ou 1, Pi Ies facteurs premiers iropaires de la decomposition de a, 

et en reroarquant que v-=T = i avec i' = 1, et que ..JZ s'expri

me avec des racines 8-iemes de l'unite, et enfin que ~' = ± ~, 
on conclut que K = Ro (Va) c Ro (~), 

II resulte de ce ~heoreme que la Ioi de decomposition des premiers 
dans l'extension quadratique peut etre ohtenue a partir de la loi 
de decomposition dans une extension circulaire contenant I' ex
tension quadratique, Par comparaison avec la Ioi ohtenue direc
tement, on a arrive a la loi de reciprocite quadratique (sur Ie corps 
des rationnels) et aux lois compiementaires: si p, q sont des premiers 
distincts et impaires, alors 

( ) () 
p-l q-l 

: . -} = (-1)-2-. -2-

et aussi 

( /) 
p-l 

(-1)-2- , (~)= 
p'-l 

(-1)-8-
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En generalisant Ie symbole de Legendre, on peut considerer 

d~s expression~ du type (~ ) avec a, b entiers impairs, et on 

obtient. les formules suivantes: 

(a) ( b ). ~ b -'- 1 + 8 g n (a) - 1 s g n (b) - 1 
- - = (- 1) 2 2 2 2 
b a 

; " , 

1 b-l . . 'qn(b)-l 
,---- =(-1) -2- + 2 

b (~) 
b2 -1 

(-1) -8-

Enfin, ces formules sont encore val abIes lorsqu'on permet que 
b soit'un possible discriminant d'un corps quadratique. 

De I' ex:amen de ces formules on deduit que si p == p' (mod. d) 
(avec p, p' non diviseurs du disyriminant d du corps quadratique 

K=RoC·{a)) ~lors ( ~ ) = (~ ), donc la decomposition d'un 

premier p depend exclusivement de sa classemodulo d (a l'ex~ 
ception d'un nombre fini de premiers). Par cette raison, nous 
disons que Ie corps quadratique K = Ro (.,.ja) est un corps de 
classes. 

§ 2. La tMorie de Hilbert. 

Hilbert a cherche a etablir une relation entre la decomposition 
d'ideaux premiers et une generalisation de la loi de reciprocite 
quadratique. Tout d' abord il a considere Ie cas des corps quadra
tiques relatifs a un corps de nombres algebriques (non necessaire
ment egal a celui des nombres rationnels); ensuite, il a considere 
aussi Ie cas des corps relativement abeliens, en enon<;ant des'theo
remes qui ont eM demontres plus tard par Furtwangler. Toutefois, 
dans la theorie de Hilbert il restait toujours une lacune qui a 
seulement 13M comblee plus tard par Takagi. 

Dans cette theorie d' extensions de corps de nombres algebriques 
distincts de celui des nombres rationnels, il y a un fait qui joueun 
role essentiel et est responsable des difficulMs nouvelles, a savoir, 
I' existence, decouverte par Kronecker, de corps contenant stricte
ment Ie corps de base et ayant discriminant relatif egal a 1; ce sont 
les corps non ramifies, qui seront exactement les som-corps du 
corps de classes absolu associe au corps de base. 

N ous allons maintenant decrire,en lignes generales, les defini
tions et theoremes enonces par Hilbert. 
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Soit R un corps de nombres algebriques (de degre fini sur Ie 
corps des rationnels) et K une extension galoisienne finie de R. 

Defim·tion. K est dit un corps de classes de R lorsque les seuls 
ideaux de R qui se decomposent en K en ideaux premiers distincts 
ayant degre absolu egal a 1, sont les ideaux premiers principaux 
ayant degre absolu egal a 1. 

Si R = Ro alors Ie seul corps de classes (au sens de Hilbert) 
pour Ro est Ro lui-m~me, car Ie corps de classes possede discri .. 
minant egal a 1. 

THEORlTIME H 1. (existence et unicite). Pour tout corps de nom
bres algebriques R il existe un et un seul corps de classes K. 

THEOREME H 2 (isomorphisme). Le corps de classes K est une 
extension abelienne de R; plus precisement, Gal (KIR) ~ :1 1.9 
(groupe multiplicatif des classes d'ideaux fractionnaires modulo 
les ideaux fractionnaires principaux), don [K : R] = h, nombre 
de classes d'ideaux de R. 

THEOREME H 3 (discriminant). Le corps de classesK est une 
extension non ramifiee de R, c. a. d le discriminant relatif dK1R 

est egal a l'ideal unite de R. 

THEOREME H 4 (decomposition). Tout ideal premier P de R se 
decompose en K selon la regIe suivante: si f est Ie plus petit entier 
tel que PI soit un ideal principal (c. a. d. f est l' ordre de P mod. 9 
dans Ie groupe :11 [fl) alors P est un produit de hlf ideaux pre
miers distincts de K, ayant degre f. 

Du theoreme H 4 il resuite aussitot que la decomposition en K 
d'un ideal premier de R depend uniquement de sa classe dans Ie 
groupe :1 / g; ceia justifie la denomination de corps de classes 
qu'il a donne au corps K. 

§ 3. La theorie de Takagi. 

Takagi a generalise la theorie de Hilbert en utilisant la notion 
de groupe admissible d'ideaux, introduite auparavant par Weber. 

Definition. Soit R un corps de nombres algebriques; pour tout 
ideal en tier M de R soit :1(M) Ie groupe multiplicatif des ideaux 
fractionnaires de R premiers avec M, et soit ~(M) Ie groupe mul
tiplicatif des ideaux principaux fractionnaires (a), avec a == 1 
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(mod. M) et a totalement positif. a(M) s'appelle Ie rayon defini 
par M, tout groupe multiplicatif ,'iff d'ideaux de R tel que a W ) C 

S L~ C 3(M) s' appelle un groupe admissible d'ideaux de R, 
associe a M. 

Tout d' abord il est utile de remarquer que pour tout ideal entier 
M, Ie rayon a(M) possede in dice fini dans 3(M). 

Il se peut tres bien qu'un groupe multiplicatif d'ideaux .'iIt soit 
admissible associe a des ideaux distincts M, M'. On est conduit 
aux considerations suivantes. Boit, dans l' ensemble des groupes 
admissibles d'ideaux de R, la relation d' equivalence sui vante: 
si .'iIt, .'iIt' sont des groupes admissibles associes a M, M', posons 
L~ ~ .'iIt' lorsqu'il existe un ideal entier A tel que .'iIt n 3(A) = 

= .'iIt' n 3(A). On demontre alors que dans chaque classe de grou
pes admissibles equivalents il existe un groupe admissible .'iIt 
associe a un ideal F, de fa90n que si .'iIt' est equivalent a .'iIt et 
associe a M, alors FIM. L'ideal en tier F, univoquement defini 
de cette fa90n, s'appelle Ie conducteur (de la classe d'equivalence) 
du groupe admissible .'iIt; alors si .'iIt est un groupe admissible 
ayant conducteur F, a(F) C .'iIt C 3(F), si .'iIt' est equivalent 
a .'iIt, a (AF) c L~' C 3 (AF) avec A ideal entier, alors L~' = 

= .'iIt n 3 (F); de cette remarque il resulte un isomorphisme ca
nonique entre les groupes quotients 3(F)/.'iIt et ,3 (AF}/.'iIt'. De 
meme, si .'iIt, ~' sont deux groupes admissibles d'ideaux ayant 
conducteurs F, F' resp., s'il existe un ideal multiple commun 
A . F = A' . F' des conducteurs, de fa90n que .'iItl C .'iItl" ou 
~l est Ie groupe admissible associe a A . F, .'iItl ~.'iIt, et .'iItl' est 
Ie groupe admissible associe a A' . F', ~/ ~.'iIt', alors necessaire
ment F'IF et pour tout ideal M multiple de F, si .'iIt(M}, ~'(M) 
sont des groupes admissibles associes a M, respectivement equi
valents a ~, .'iIt', alors jJ('(M) S ~'(M); s'il en est ainsi on peut 
ecrire {.'iIt} c {L~'}' 

Les groupes admissibles ayant conducteur F = (1) sont tous 
les groupes admissibles equivalents a des groupes ~ tels que 
[J'o = a(1) C.'ilt c 3, ou [J'o designe Ie groupe multiplicatif 
des ideaux principaux restreints, c. a. d. engendres par les elements 
totalement positifs, 3 1e groupe multiplicatif des ideaux fraction
naires non nuls de R. Dans ce cas, l'indice de .90 dans 3 est Ie 
nombre ho de classes restreintes d'ideaux (ho ~ h = nombre de 
classes d'ideaux). 
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Definition. Soit R.un corps denombres algebriques,J1tun grou
pe admissible d'~deaux de R associea l'idealentier M. On dit qu' 
une extension galoisienne K de Rest U1;J. corps de classes de R associe 
a J1t lorsqu'un ideal premier P de degre absolu 1 appartient a J1t 
siet seulement si P est premier avec :M et il se decompose en K en 
ideaux premiers distincts ayant degre absolu egal a1. 

D.ans Ie cas particulier ou J1t= g ,(ayant conducteur (1) 
cette definition se reduit a celle de Hilbert. Si J1t = go (ayant 
conducteur (1» Ie corps de classes defini ci-dessus s'appelle corps 
de classes absolu. 

Avec ces definitions, Takagi a reussi a demontrer, par un chemin 
indirect, les theoremes suivants: 

THEOREME T 1 (existence et uhicite). Pour toute classe d'equi
valence de groupes admissibles J1t d'ideaux de R, il existe un 
et un seul corps de classes K de· R associe a .J1t. 

THEOREME T 2 (isomorphisme). Le corps de classes K de R 
associe a J1t est une extension !abelienne; plus preeisement, si 
F est. Ie conducteur de $l' alors Gal (K I R) -;::, 3 (F)/ J1t(F) 

(groupe multiplicatif quotient du groupe des ideaux fractionnaires 
premiers a F, par Ie groupe admissible J1t(F) ou ,-~(F) "-' c~, 

a (F) C $t'(F) C 3 (F» ; done [K: RJ = (3(F) : J1t(F». 

THEOREME T 3 (discriminant). Tout ideal premier qui divise 
Ie discriminant relatif dK:il divise aussi Ie conducteu'T Fdu groupe 
admissible .J1t auquel est associe Ie corps des classes K. 

THEOREME T 4 (decomposition). Tout ideal premier Pde R 
qui ne divise par Ie conducteur F de J1t se decompose en K selon 
la regIe suivante: si f· est Ie plus petit entier tel que pi e ,_W(F) 

(c.a.d. fest l'ordre de P mod. J7{(F) dans Ie groupe 3 (F)/ J7{(F» 
ou J7{(F) "-' L~' a (F) C J1t(F) S 3(F) , alors p est un produit 
de [K : RJI f ideaux premiers distincts de K, ayant degre f. 

En plus de ces resultats qui geheralisent ceux de Hilbert, Takagi 
aaussi demontre: 

THEOREME T 5 (inclusion inverses).Soient J1t,J7{' deuxgrou
pes adrnissibles d'ideaux de R, et soient X, K' .leurs respectifs 
corps de classes. Alors K S K' 8i et seulement si \ L~ 1 2 i J7{' I· 

Enfin, Takagi a. demontre l'important theorerne reciproque 
qui etablit une correspondance parfaite entre les extension abelien-



- 133 -

nes relatives Bt les groupes admissiblesd'ideaux, ou bien les corps 
de classes: 

THlDOREME T <3 (reciproque). Si K e~t une extension abelienne 
finie du corps de nombres algebriques R, il existe une clasEe d' equi
valence de groupes admissibles d'ideaux J1t', univoquement deter
minee avec la propriete que K soit Ie corps de classes associe. 

II resulte alors Ie complement au theoreme du discriminant: 

THEOREME T 3' (discriminant et conducteur). Si K est Ie corps 
de classes associe au groupe admissible J1t' ayant conducteur F, 
alors les facteurs premiers de dK I R (discriminant relatif) et F sont 
les memes. 

De ces theoremes on deduit aussitOt que Ie type de decompo
sition d'un ideal premier P de R lorsqu' on passe it une extension 
abelienne K, associee au groupe admissible J1t' d'ideaux de R 
ayant conducteur F, DZ(F) S J1t' S3(F), est determine unique
ment it partir de la classe de P mod. J1t' dans Ie groupe multipli
catif 3(F)/~'i7t (lorsque P est distinct des ideaux premiers en 
nombre fini qui divisent <P, et qui sont les seuls ideaux premiers 
qui se ramifient en passant it K). 

Enfin, pour la decomposition des ideaux premiers exceptionnels, 
qui divisent Ie conducteur F de J1t', c. a. d.; qui se ramifient 
en passant it K, corps de classes associe a J1t', Takagi a demon
tre: 

THEOREME T 4' (decomposition des ide!;Lux premiers ramifies). 
Soit K une extension abelienne finie d'uri corps de nombres alge
briquesR, J1t' Ie groupe admissible d'ideaux de R determine par K, 
F son conducteur, DZ(F) .s J1t' .s 3(F). Si P est un ideal premier 
de R qui divise F; si J1t" est Ie plus petit groupe admissible d'ideaux 
de R contenant Lflt et dont leconducteur F' n'est pas multiple 
de P, si! est Ie plus .petit entier tel que pI c J1t', alms P sedecom
pose en [K : RJ/! . (J1t" : J1t') ideaux prerniersdistincts deK, 
ayant ramification (J1t" :J1t') -et degre f. 

Le theoreme c1assique <ie KrQnecker-Weber peut se deduire 
facile~ent comm~ cas ·particulier des resultats de Takagi: 

THEOREME DE· KRONECKER-'WEBER. Tout corps de nombres 
algebriques abelienabsolu (c. a. d. -extension abelierrnede Ro) 
est un corps circulaire (c . a. d. contenu dans un corps du type 
Ro{~), ou ~ est une racine de l'unite). 
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En effet,si K est un corps de nombresalgebriques abelien absolu, 
par Ie theoreme reciproque, K est Ie corps de classes (sur Ro) associe 
a un groupe admissible .7t d'ideaux, dont Ie conducteur sera note 
(n, et [}l(1) C .7t S ,3'(1). Le corps de classes sur Ro associe au 
rayon [}l(f) est Ro( ~), ou. ~ est une racine primitivef-ieme de l'uni
te; en effet, par la theorie des corps circulaires, tout premier p "" 1 
(mod. f)' sedecompose en Ro(~) en facteurs premiers distincts 
ayant degre 1, d'autre part, si p est un premier avec line telle 
decomposition en Ro(~) alors il est faux que p divise Ie discriminant 
et necessairement p est premier avec f et enfin, on a p == 1 (mod. f) 
car il se decompose en ideaux premiers ayant degre 1. n en resulte, 
par l'unicite du corps de classes, que Ro(~) est Ie corps de classes 
associe au rayon [}l(f). Enfin, de [}l(f) c.7t, on deduit que 
K 2 Ro(~). 

II est encore important de signaler Ie result at difficile obtenu 
par Fiirtwangler en 1930 (demontrant un theoreme enonce aupara
vant par Hilbert): 

THEOREME DE L'IDEAL PRINCIPAL. Si·K est Ie corps de classes 
absolu de R (dMini par Ie rayon 90 = [}lCl» tout ideal de R 
engendre un ideal principal de K. 

§ 4. Loi de reciprocite de Artin et des restes de puissances. 

Dans ce paragraphe nous voulons preciser Ie theoreme d'iso
morphisme (th. T 2) en montrant que l'isomorphisme indique 
entre Gal (K I R) et ,3'(F) / ... rw: est canonique. Precisement, cet 
isomorphisme est donne par la loi de reciprocite generale de Artin, 
.dont la formulation se fait plus commodement avec la notion 
d'idele ·de Chevalley. 

Definition. Soit R un corps de nombres algebriques et pour 
chacun de ses ideaux premiers ou places a l'infini P, soit Rp Ie 
corps complete de R par la valuation Wp definie par P c. a. d. Ie 
corps des nombres P-adiques de Hensel ou Ie corps des reels ou 
complexes). On appelle idele de R a tout element (zp)p € n Rp 

p 

de faQon que Zp soit une unite P-adique sauf pour un nombre fini 
d'id~aux premiers P de R. 

L'ensemble des ideles de R est un groupe multiplicatif, note 
J R ; Ie groupe multiplicatif R" peut ~tre plonge isomorphiquement 
de faQon naturelle dans J R, donc on peut ecrire R' c J R (:\ chaque 
z € R" on associe la famille (zp)p avec Zp = z pour tout P). 
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Si K I Rest une extension algebrique, si (zQ)Q c J K alors on 
definit la norme N (zQ)Q comme etant l'idele (yp)p yp = n N Q/ p (:Q) 
(produit etendu aux places Q qui divisent P) OU N Q / p designe la 

norme relative a I' extension K Q I R p . 

Avant d'etablir la loi de reciprocite de Artin, nous allons faire 
quelques considerations preliminaires. 

Soit P un ideal premier ou place a l'infini de R, K I Rune exten
sion aqelienne, Ql, ... , Qg les ideaux premiers ou places a l'infini 
de K qui divisent P; alors les corps de decomposition des Qi coin
cident; notons Z (P) Ie corps de decomposition, Z (P) = 

Gal (K I Z (P» Ie groupe de decomposition d'un quelconque Qi qui 
divise P. Chacun des corps locaux KQi est Rp-isomorphe a K.Rp; 
on obtient tous les Rp-isomorphismes de KQi sur K. Rp a partir 
d'un isomorphisme quelconque, en Ie composant avec les elements 
de Z (P). On en deduit que NQ;/p (Ko;) = Rp n N (JK). 

A ce point, il est con venable d'etudier en detail les extensions 
abeliennes des corps du type R p, qui sont des corps munis d'une 
valuation discrete et tels qu'ils soient complets et possedent corps 
des restes fini. La theorie locale des corps des classes est exactement 
I' etude des extensions abeliennes des corps du type R p. 

Dans la theorie locale, Artin a defini l'isomorphisme principal 
du groupe R'p/(R'p n N (h» = R'p/NQ; / p(K~Q;) sur Ie groupe 
de Galois Z (P) = Gal (K I Z (P». 

La definition de l'isomorphisme principal de Artin se fait en 
lignes generales de la fac;on suivante: 1) on considere d'abord I' 
ensemble H, forme des groupes extensions de Ko; par Z (P), lequel 
est un groupe mnltiplicatif en definissant I' operation de produit 
a partir de la multiplication des classes d' equivalence des systemes 
de facteurs qui servent a dMinir les extensions de.K'Q; par Z (P) 
(en langage moderne, H est isomorphe au 2" groupe de cohomologie 
construit sur K'Qj et Z (P»; 2) un theoreme fondamental est celui 
qui affirme que Ie groupe multiplicatif H est cyclique ayant ordre 
egal a l'ordre du groupe Z (P); 3) plus precisement, avec l'auto
morphisme de Frobenius defini par Ie corps des restes K Q; de K Qj, 
il est possible determiner un generateur prindpal du groupe H. 
N otons (aa")a,,. z (p) un systeme de f acteurs representant de la 
classe d' equivalence de systemes de facteurs qui est Ie generateur 
principal de H; soit f (cr) = n aa" E Rp (produit etendu aux 
"c Z (P») pour tout IS E Z (P); si (a'a")o,, <z(p) est un autre 
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systeme de facteurs'de la m~me classe, alQrs, " , 

" r(a) , ~,n ,a'a.~ , 
J(a) . . Ca.~ '.' 

e NQ;I,p (J.{0Qj) (prQduit, etendu aux.,," eZ (P)) 

PQsQns CPKllt,P (a) egal a la clas~e de rCa) m'6dulo NQ;IP (KoQ;), 

dQnc CPK 1 R, P est un iSQmQrphisme de Z (P) sur Ie grQupe mlilti
plicatif ROp/N Qj 1 p(KoQ;). SQitIjiK'1 R, p': Rop ---+ Z'(P) l'h6:m:QmQr
phisme,'canQnique ayantnQyau NQ;IP (X·Qi) ~ R~p nN (JK)et 
dedliit de l'applicatidn·~lKiH,P.' AIQrs, (jiK;IR,P est l'hQmQmQr
phisme principal et l'isQmorphisme deduit de'. (jiK 1 R, pest l'isQ
mQrphisIIie; principal de' ArtitL 

E'rrfin, Stiit (jiKLR: JK ---+ G =' Gal (K I RY l'applicatiQn defi
nie par qlKIR(Zp)P= n ~KIR,P (zp) (ce prQduit est fini car 
(zp)p est un idele): 

THEOltE,M:E DE AltTIN (1Qi qe reciprQcite generale). L'applicatiQn 
cJiK IR est un hQmQmorphismede JK surle grQupe de Galois G = 
= Gal (X, IR) ayant noyau Ro . If (Jx). 

La demonstration.se fait en plmie:urs parties: a) ,si aeRo alors 
(jiKIR(a) = 1; b) (jixilt est un homomorphisme sur It) groupe de 
GalQis G; c) l'ordre de G e~t egal a l'indice (JR : RoN (JR»). La 
demonstration de (c) se fait en deux etapes; tQut d'abord on 
montre que Fordre de G divise (J~: Ro N (JK») (premiere ine
galite Jondamentale), en suite on montre que l'Qrdre de G est un 
multiple de l'indice ci-dessus (deuxieme inegalite Jondamentale). 

Nous allQns maintenant indiquer CQmment est-il PQssible de
duire la lQi de reciprQcite desrestes de puiss~nc~sm-iemes a partir 
de la IQi de reciprQcite de Artin. 

SQit Run CQrps contenant tQutes les racines m-iemes de l'unite. 
Un element a e Rest dit un reste de puissance m-iem~ modulo 
l'ideal prem1·er P de R (ou P ne divide pas iL, m) IQrsqu'il existe 
b 'e R tel que a ... b ... (mod. P). 

Pour l'etude des restes de puissances m-iemes mod. P, Qn est 
naturellement conduit a considerer les extensions bin6mes K I R, 
c.-a. d. lescoI'ps des racines des bin6mes X" - a e R [X]; rappelQns 
que ce sont des extensions cycliques, ayant degre d egal au plus 
petit entier tel que ad SQit puissance m-ieme d'un element de R, et 

m 

en Qutre K est engendre par une quelcQnque racine -Va de l'equa-
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tion X ... - a, c. a. d. K = R (Va). Les ideaux premiers P de R 
m 

qui se ramifient dans I' extension R (va) I R sont eX3;ctement 
ceux tels que Plm ou bien Pia; donc les seuls facteurs premiers du 
discriminant et du conducteur F de KIR sont les ideaux premiers 
qui divisent m ou a.· En outre, si 'cr c G= Gal (K! R) alors 

m. m. . . 

cr (Va) = Wa • ...j7, OU Ct).aC Rest une racine m-ieme de l'uniM; 
l'application cr E G ~ (O)a est un isomorphisme du groupe. de 
Galois G sur un groupe de racines m-iemes de I'uniM. 

Pour tout idele ~ = (zp)p c J R on a !.JiK I R (~) E G donc il exis
te une racine m-ieme de l'unite, qui depend de a,~,et qui sera 

notee ( ~ ) telle que tJiK I R (~) (~a)= ( ~ ) ~a . Si P est un ideai 

premier non ramifie, si t cRest un element primitif selon P, soit 
l'idele 't" = (zp)p, avec Zp = t, ZP', = 1 lorsque P' ~ P; on peut 

alors definir (.~) et cette definition ne depend pas du particu-

lier element primitif t ch~isi, ce qui permet de noter (;) la ra

cine m-ieme de l'uniM definie par la relation: 

( pa ) s'appelle Ie symbole de restes de pufssances m-icmes mo-

dulo P, et possede les proprietessuivantes:: 

1. , ( a;2) = ( ~ ) ( ; ) 

lorsqueP divise m, P ne divise pas ala2 

2. (;)=1 
(lorsque P ne divise pas a) si et seulement si a est une puissance 
m-ieme de Rj., ou equivalemment a est congru modulo P it une 
puissance m-ieme d'un element de R, c. a. d. a est un reste de 
puissance m-ieme modulo P 

3. ( ; ). a - NP:: 1 = 1 (mod. P) 
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Dans Ie cas particulier ou R·= Ro (corps des rationnels), m = 2 

alors (; ) devient ie symbole de Legendre et la propriete (3) est 

la formule de Euler. 
Comme dans Ie cas de la loi de reciprocite sur Ie corps des ra-. 

tionnels, il £aut aussi etendre Ie dO.ll1aine de definition dusymbole 
de restes de puissances, en considerant Ie cas ou P ne divise pas m 
et P divise a avec Wp (a) == 0 (mod. m); on dit que a est primaire 
pour l'ideal premier P (relativement a l'exposant m). Dans ce cas 
wp (a)/m est entier et il existe be R tel que Wp (b) = Wp (a)/m, 

m m 

donc P ne divise pas ab- m ; de R V-J ab-m ) = R (-Va) et puisque 
m 

P ne se ramifie pas dans R (-Va), on pose 

( ;) (a~m) (symbole deja defini); 

de meme, la formule (1) reste valable. Enfin, pour tout diviseur 
B = -I -I P~P du corpsR, tel que si ~p ~ 0 alors a est primaire 

pour P, on peut poser: ( ; ) = n ( ; fP; remarquons que 

pour chaque a E R' l' ensemble de tels diviseurs est un groupe 

multiplicatif Ma. L' application B ----+ ( ; ) est un homomor

phisme du groupe Ma dans Ie groupe des racines m-iem2s de 

l'unite, c. a. d. ( a ) (_a_) (_a_). Pour determiner Ie 
Bl H2 HI B2 

noyau de cet homomorphisme, associons a chaque diviseur 
BeMa un idele ~ = n 't/p avec 'tp = (zp,)P" Zp = tp element 
primitif de P, ZP' = llorsque P' ~ P; Ie noyau est forme des divi
seurs B tels que l'idele associe ~ appartienne a R- N (J K)'. Cela 
decoule aussitOt en appliquant la loi de reciprocite de Artin. 

En particulier, si b est un element de R appartenant au rayon 
m 

~(F), OU F est Ie conducteur de R (....;-0;) I R, alors neceEsairement 

( f) = 1 (par abus de notation on a ecrit (+) au lieu de 

( a ) div (b) etant Ie diviseur principal engendre par 
div (b) , 

l'element b). 



- 139 -

Si on veut avoir la 101 de reciprocite des restes de puissances sous 
nne forme classique, et plus ressemblante a la loi de reciprocite 
quadratique, il faut travailler avec Ie symbole normique de Hil-

bert ( b~a ). 

Pour tout element b e R" et tout ideal premier ou place infinie 

P de R, soit ( b~a) la racine m-ieme de l'unite definie par 

I I · (b) (~/- ( b, a ) ~/- , l' a re atlOn <.j;K I R,P lJ a) = ----p- lJ a, ou <.j;KI R, P m;t 

homomorphisme principal de£ini pour I' extension K IR et associe 
m 

a P. La loi de reciprocite de Artin pour l' extension R (V7) I It 
,. , (b, a ) eqUlvaut a p = 1 (formule du produit) et la relation 

( b~ a ) = 1 signifie que b E R C Rp est la norme d'un element 
m 

de Rp ( ... {a:\ Ce symbole ales proprietes suivantes: 

1) lorsque P est premier et ne divise pas ( bp' a ) __ ( pa )WP (b) 

Ie conducteur F de K I R 

2) quelques soient b1,b2 E R" ( b1 pb2, a ) ( b1
p' a ) ( b2~a ) 

3) ( b, ap~l a2)' __ (b'pa1 ) ( b'pa2 ) quelques soient a1, a2 e R" 

4) (. b, a ) ( a, b ) __ -- --·-1 
P, P 

quelques aoient a, b E R" . 

Loi de reciprocite de restes de puissances m-icmes. Soient a, b E R" 
(ou R contient toutes les racines m-iemes de l'unite), soient Fa, Fb 

m m 

resp.les conducteurs des extensions R(Va) I R, R(...jb) I R; posons 
div. (a) = A . A', ou A est Ie produit des diviseurs premiers P 
tels que P divise div. (a), p ne divise pas Fb et des plus grandes 
puissances m-iemes possibles des diviseurs premiers P tels que 
P I F b; de meme, posons div (b) = B , B' ou B est Ie produit des 
diviseurs premiers P tels que P divise div (b), P ne dim'se pas Fa, 

. et des plus grandes puissances m-iemes possibles de diviseurs pre
miers P tels que P! Fa. Notons cI>a,b l'ensemble des places a infini 
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de R ou des premiers P ·tels que, P divise.leplusgrand commun 
diviseurde Fa, F b. Albrs' 

/ 
produit etendu aux PE.<P a.b• En particulier, si a, bERet msont deux 
a deux etrangers,alorf3 

( : ) (; ) -1, = n ( b~a ), 

prod,uit eterlrt;iu aux,P E(l>';', OU c:I>m,designe I' !:msemble des places it 
l'infini de R ou des diviseurs premiers P tels que PI m. Enfin, si 
R' = Ro (corps desnbm'btesrationnels),m' = 2,si a, b ERo sont 
des, nombres premiers hnpaires, aloriS on a 

(+) (+)-1 = (¥) avec (¥) = ± 1, 

selon qu'il existe ou non des solutions de X 2 - ay2 = b dalls Ie 
corps premier de caracMristique 2. 

II est important deremarquerque seulementpourdes corps 
particuliers on a dej'a calcule· explicitement la valeur du produit 

-I -I (b ~ a ) (produit etenduallx P E <Pm) 

§ 5 .. Relations avec le theoreme de Dirichlet et les series-L. 

Dans ce paragraphe nous allon~ indiquer en lignes generales 
comment est~il possible deduire Ie theoreme de Dirichlet (existence 
d'une infiniM de n6mbres premiers dans toute progression ai'ith
metique avec premier terme et difference relativement premiers) 
a partir de la theorie des corps de classes. 

Soit J1t un groupe admissible d'ideaux de M, ayant conducteur 
F, ~(F) £ ,_'ilf C 3(F). A chacun des (3(F) : <71') caract.eres X du 
groupe abelien fini 3 (F) I,'i/f associons une application X definie 
sur 3, en posant: X(A) = X(A) lorsque A E.3(F) et X est la 
classe laMrale de 3(F)IJ1t definie par.A; leA) = 0 lorsque 
A E 3, , A 61; 3 (F). On definit alors les series-L de R associees au 
groupe admissible d'ideaux JJt, en ecrivant pour tout parametre 
complexe s tel que Re (s) > 1: 

L(s I X) = 1: X (A) 
A N (A)8 
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(ces series sont convergentes dans cette region) .Comme dans Ie cas 
particulier ou R est Ie corps des rationnels, on determine les abscisses 
de convergence des series-L~' Dans Ie cas du caractere principal 
Xo I (Xo (A) = 1 pour tout' A i 3 (F»), 'l'absCissede convergence 
est 1 et on a lim (s - 1) . L (s I Xo) = c . (3 (F) : st), G ;;<'f 0 
constante, ou la limite est prise lorsque s tend vel'S 1 par valeurs 
reelles a droite; Ie calcul de cette limite depend de proprietes par
ticulieres des series de Dirichlet. Dans Ie cas d'un caractere 
non principal, X ;;<'f Xo, l' abscisse de convergence est < 1 et 
lim L (s I X) = L (11 X) (fini). Diaut:r~part, par l'identite de Euler, 
on peut exprimer les series-L dans 1a r~gi~~ d~ co~verg~nce 
(Re (s) > 1) comme produit infini~bsolument convergent: 

L (s I X) = ~ X (A) 
N(A)s 

n' ___ l __ 
X (P) 

N (P)8 
1 

(somme etendue aux ideaux A e f1, produit etendu aux ideuux pre
miers P e 3). 

En prenant les logarithmes, on obtient 

log L (s I X) = ~ X (P) + g (s I X) 
N (P)8 

- '" X (e) ~ 1 + g (s I X) - ~ p7t N (P)8 

(Ia premiere somme etant etendue aux ideaux premiers P e 3(F», 
ou g (s ! X) est une fonction qui reste bornee lorsque s tend vel'S 1, 
ou e parcourt les classes laterales du groupe 3 (F)! st et ou 
X (e) = X (P) quelque soit Pee. En multipliant les expres
sions ci-dessus par X (e -1), en additionnant pour les differents 
caracteres et en prenant compte des relations d' orthogonalite des 
caracteres, on obtient: 

1 (3 (F) : st) . ~ --- + 1: g (s I X) = log L (s I Xo) + 
Pee N (P)· x 

+ L log L (s i X) 
x =!= %0 

donc 

~ 
Pee 

1 1 1 
---- . log + f (s) 
(3 (F) : st) s - 1 N (P)8 

[1] 
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011 f (s) est une fonetion qui :r,este bornee ou ~end vers - <Xi lorsque 
s tend vers 1. 

D' autre part, soit K I R nne extension galoisienne et conside
rons la !Serie-~ de Dedekind du c,orps K, a savoir 

1 1 
~K(S) = ~ =rT --~--

N (BjB 1 _ 1 
N (Q)8 

pour Re (s) > 1 (sommesetendues aux ideaux B de K et aux ideaux 
premiers Q de K). Si on separe les ideaux premiers de K selon leurs 
degres absolus, en remarquant que Ie produit 

1 
-I 1 -~-----::I'-----

1--' ---
N (Q)8 

etendu aux ideaux prem~'ers Q ayant degre f !1:;; 2 reste borne (lors
que s ---+ 1), alors en prenant les logarithmes, on a' 

log ~K(S) = log -I -I 1 

I-
I 

N (Q)8 

= ~ log 
1 

=~ 
1 + g (s) 

I-
I . N (Q)8 

N (Q)8 

(sommes et prodiJ,its etendus aux ideaux premiers Q ayant degre 
absolu egal a 1), 011 g (s) reste bornee (lorsque s ~ 1). Or, 
lim (s-l) . ~K(S) est une comitante non nulle; d'autre part, si P 
est un ideal premier de R (ayant degre i) et qui se decompose en 
[K : R] = n ideaux premiers distinets ayant degre 1 de K, P = 

= Q1 ... Qn, alors N K I Ro Qi = N R I Ro P, done 

1 1 
~ N (Q)8 = log 8- 1 + g (s) 

(somme etendue dux ideaux premiers Q de K ayant degre absolu 1), 
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(la premieresomme etant etendue aux ideaux premiers Pi de R ayant 
degre 1 et se decomposant en n ideaux premiers distincts de K ayant 
degre 1, tandis que la seconde somme est etendue aux ideaux premiers 
Q de K ayant degre absolu 1), donc enfin 

~ 1 = ~ log 1 + g (s) . 
N (Pi)" n s - 1 

[2] 

Or, en utilisant Ie theoreme d' existence de corps de classes et 
en prenant pour K exactement Ie corps des classes sur R associe 
au groupe admissible d'ideaux .J/t', alors un ideal premier P est dans 
.J/t' si et seulement si P est un ideal premier de degre absolu 1 et qui 
se decom pese en K en ideaux premiers distincts de degre 1; donc les 
premiers membres des relations [1] (pour ]a classe d'ideaux e = 
= .J/t') et [2] coincident et alors necessairement il de meme des 
seconds membres; donc f (s) reste bornee lorsque s tend vers 1, 
et ceci implique I' existence d'une infinite d'ideaux premiers P e .J/t', 
d'ou necessairement L (1 I X) ~ 0 pour tout X ~ Xo et on deduit 
I' existence dans chaque classe d'ideaux e modulo <flf d'une infinite 
d'ideaux premiers, meme de degre 1. 

En particulier, dans tout rayon ~(F) du corps R il existe une 
infinite d'ideaux premiers de degre 1. Si R = Ro, si f est un entier 
positif, alors on obtient Ie theoreme classique de Dirichlet. 

Ces considerations montrent que Ie cadre naturel du theoreme 
de Dirichlet se trou ve dans ]a theorie des corps de classes. 

§ 6. Extensions aMliennes de corps imaginm·res quadratiques et le 
12" probleme de Hilbert. 

Le theoreme de Kronecker-Weber a permis de connaitre toutes 
les extensions abeliennes K du corps des rationnels: ce sont les 
sous-corps des corps obtenus par adjonction de racines de l'unite; 
en d'autres termes, les elements de K sont obtenus comme valeurs 
d'une fonction exponentielle exp (2 7C ix/m) lorsque x prend des 
valeurs rationnelles (ces valeurs, lorsque x appartient au corps 
de base, sont appelees les valeurs singttlieres de la fonction expo
nentielle) . 

Kronecker avait cru -et c'est cela Ie fameux "Kroneckerschen 
Jiigendtraum" - que les elements de toute extension abelienne K 
d'un corps imaginaire quadratique R = Ro (V - d) (avec d > 0) 
pouvaient eire obtenus comme valeurs singulieres d'une fonction 
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exponentielle et de la fonction elliptique modulaire J ('t'). Plus 
tard, Fuetera demontre que saconjectureetait {ausse etque 
pour certaines extensions abeliennes K deR iletaitnecessaire, de 
considerer aussi les valeurs singulieres de certaines fonctions ellip
tiques pour obtenir tous les elements de K. 

Le manque d' espace nous emp~che de consider~r plus Iongue
ment cette question. N ous voulons seulement signaler que ces 
recherches ont amene a Ia theorie de Ia multiplication complexe. 

La question posee par .Kronecker pour Ie cas d'un corps de base 
quadratique imaginaire a eteplus tard consideree a pou~eau par 
Hilbert et deja sous une forme plus ample. C' est Ie 12e probleme 
de Hilbert; etant donne un corps de nombres algebriques ;a" deter
miner des fonctions telles que chaque extension abelienne K de R 
puisse ~tre obtenue en prenant des valeurs singulieresde ces fonc
tions. Par l' etude de cette question on arrivera a comprendre pour
quoi Ia theoric des fonctions analytiquesjoue un role aussi impor
tant en theorie des nombres. 

§ 7. Theories du type des corps de classes. 

Un des aspects Ies plus interessants des resultats de la theorie 
des corps des classes est Ie suivant: h donnee des classes d' equiva
lence de groupes admissibles d'ideaux du corps de base R permet 
d' obtenir toutes Ies extensions abeliennes K de R, en vertu du 
theoreme reciproque de Takagi. On peut ainsi dire, grossierement, 
que les extensions abeliennes de R sont deja en germe dans Ie corps 
R lui-m~me, ou plus precisement, pelwent etre caracterisees par 
des objects definis uniquement en termes de R. 

II y a d'autres theories d' Algebre qui partagent cet aspect avec 
la theorie des corps de classes et qui 'nous pouvons classifier comme 
des theories dutype des corps de classes, et dont Ie probleme fon
damental est Ie suivant:etant donne un corps de base R et un 
ensemble '<fj- de corps extensions de R, definir uniquement a partir 
deR, un ensemble it d'objects Cd'une nature qui depend de chaque 
cas), et uneapplication tjJ : <fj~ it, de fa90n qu'on -ait: 1) \ji' est 
une application biunivoque (c'est Ie theoreme de caracterisation 
pour cette theorie), 2) ~ est une application surject~:ve (c'est Ie 
theoreme d'existence pour cette theorie). II va sans dire -qu'il 
y a dans cette formulation du probleme un grand arbitraire; i1 
faut done limiter convenablement la nature du corps Rainsi que 
I' espece d' extensions de R qui appartiennent a I' ensemble df .. 
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De m~me, pour que la theorie presente un inMr~t, il faut que les 
objects de {} soient assez simples, en tout cas maniable~. On dit 
alors que {} est une famille d'invariants pour les extensions de I' 
ensemble <f5 et que ~ est une classification des extensions de <f5 
par les 6lel}lents de {}. 

II est convenable d'illustrer avec quelques exemples ce qui nous 
venons de dire. 

Exemple 1: la theorie locale des corps de classes. Dans ce cas, 
R est un corps value discret complet ayant corps de restes fini, 
<f5 est l'ensemble des extensions abeliennes (de, degre fini) deR; 
{} est l'ensemble des sous-groupes d'indice fini du groupe multipli
catif Ri ~ est l'application N K I R· 

Exemples 2:latheorie des extensions galoisiennes (de degre fini) 
d'uncorps R,' qui a eM abordee par Hasse, Witt et leurs eleves. 
Dans un cas particulier important,Witt aobtenu des resultats 
plus complets: la theorie des extensions p(Oi. 02 •••• , Or) abeliel'mes 
d'un corps R de caracMristique p >0, c.a. d. les extensions 
galoisiennes K 'de R, ayant groupe de Galois abelien qui admet une 
decomposition en produit direct de groupes cycliques ayant ordres 
PO', PO', ... , pOr;{} est alors un certain ensemble degroupesadditifs 
W de vecteurs de Witt de longueur finie construits sur Ie corps 
de base R. 
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