
SOBRE LA SERlE DE FOURIER DE LA DISTRIBUCION 

1 1 
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2 2 

por R. SCARFIELLO 
(Facultad de Cienc;as Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires) 

1. Designaremos con Dr el espacio de las funciones indefini
damente diferenciables en la circunferencia unidad r. Diremos 
que una sucesion <pj(s) de funciones <pj e Dr converge a cero para 
j ---+ 00 si las derivadas de todo orden de las funciones <pj convergen 
a cero uniformemente para j ~ 00. 

Las distribuciones T en r son las funcionales lineales y continuas 
sobre el espacio Dr. El espacio de las distribuciones en r 10 designa
remos con Dr'. El producto escalar de una distribucion T por una 
funci6n <P 10 indicaremos con < T, <P >. 

Consideremos la siguiente funcion definida en r 

1 1 
-cotg - s 
2 2 

i e;8 + 1 

2 e;B.- 1 

Ella no define ninguna distribucion pues, como se ve inmediata
mente, no es Bum able en el origen s = o. 

Consideremos en cambio la expresion 

<v p ~ cotg ~ s, <P (s) > 
= v p - cotg - s <p (s) ds f" 1 1 

_" 2 2 
(1) 

lim + - cotg - s <p (s) d s . [1 -" f"l 1 ] 
• ~ o. _" • 2 2 

Demostremos que de esta manera queda definida una distribu
cion. Basta ver que la expresion (1) define una funcional lineal 
y continua en Dr. 
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Veamos primero que es lineal. En efecto, sean lXI, 1X2 numeros 
complejos, se tiene 

[/-- f-"l 1 ] = lim. + - cotg - S (IXI <PI (S) + 1X2 'P2 (s)) ds 
_+0 _" _" 2 2 

[ f ·-· 1 1 ] 
= IXllim + - cotg - S 'PI(S) ds . + 

a+O _" 2' 2 

+ 1X2 lim + - cotg - S 'P2(S) ds = [f-· f" 1 1 ] 
.+ 0 _" _ 2 2 

Veamos que es continua. en la topologia introducida en Dr. 
En efecto, consideremos una sucesi6n 'Pi(s) ~ 0 para j ~ co, 
en Dr Y pongamos: 

< 1 1 "" f" 1 1 v P - cotg - s, 'Pj(s)/ = v p - cotg - S 'Pi(s) ds = 
2 2, _" 2 2 

j " 1 1 
= v P - cotg - S ('Pj(s) - 'PJ(O) + 'PiCO)) ds = 

_" 2 2 

'Pj(O) v p - cotg - S ds + f " 1 1 

_" 2 2 
(2) 

f" 1 ] + v p - cotg --.:.. s ('PjC.~) - 'PiCO)) ds. 
_" 2 2 

La primera integral del ultimo rniembro es nula pues 

es una funci6n impar. En la segunda se puede suprimir el signo v p 

pues el int.egrando es ahora surnable en el origen s = O. Ademas 
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por ,el teorema del valor mediopodemos poner: , 

0<~<1. 

Se tiene entanceS: 

I f "~cotg ~ S (<pjes) '- <Pi(O» ds I < 
_" 2 2 

< - S J" 1 1 I I 
! 2 . 1 .' 
! -" I sen :z s I 

I <pi (~) I ds < 

i 

1 

,<max I <p/(s) If" , 2": ds. 
sen -s 

-" 2 

Llamando A al valor de laintegral que aparece en este ultimo 
miembro, la expresi6n (2) puede acotarse de la sigui~nte manera: 

< v p ~ cotg .~ s, Cj)i(S) )1 < A max I Cj)j(s) I, 

que tiende a cero para J' -+ 00 • 

2. Consideremos ahora la serie de Fourier. de la distribuci6n 
as! definida. 

De acuerdo con [2] escribiremos los co{)ficientes de Fourier de 
una distribuci6n T en r de la siguiente manera 

donde k = 0, ± 1, ± 2, ± 3, ... 
Calculemos las diferencias 

~ Ck = Ck - Ck _ 1 = _l_(T, (e-ik8 _riCk - I )8)"'-
27. ~ . ~ 

= L <T, e-iks (1 - ei8» = (3) 

= _1_ ~ (1 - e i8) T, e -ik8) = Ck «1 - (i8) T) . 
2']1; "'-



1 , .. 1 '. .. . .." 
Para el caso de la distribuci6n v p - cotg - s, loscoeflclen-

. 2 2 

tes de Fourier seran!~ 

, (.... Ii) 
Ck v p - cotg ---' s ,= 2 . " . 2 ' 

1 / 1 1 " 
= -- / v P ~ cotg - s e -ihs " -

271: '" '2 2'. / -
(4) 

1 . j'" 1 1:'· . 
= -- v p . - cotg -. s e -ik. ds , 

, 21:_" 2, 2, , .. ' 

y las diferencias senin 

. '} f,"1 1 
!lOk = ~. V p' . -.. -' 'cotg - 8 (1- eis ) 'c-ih,o-ds = 

271: _" 2 2 
. , 

1 if'" - -. - - (1 + Cis) e-ik8 ds, = 
271:. 2_" . 

(5) 

- "-. '-, e- ik• ds + - e~i (k-1) 8 ds i ( 1 f" 1 J'" ) 
2 271: __ " 271: ~" 

donde se han indicado con 00, kY 00, k_1los val ores. de la delta de 
Kronecker 0lL,y para [L = 0, v = k Y [L = 0, v = k - 1 respecti
vamentB. 

Hemos obtenido as! para los coeficientes Ck una ecuaci6n en 
diferencias finit.as 

Se tendra entonces 

i 

2 
(OO.k + OO,k_l) 

1 
--sgk+C 

2 ' 
(6) 
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siendo 8 g k la sucesi6n 

{ 1 
para k>O 

8gk - 0 » k = 0 
! --1 » k < 0 

y C una con stante a~leterminar. 
Indiquemos con el simbolo v sobrepuesto, la operacion de sime

tria. Se tiene: 

para una funcion de Dr: 
v 
cp (8) = cp ( - 8) 

» » sucesion: 

» » distribucion de Dr: 
v v 

<T, cp> = <T, cp> 
v v 

o bien < T, 'f' > = < T, cp >. 

Diremos que una fun cion, sucesion 0 distribucion es par si es 
igual a su simetrica e impar si es igual a su simetrica cambiada 
de signo. 

Pero para una funcion cp E Dr se tiene 

y para una distribuci6n TED' r 
v v v 
(\(T) = < T, eik • > = < T, e -ik. > = Ck(T) . 

v 
Por otra parte, si T es impar sera T = - T y la llltima expre-

si6n nos dara 

(7) 

es decir 

en otros terminos, la sucesion Ck de una distribucion impar es im
par. 

Para el caso de la diiltribucion 

1 1 
v P - cotg - 8 

2 2 
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se verifica que 

/ 1 v 1 
v p - cotg s, 

'" 2 2 

= / - v p ~ cotg ~ S In (s)'" 
'" 2 ? 'T /' 

como se ve reemplazando el primer miembro de.esta igualdad por 
la expresi6n (1) y cambiando variable en las integrales. EI,lo signi
fica que la distribuci6n 

1 1 
v p - cotg - s 

2 2 

C3 impar; por otra parte, teniendo en cuenta (7) result a que sus 
coeficientes de Fourier forman una sucesi6n impar. 

V olviendo a (6) se deduce entonces que la constante C debe ser 
nula, dado que la sucesi6n s g k es impar. 

Obtenemos en definitiva: 

( 1 1) 1: 
C k v p "2 cotg 2 s = - "2 s g k . (8) 

3. Consideremos ahora 1!!S distribuciones 

o 1 0 1 1 1 
0+ = - 0 - -- v p - cotg - s 

2 27ti 2 2 
(9) 

o o 1 0 1 1 1 
- 0 + -- v p - cotg - s 
2 2'd 2 2 

(10) 

~ 

donde el pequeno circnlo sobrepuesto a las letras indica que son 
distribuciones definidas en r. Se tiene para cp (8) E Dr 

/ 0 ,,1 1 J" 1 1 " 0+, cp (s)/ " = - cp (0) - --. v p - cotg - s cp (s) ds 
" 2 2 7t ~ _" 2 2 

/0 '" 1 1 f" 1 1 " L, cp (s)/ = - cp (0) + --. v p . - cotg - s cp (s) ds. 
" 2 2 7t ~ _" 2 2 
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4. Indiquemos con las variables complejas w = 1" ei.'Y w*='r-1 ei ., 

0;;0 r < 1 los punt os interiores y exteriores a r y consideremos 
las siguientes funciones: 

F (w) = ---'- -1 i w + 1 
(11) 

2~ i '2 w-1 

1 i w* + 1 
G (w*) = -, ,-,-, ---c, • 

,27Ci 2 (0)* - 1 
(12) 

Ambas definen' send as distribucionesque dependen de r 'puespara 
cP (s) E Drse tiene 

(13) 

1 f" i r ei8 + 1 = - ~ ---""7, cP (s) ds 
2 7C ~ _" 2 1" e" - 1 

" ' , < G (w*), cp (s) > = f-"" G (w*) cp (s) ds = 

, (14) 

Podemos poner (cf [3.]) 

1 1, w+1 1 1 
--~~ == ,-'-' P (r, s)- --. Q (r, s) 

27Ci '2 w-1 2'lt' 27C~ 

1 ~ w* +1 1 1 
--- = -,P (r, s) + --. Q (r, s), 
27Ci 2 w* -1 2'lt 27C~ 

donde P (r, s) y Q (r, s) indican el nucleo de Poisson y su con~ 
jugado 

P (r,' s) 
1 1 -,-,r2 

2 1 - 2 r cos s + r2 

Q (r, ,s) 
r sen s 

1 - 2 r cos s + r2 
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Las expresiones (13) l' (14) se podnin escribir de la siguiente 
manera 

(l!' (w), cp (s)/"" , = ~f'" P (r, s) cp (s) ds -
" 2'lt _'" 

- ._. -1-f'" Q (r, s) cp (s) ds; (15) 
2'lt i _'" 

'1' . 
(' G (w*), cp (s)/'" = -/'" P (r, s) cp (s) ds+ 
" 2'lt _'" 

+ -1-f'" Q (r, s) cp (s) ds. (16) 
2'lt i _'" 

Si se toma limites para r ~ 1 en estas ultilnas se obtien.e, 'como 
es sabido, (cf. [3]): 

lim -( F (w), cp (s)/"" 
r+ 1 " 

= -- - -'--. v p -cotg -"- s cp (s) ds, cp (0) 1 f'" 1 1 
2 2'lt~· _,,2 2 

lim <G (w*), cp (s)""/ = 
r~l 

= -- + -- v p - cotg - s cp (s) ds. cp (0) 1 f'" 1 1 
2 2'lt i _" 2 2 

(18) 

Es decir, las funciones F (w) y G (w*) tienden, en el sentido de las 
o 0 

distribuciones a las distribuciones 0+ Y (L respectivamente. 
Las formulas (17) y (18) son las amUogas, para el caso del circulo 

unidad, a las formulas obtenidas en [4] para el caso del semiplano. 
Si se hace una representacion conforme del plano z = x + i y 

en el plano w = rei. por medio de la relacion 

w =-
z - 2i 

z + 2 i 
(19) 

que transforma el semi plano y > 0 en el circulo r < 1, y el semi
plano y < 0 en la region r > 1, y se reemplaza en (11) y (12) el 
valor de w por la expresion (19), se obtiene: 

F (eu) ~ f (z) = 
1 1 
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G (w*) ~ g (z) 
1 1 

que coinciden con las funciones de variable compleja utilizadas 
en [4] pll-ra obtener porun pasaje allimite para y ..... 0, las expre
siones de 0+ Y L en el eje real. 

5. Escribamos, por ultimo, las series de Fourier de las distri-
o 0 

buciones 0+ Y L. Para ella recordemos que (cf [2]): 

0.· 1 <0 " 1 C,.(o) = - 0, e- ika "==;-. 
271: / 271: 

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en (8) podemos poner: 

o (8) (1 1 1) C,.(o+) = c,. - -Ck --. vp -.cotg- s = 
2 271: '/, 2 2 

1 IIi 
= --.:. .-+--.-sgk= 

2 271: 271:i 2 

= - -+ -sgk = - Y(k), 1 (1 1 ) 1 
271: 2 2 271:. 

o 

C,.(L) = C,. - + C,. --vp- cotg-s = o (0) (1 1 1) 
2 271:i 2 2 

1 1 1 i 
= - -+---sgk= 

2 271: 271:i 2 . 

= - - - - s g k = - Y (- k), 1 (1 1 ) 1 
271: 2 2 271: 

donde se ha indicado con Y (k) la sucesi6n de Heaviside 

Y (k) = J 1 para k > 0 
L 0 » k:'O O. 
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