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1. I ntroducci6n. 

El estudio de la diferenciabilidad de las aplicaciones entre espa
cios abstractos fue iniciado hace 50 afios por Frechet y continuado, 
para casos particulares, por Gateaux y otros matematicos. 

El primer estudio sistematico fue hecho por Frechet [2J (**) 
en 1925 para las aplicaciones generales entre dos espacios norma
dos. Este estudio fue proseguido por otros muchos matematicos 
y creemos puede afirmarse que la teoria de la diferencial para apli
caciones entre espacios normados ha adquirido, actualmente, su 
forma definitiva. Michal en su libro [1] ha dado una exposici6n 
clara y accesible de esta teoria que tambien esta expuesta en 
libros recientes como el de Mme. Lelong [1] y el de Dieudonne [1] 
destinados a la ensefianza universitaria de nivel relativamente 
elemental. 

Para el caso general de espacios vectoriales topol6gicos, la teoria 
est a mucho menos desarrollada. Se han hecho generalizaciones 
por Michal [2J y [3] y por Frechet [4] para grupos topo16gicos 
abelianos, por Hyers [lJ para espacios vectoriales topo16gicos, y 
mas recientemente Sebastiao e Silva [1] y [2] ha desarroHado la 
teoria para espacios vectoriales localmente convexos. 

En todas esas generalizaciones se parte de la Hamada definici6n 
de Stolz-Frechet, que es mu;y adecuada para el caso de los espacios 
normados, pero que si se aplica fuera de este dominio complica 

(*) En una nota de los "Comptes Rendues" (Balanzat [2]) hemos publicado 
resumen de los resultados de este trabajo. 

(**) Los numeros entre corchetes se refieren a la bibliografia indicada al final 
de la memoria. 
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bastante la teoria, necesita la introducci6n de conceptos delicados 
e impone restricciones a los espacios que se consideran. 

En este trabajo nosotros hemos partido de otra definici6n, la 
4ienominada de Hadamard-Frechet; esta definici6n fue introdu
cida por Hadamard [11 en el analisis chlsjco con finalidad exclusi
vamentepedag6gica. En ,una memoria delanoJ937, Frechet [3] 
prob6 que esta defiIl:ici6n se podia extender a las aplicaciones entre 
espacios normados yobtuvo'et' in,ter~sante resultado de que una 
aplicaci6n diferenciable en el seritido de Hadamard-Frechet podia 
no serlo en el Stolz-Frechet, siendo en cambio valida la reciproca. 

En la mencionada ,memoria, Frechet plante6 como problema la 
extensi6n para esta defini,ci6n de las propiedades clasicas de la 
diferenciaL Ello fue hecho" por Ky Fan (1.], en su tesis de la Uni
versidad de Paris para los espacios normados, por Balanzat [1] 
para los vectoriales topo16gicos ,metrizables ypor S. F. L. de 
Foglio [1] para los espacios L* vectorialese~ su tesis de la Uni
versidad de Buenos Aires. 

N osotros hacemos ahora la extensi6n: de esta teoria al caso gene
ral de los espacios' vectoriales 'topoI6gicos. En esta ~em~ria nos 
limitamos a dar los resultados de tipo l~cal, ~s decir refe'rentes a la 
diferenciabilidad 'en un pun to, que pensamos hab,er obt.enido en 
forma bastan:te simple y completa y sin necesidad de imponer 
a los espa~io~ ninguna resiricci6n; en particular no usamos la hip6,. 
tesis de que sean localmente convexos, basica, en Is' extension de 
Sebastiao e SlIva y tambien en la de Hyers. (*) , 

De interes particular son las relaci~nes entre la diferenciabiiidad 
y la continuidad. En general, para espacios no normados;la pri
mera no implica la segunda. Sebastiao e Silva y S. F. L. de Foglio 
probaron, en las t~orias p'or e110s desarrollad,as, que las diferencia
bilidad implic~b~ la continuidad si el espacio de la' variable inde
pendiente era metrizable. N osotros daremos en eS,ta memoria una 
condici6n: necesaria ysuficiente que debe cumplir el espacio de la 
variable indepen:dierite para q~~' la continuidad en un: punto sea 
consecuencia deladiferenciabilidad y hemos probado qu~ la cum
plen los espacios metrizables. y algunos mas que' no 10 so;n. 

Salvo'roenci6nen cOl}-tra,' usaremos s.iempre la non:{enc1;;tura 
y notaci6n deBo~~haki [1] y cuandohablemos de un'espacio, 

(*) En particular creemos que los teoremas de la diferencial -del 'producto y del 
maximo y minimo no han sido demostrados anteriormente, para 'espacios no nor
mOOos en ninguna otra teoria. 
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sin ningun afiadido, se sobreentendenl que se tratade 'un· espacio 
vectorial topol6gico (enel sentido de Bourbaki) sobre el cuerpo 
de los numeros reale:;; y separado. 

2. Definicion de la dtferencial. 

Para definir la diferencial partiremos de la definicion conocida 
de la derivada de una aplicaci6n x = g(),..) de un intervaloabierto 
de la recta en .un espacio X. Laderivada deg en AD es el punto 
g' (AD) definido como: 

(1) 
.I() ) _ l' g(Ao + SA) - g(Ao) 

(j ·.0 - 1m 
h~O AA 

Es sabido que la existencia de derivada en AD implica la con
tinuidad de g(A) en AD. 

La diferencial de g en AD es la arlicacion lineal y continua de 
R en X, 

(2) D(AA) = AA . g'(Ao) 

No debe perderse de vista la diferencia de naturaleza entre la 
derivada y la diferencial. La primera es un punto del espacio X 
y la segunda es un punto del espacio L (R, X) delas aplicacio
nes lineales y continuas de R en X. De (1) se deduce: 

(3) g(AO + AA) - g(Ao) = D(AA) + lL(),..o, AA) 

cumpliendose la condiei6n: 

lim lL(Ao, AA) =0. 
11).--70 AA 

(3') 

Es tambien sabido que si existe unaaplicacion lineal y conti
nua D(AA) de R en X que satisfaga a la relaci6n (3) con la con
dici6n (3';, entonces g(A)BS derivableen'AoYBe-cumple (2). 

La definici6n de la diferencial por las condiciones (3) y (3'), 
se generaliza para definir en la forma conocida) la diferencial en 
el senft'do de Stolz-Frechet en el punto Xo de una aplicaci6n Y = Ijl(x) 
enf,re dos espacios normados X e Y. La diferencial es una apli
cacion lineal y continua D(Ax) de X en Y qUe cumple las con
diciones: 

(4) Ijl(xo + AX) ~Ijl(xo) = D(Ax) + lL(Xo , Ax) 

(4') lim 
lL(XO, Ax) 

!!Ax I! 
=_0 __ 
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Como dijimos en la introducci6n, .nosotros vamos a adoptar 
otra definici6n, que es la generalizaci6n a espacios vectoriales 
topo16gicos de la dada en Frechet [3J para las aplicaciones entre 
espacios normados. 

DEFINICI6N 1. Sean X e Y dos espacios; sea y = f(x) una apli
caci6n de un entorno del punta Xo de X en Y. Se dice que f(x) es 
dlferenciable, en el sentido de H adamard-Frechet en Xo, si existe 
una aplicaci6n lineal y continua DOh) de X en Y que cumple la 
s1:guiente condici6n: 

Cualquiera que sea la aplicaci6n x = g()..) de un intervalo abierto 
de la recta en X, derivable en )..0 ycon g ()..o) = Xo, la aplicaci6n 
y = G()") = f[g()..)] es derivable en )..0 y se tiene: 

(5) G'()..o) = D[y'()..o)]. 

D(/1x) es la d1ferencial, en el sentido de H adamard-Frechet, de 
f(x) en el punto Xo. Salvo menci6n en contra, cada vez que diga
mos que una aplicaci6n es diferenciable, 10 sera en el sentido que 
acabamos de definir. 

Vamos aver ahora que si X es el cuerpo de los reales, la dife
renciabilidad en Xo y la derivabilidad en Xo son concept os equi
valentes, es decir: 

TEOREMA 1. Si X es el cuerpo de los reales, la diferenciabilidad 
en Xo y la derivabilidad en Xo son conceptos equivalentes, y se tiene: 

D(Ax) = /1x . f'(xo). 

Supongamos f(x) derivable en Xo; tomemOB nna aplicaci6n 
x = g()..) de R en X que cumple las condiciones de la definici6n 
y consideremos la aplicaci6n y = G()") = f[g()..)]. Se tiene: 

G()"o + /1)..) - G()"o) 

/1).. 

f[g()..o + /1),,)- f g()..o) 

/1).. 

Por la derivahilidad de f se tiene: 

f[g()..o + /1)..)] - f[g()..o)] = [g()..o + /1)..) - y()..o) . f'(xo) + 
+ \L[xo, g()..o + /1)..) - g()..o)]. 

G()"o + /1)..) - G()"o) 

/1).. 

+ g()..o + /1)..) - g()..o) 
/1).. 

g()..o + /1)..) - g()..o) . f'(xo) + 
/1).. 

\L[Xo, g()..o + /1)..) - g()..o)] 

g()..o + /1)..) - g()..o) 
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Cuando .A1-. ~ 0, por la derivabilidad de g el primer sumando 
tiende a-" g' ('Ao) . f' (xo); g('Ao + ~'A) - g('Ao) tiende a cero por la 
continuidad de g, y por la propiedad de lL, el factor vectorial del 
segundo sumando tiende a cero y el esc alar tiende a g' ('Ao), luego 
G('A) es derivable en 'Ao y se tiene: 

G'('Ao) = g'('Ao) . f'(xo). 

La reciproca se prueba aplicando la definicion a la trasformacion 
identica g(x) = x. 

La diferenciabilidad en Xo depende solamente de los val ores 
de f(x) en un entorno arbitrario del punto Xo, luego se puede siem
pre considerar que f est:i definida en todo punto de X, partiendo 
de los valores dados en un entorno V de Xo y asignado val ores 
arbitrarios en el complementario de V. 

La definicion tiene que cumplir el requisito de la diferenciabili
dad de las aplicaciones lineales y en efecto se tiene el siguiente 
teorema: 

TEORFlMA 2. Sea f(x) = lex) + a, siendo lex) lineal y continua 
y a constante. Entonces f(x) es diferenciable en cualquier punto y su 
diferencial coinc1'de con l(x). 

En parhcular si f(x) es constante su diferencial es nula y la d1je
rencial de la aplicaci6n identica es la mtsma aplicaci6n. 

Sea Xo un punta cualquiera, g('A) una aplicacion que cumpla 
las condiciones de la definicion y G('A) = f[g('A)]. Se tiene: 

G('Aa + ~'A) - G('Ao) l[g('Ar + ~'A)] -l[q()\n)] 

~'A 

= l [ g('Ao + ~'A) - g('Ao) 1 
~'A J 

Si tomamos limites para ~'A ~ 0, y tenemos en cuenta la deri
vabilidad de g y la continuidad de f, vemos que G('A) es derivable 
en Ao y que se tiene: G' 0,0) = 1 [g' ('Ao)], 10 que prueba el teorema. 

3. Propiedades de unicidad y linealidad. 

TEOREMA 3. La d·ljerencial es {mica, es decir si f(x) tiene una 
d1jerencial D en Xo cualquiera otra aplicacion lineal y continua E 
que cumpla las condicioncs de la definicion 1 coincide con D. 
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Sea x un punto arbitrario, de X; consideraremos l'a aplicacion 
de R en X: g(A) =, Xo + A. x; seve inmediatamente que g(O) = xu, 
g'(O) = x, y entonces para G(A) =..f[g(A)] se, tiene: 

E(x) = E[g'(O)] = G'(O) = D[g'(O)] = l)(x) 

y como x es un punto cualquiera de x se ve que E y D son iden
ticas. 

TEOREMA 4. Sean f1 Y f2 diferenciables en Xo y sean Di y D2 sus 
dt"ferenciales respectivas. Entonces la combinacion linealf = a1 . f1 + 
+ a2 ., f2 8S diferenciable en Xo y su' d1ferendal es D = a1 . D1 + 
-+ a2'. D2. 

En efecto: sea x = g(A) una aplicaci6n que cumpla las condi
ciones de la definicion y sea G(A) = f[g(A)], Mediante c:ilculos 
simples se ve que G es, derivable en Au y que G'(Ao) =. D[g'(Ao)]' 
10 que prueba el teorema. 

TEOREMA .5. Sean X, Y, Z tres e8pacios; f(x, y) una apticacion 
de X X Y en Z con las siguientes propiedades: a) Para todo x 
fijo, f es lineal en Y. b) Para todo y fijo, f es diferenciable en Xo. 
Entonces la diferencial D(Ax, y) es lineal en Y. 

En efecto sea m y n constantes reales, Y1 e' Y2 elementos de Y 
e Yo = m . Y1 + n .. Y2. Sea a un punto cualquiera de x y con
sideremosla aplicacion x = g(A) = Xo + Aa; se tiene g(O) = Xu Y 
g;(O) = a. Consideremos las aplicaciones G(A) = f[g(A), yo]; G1(A) = 
= f[g(A), Yd; G2(A) = f[g(A), Y2]. Por hi linealidad de f, por el 
teorema anterior y por la diferenciabilidadde f se tiene: 

G(A) = m . G1(A) + n . G2(A) 

G'(O) = m . G1'(O) + n . G2'(0) 

D(a, Yo) = m . D(a, Y1) + n . D(a, Y2) 

10 que prueba el teorema. 

4. Diferenciai de la aplicaci6n compuesta. 

TEOREMA 6. Sean X, Y, Z tres espacios; y = f(x) una aplicacion 
de X en Y dtferenciable en Xo; z = g(y) una aplicacion de Y en Z 
diferenciable en Yo = f(xo), y sean D1 yD2 las diferenciales re8-
pectivas. ' 
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Entonces la aplicaci6n compuesta z = hCx) = g[fCx)]esd1Jeren
ciable en Xo Y su diferencial D es la aplicaci6n compuesta de Dl 

y D 2 • 

En efecto sea <pCA) una aplicacion de los reales en X diferenciable 
en AQ y con <pCAo) = Xo. Sea 4>(A) = f[gCA)], se tiene"por ser f dife
renciable: 

<})'(AJ = D1[<p'(Ao)]. 

4>{A) es derivable en Ao y se tiene4>(Ao) =Yo. Poniendo Iji(A) = 

= g[4>(A)] y teniendo en cuenta la diferenciabilidad de g obte-
nemos: 

1ji'(AO) == D2 [4>'(Ao)] = D 2 [D1 [ip'(Ao)]j 

y como h[ <p(A)] = g[f[ <p(A)]] = Iji(A) se ve que h[ <pCA)] es deriva
ble en Ao y que su derivada es D2 [D1 [<p'(Ao)]], 10 que prueba el 
teorema. 

Tomemos ahora f(x) diferenciable en Xo y consideremos la apli
caci6n f(x + xo). Por los teor~mas 6 y 2 esta aplicacion es dife-:
renciable en x = 0 y su diferencial en e~e punto es la de f ell Xo. 
Si ademas reemplazamos f(x) por f(x) - f(xu), tampoco se altera 
la diferencial. Esta observacion nos permitini en muchos casos 
poder suponer, sin perdida de la generalidad, que' el punto de 
diferenciabilidad es el origen y que en e1 es f(O) = O. 

Tambien nos va a permttir el teorema 6 generalizar la cldsica 
propiedad de las diferenciales de ser invariantes en los cambios de 
variable. 

Para ello es conveniente fijar un poco mejor la notaci6n de la 
diferencial. La que hemos usado D(Ax) es adecuada si la funcion f 
y el punto xo estan permanentemente fijos. Una notacion mas 
completa seria 'OJ, ",.(Ax) y p~r analogia con el analisis clasico 
podemos usar tambien la nota cion dy. Tenemos asi la triple no
tacion, 

(6) dy = D(Ax) = 'Of, ",. (Ax). 

Consideremos la aplicacion identic a f(x) = x que coincide con 
su diferencial; entonces para esa aplicacion se tiene dx = Ax; 
(6) toma la forma: 

(7) dy = D(dx) = o/.",.(dx) 

Si suponemos ahora que x viene definido por intermedio de una 
aplicacionx = get) diferenciable en t· y con g(to) = Xo se tiene 
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dx = 00. to(.:lt) y entonces para y = h(t) = f[g(t}] obtenemospor 
el teorema 6: 

(8) 

Luego la formula (7) es vaJidacuando x· es, una v.ariable inde
pendiente y tambien cuando depende de otra variable, como 
queriamos probar. 1 

Observemos que I!). definicion 1 es un caso particular del teo
rem a 6. ,Por 10 tanto si se considera una teoria de la diferencial 
en la que se cumplan los teoremas 1 y 6 y en la que la diferencial 
sea una aplicacion lineal y continua', entre los dos espacios de las 
variables, cualquier aplicaci6n dijerenciable en esta teoria lo sera 

tambien en la definici6n ,1. 
Esta posible mayor generalidad de la diferenciabllidad en el 

sentido de Hadamard-Frechet es efectiva ya que, como indicamos 
en la introduccion, en Frt3Chet [3] hay el ejemplo de una aplica
cion entre espacios normados diferenciable en el sentido de Hada
mard-Fn3chet y no diferenciable en el de Stolz-Frechet. 

5. Cambios de topologia. 

TEOREMA 7. Sea ,y = f(x) una aplicaci6n de X en Y diferenc1'a

ble en Xo. La propiedad de ser diferenciable y la diferencial subsis

ten si se reemplaza la topologia de :x por una mas fina 0 la de Y 
por una menos fina. 

En efecto: sea 'tl una topologia mas fina que la topologia 't 

de X. Tomeroos una aplicacion x = g()..) con Xo = g()..) y derivable 
en )..0 con la topologia 'tl; Como todo entorno en 't 10 es en 'tl, g(">:.) 
es derivable en )..0 conla topologia ,'t. Luego GO.) = f[g()..)] es 
derivable en )..0 y G'()..o) = D[g'()..o)]' 10 que prueba Ill, primera 
parte del teorema. 

Supongamos ahora que introducimos en Y una topologia roenos 
fina. La derivll,bilidad de G(A) BU )..0 con la topologia de Y implica 
la derivabilidad con una,menos fin a y esto demuestra la segunda 
parte del teorema. 

Podemos tambien considerar la diferenciabilidad respecto a un 
subespacio Xo de X. Es de demostracion casi inmediata el si
guiente teorema: 

TEOREMA 8. Sea f(x) diferenciable en x = 0 y sea Xo un subespa
,ciodeX. Entonces la restricci6n de,faXo es diferenciableen x = 0 

su diferencial es la restricci6n a Xo de la d1jerencial de f. 



~ 163 

6. Diferencial de un producto. 

Con una definicion adecuada del producto como una aplica
ci6n hilineal y continua se puede generalizar el resultado clasico 
de la derivada del producto. 

TEOREMA 9. Sean X, Yl , Y2, Z cuatro espacios .. Supondremos 
deJinida una aplicacion producto (es decir bilineal y continua) 
z = Yl • Y2 de Yl X Y2 en Z. Sean Yl = fleX), Y2 = f2(x) dos apli
caciones de X en Yl e Y2, respectivamente, dljerenciables en XO; 

sean Dl y D2 las diferenciales respectivas. 
Entonces la aplicacion z = hex) = flex) . Mx) es· diferenciable 

en Xo y su diferencial D satisface a la relacion: 

(9) D(t..x) = Dl(t..X) . f2(XO) + !I(xo) . D2 (t..x). 

En efecto: por la hinealidad y continuidad del producto se ve 
que la aplicaci6n D(t..x) definida por la relaci6n (9) es lineal y 
continua. 

Tomemos ahora mia aplicaci6n x = g(J.-) que cumpla lascondi
ciones de la definici6n y consideremos.las aplicaciones: 

Yl = Gl('A) == !I[g('A)]; Y2 = G2('A) = Mg('A)]; Z = G('A) = h[g().)]. 

Se tiene: 

G('A) =!I[g('A)] .f2[g('A)]; G/C'Ao) = Dl[g'('AO)]; 

G('Ao + t..'A) -- G('Ao) 

t..'A 

Gl('Ao + t..'A) . G2('AO + t..'A) - Gl('Ao) . G2 ('AO)- = Gl('Ao + t..'A) . 
.:l'A , 

G2 ('AO + t..'A) - G2 ('AO) + Gl('AO + t..'A) - Gl('AL ) _ GtC'Ao). 
t..'A t..'A . 

Tomando limites para t..'A - 0, teniendo en cuentaladerivahi'
lidad Y continuidad de Gl Y G2 y la continuidad del producto, 
se tiene: 

G' ('Ao) = Gl ('Ao) . G2' ('Ao) + GI' ('Ao) . G2('AO). 

G'('Ao) = fl(XO) . D2[g'('AO)] + DI[g'('AO)] . f2(XO) = D[g'('Ao)].· 

10 que prueha el teorema. Se ve de inmediato que e1 teorema se 
extiende al caso de varios factores. 
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7. Condici6n de extremo relativo. 

La regIa clasica de la anulaci6n de la diferencial en los plintos 
de maximo 0 minimo seextiende al caso de aplicaciones nume
ricas definidas en espacios vectoriales. 

TEOREMA 10. Sea X = f(x) una aplicaci6n del espacio X en los 
numeros reales. Si f(x) es dljerenciable en un punta y tiene en el 
un extremo relativo, lad1jerencial esla aplieaci6n nula. 

Sin per-did a de la generalidad podemos suponer que el punta 
es el cero. Existe entonces un entornoV de 0 en el que se cumple 
lex) ~ reO) si es un minimo 0 lex) ~ 1(0) 8i es un maximo. V con
tiene otro entorno W equilibrado y absorbente. Sea a un punto 
cualquiera de W y consideremos la aplicaci6n x, = get) = t . a 
de la recta en X. Se tiene g(O) = 0; g'(O) = a; para I t I ~ 1, get) 
pertenece a W y por 10 tanto a ~"'.Luego la aplicaci6n real de 
variab1ereal G(t) = l[gCt) ]tiene en t = 0 un maximo 0 un mi
nimo, es ademas derivable luego su derivada es cero, y setiene: 
o = G'CO) = D[g'(O)] = D(a). 

Por 10 tanto D es nula en W, pero Wes absorbente y D es lineal, 
luego D es la aplicaci6n nula, como queriamos demostrar. 

8. D1ferenciabilid:1d de las aplicaciones de varias variables. 

Para simp1ificar nOs limitaremos 31 caso de dos variables, pero 
los resultados se. extienden en forma automatica a1 easo de n va
riables. 

TEOREMA 11. Sean X e Y dos espacios; T = XX Y su espacio pro
ducto. Sea z = f(t) = f(x, y) una aplicaci6n de T en otro espacio Z 
dilerenciable en el punta to = (xo, yo). Ento~es las apll:caciones: 

(10) hex) = f(x, Yo); 

de X e Y respectivamente en Z son dlferenciables en Xo y en Yo, Y si 
D(~t) = .D(~x, ~y)es .la dljereneiable de f, las dlferenciales de 
fl y f2. que se denominan las diferenciales parciales de f en (xo, Yo) 
son respectivamente: 

(11) 

En efecto: sea x == g()..) una aplicaci6n de los reales en X, deri'
vable en )'0, con g()..o) = Xo. Consideremos laaplicaci6n h()') = 
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= (g().), Yo) de los reales en T. Se tiene evidentemente h()'o) :::;: 
= (xo, Yo) y 

hC)'o + A,,) - h()'o) = ( g().o + A),) - g().o) , 0) 
A). A). 

luego h'().o) = (g'().o),O). 
Consideremos la aplicaci6n: 

(12) H()') =/[h()')] = f(g().), Yo) = lI[g().)] = F I().) 

Por 11;1. diferenciabilidad de fse tiene: 

F I' ().o) = H' ().o) =, D W ().o)] = D (g' ().o), 0) = DI[g' ().o) J. 

Queda asi probado el' teorerna. 
Como T puede c~nsiderarse como la suma directa topol6gica de 

X e Y, las relaciones (11)' nos diceD. que: la diferencia! de una 
aplicaci6n de varias variables es la suma de todas sus d1jerenciales 
parciales. 

Consideremos ahora tres espacios T, X, Y y sea Z el espacio 
producto X X Y; tornem()s unaaplicaci6n Z = f(t) de T en Z 
y sean x = lI(t), y = f2(t) las componentes de f, es decir que 
~e tiene J(t) = (/l(t) , h(t». 

TJ<10REMA 12. Para que f sea d'/jerenciable en to es necesario y 

sUficiente que lo sean fl y f2 Y entonces si las diferenciales de f, fl' 
f2 son, respectivamente~ z = D(At), x = Dl(At), y = D2(At) se 
tiene: 

(13) 

En efecto: sea ,t = g().) una ,aplicaci6n quecumpla las condi 
ciones de la definici6n y consideremos las aplicaciones: 

", ". '\ 

z = G().) = f[gO,)]; x = Gl().) = lI[g().)]; y = G2().) = h[g().)] 

y se tiene: G()') = (Gi().)., G2().» , luego la derivabilidad de G()') 
implica las de Gl ().) y G2(A)y reclprocamente. 

Supongamosf diferenciable en to y sea D(At) = (D1(At), D2(At)) 
su diferencial. Se tiene: 

(14) G'().o) = (Gl'().o) , G2'(A~» 

(15) .G'(Ao) = D{g'(AO)] = i D1[g'().o)], D2[g'(Ao)]~. 
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lUBgo: 

(16) 

10 que prueba que fcy hson··difBrenciables en to. 
Reciprocamente si it Yh son diferenciables en to, y si x = D1(fl.t) 

e y = D2(fl.t) son sus diferenciales, si ponemos D(fl.t) =: [Dl(fl.t), 
D2(fl.t)], entonces para la anterioraplicaci6n se cumplen (14) y 
(16) y entonces se cumple tambien (15) 10 que prueba el teorema. 

De estos resultados y. de 10 establecido en el N° 4 se deduce 
que la d1jerencial de una aplicac1:6n de van'as variables es la suma 
de todas sus diferenciales parciales tanto cuando son independ1'en
tes como cuandodependen de otras variables. 

En efecto, sea z = f(x, y) = f(t), diferenciable en to = (xo, Yo); 
sea dz = D(fl.t) = D(flx, fl.y) su diferencial; sean finalmente 
Dx(fl.x) = D(fl.x, 0) y Dy(fl.y) = D(O, fl.y) las diferenciales par
ciales. 

Si x e y son variables independientes se tiene fl.x = dx, fl.y = dy, 
y por 10 tanto: 

(17) dz = Dx(dx) + Dy(dy) 

Supongamos que x e y dependen de otras variables. Utilizando 
el espacio producto podemos limitarnos a considerar el caso en 
que dependen de una sola. 

Suponemos entonces x = gl(U), y = g2(U), diferenciables en Uo 
con Xo = gl(UO) e Yo = g2(UJ) Y sean dx = El(fl.u), dy = E2(fl.U) las 
diferenciales. La aplicaci6n t = g(u) = (gl(U), g2(U» es, por el 
teorema 12, diferenciable y su diferencial es dt = E(fl.u) = (El 
(flu), E(fl.u»: Por el teorema 6 se tiene: 

dz = D[E(fl.u)] = D(E1(fl.u), E2(fl.U» = D(E1(fl.u), 0) + 
+ DCO, E2(fl.U» = Dx(E1(fl.u)] + Dy[E2(fl.U)] = Dx(dx) + 

+ Dy(dy). 

10 que prueba la validez de la f6rmula (17) tambien en el caso 
en que x e y dependan de otras variables, como queriamos de
mostrar. 

9. Espacios sucesionales. 

Vamos ahora a ocuparnos del estudio de la continuidad de las 
aplicaciones diferenciales. En general la diferenciabilidad en un 
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punto no implicala continuidad en dicho punto; desde luego que 
todos los teoremas que hemos establecido hasta ahora son validos 
que la funci6n difere:ri.ciable sea continua 0 no y tam bien 10 siguen 
siendo, como se comprueba facilmente, si a la definici6n 1 de apli
caci6n diferenciable se Ie ai'iade la condici6n de ser continua en 
todo punta en el que sea' diferenciable. 

Nuestro problema va a ser ahora el estudio de las condiciones 
que deb en cumplir los espacios para que toda aplicaci6n diferen
ciable en un punto sea continua en dicho punto. Para ella tendre.:. 
mos que hacer unas consideraciones previas. 

Sea X un espacio topol6gico; como es sabido, las' sucesiones 
convergentes se definen en el por la condici6n x = lim; x n , si 
cualquier entorno de x contiene todos los terminos de la sucesi6n 
a partir de un cierto valor de n. 

Podemos entonces consideraren el conjunto X una estructura de 
espacio ..8* de Frechet-Kuratowski (ver Kuratowski [1], pag. 83) 
y definir en X la S-adherencia de un conjunto A, que designare-

mos con la notaci6n A, por lacondici6n: x e A, si y s610 si existe 
una sucesi6n x .. de elementos de A que converge hacia x. La estruc~ 
tura asi definida puede no ser una estructura de espacio topo
l6gico(en el sentido de Bourbaki), para que 10 sea 'es evidente
mente necesario y suficiente que la S-adherencia asi definida 'sea 
idempotente. ' 

, Entrela S-adherencia .1 y la adherencia A, definida por la 
topologia, se' cuinple la relaci6n: 

(18) A c"A 

puesto que si x e A, existe una sllccesi6n de elementos de A cuyo 
limite es x, y entonces en todo eIitorno de x hay puntas :de A, 
que son los' de la sucesi6na partir de un cierto indice. ' ' 

DEFINICI6N 2. - Diremos que un espacio topol6gico X es suce
iional si para cada sUbconjunto A de X se tiene: 

(19) 

Seran pues, espacios topo16gicos sucesionaleslos espacios ..8* 
que sean ademas espacios topo16gicos y ~m particular los espacios 
metrizables. 
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• 
Un espaci'o topo16gico en el que la S~adherenciano sea idempo- . 

tente evidentementenoes' sucesional,pero la recf.proca esfalsa, 
puede la S ... adherencia ser idempotente y ser distlnta . de la adhe
rencia.Paraproharlo -hasta considerar el-espacio K definidopor 
F.·Riesz formado por los puntos de la recta yenel que se define 
como sistema fundamental deentornos de un punto a, lo~ inter
valos abiertos. de centro a, de los que se ha extraido un conjunto 
numerable de puntos distintos de a. Las unicas sucesiones con
vergentes ·son las que tienen todos sus terminos iguales a partir 
de un cierto indice; la topologia definida por la S-adherencia es 
la discreta, distinta de la de K, y como para todo A se tiene 

A = A, la S-adherencia es idempotente. 

10 .. Ejemplo de espacio vectorial topol6gico separado y no sucesional. 

Bastara con dar un ejemplo en que la S-adherencia no sea 
id~mpotente. Para ella consideremos el espacio ::b de Schwartz 
con latopologia definida en la forma indicada en Schwartz [1], 
Cap III § §1. En este espacio las sucesiones convergentes tpn hacia 
cero estan caracterizadas por las condiciones: 

a) Los soportes de tpn estan todos contenidos en un compacta 
fijo. 

b) Cualquiera que sea el entero positivo 0 nulo p, CPn(p)(x) con
verge uniformemente hacia cero en toda la recta. 

Considero ahora las funciones cp .. , ,,(x) definidas para todos los 
val ores enteros positivos de m y n por las condiciones: 

(20) J 
l 

GCm,n(x) = 0 para I x I ~ n; GCm,n (± 1/2) = l/m; 

GCm,n (± 1/4) = l/m + l/n 

lineal en los interval os 

(- n, - 1/2), (- 1/2, - 1/4), (- 1/4, 1/4) (1/4, 1/2) y 

(1/2, n). 

Estas funciones son continuas; GC m, n tiene UI). soporte igual al 
intervalo (- n, n); fijado un valor de n, GCm,n(x) converge para 
m ~ '", uniformemente en la rectahacia la funci6n GCn(x) defini
da por las condiciones: 

r GCn(x) = 0 para I x I- ~ 1/2;,GCn(± 1/4) l!n 

(21) i lineal en los intervalos 

l (- 1/2, - 1/4), (-- 1/4, 1/4) Y (1/4, 1/2). 
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, Las an(x) son continuas, tienen sus soportes iguales al intervalo 
( - 1/2, 1/2) y para n ~ 0:> convergen en la recta uIiiformemente 
hacia cero. 

Tomemos ahora la funcion <po(x) nula para I x I ~ 1 e igual en 
(- 1, 1) a e- (l-x2)-., y convolucionemos est a funcion con las 
am, n, sean entonces 

Todas estas funciones son indefinidamente derivables. Las 
llm, n tienen como soporte el intervalo (- n - 1, n + 1) puesto 
que la <po es mayor que 1 en ,el intervalo (- 1, 1); el soporte de las 
<pn es el intervalo (- 3/2, 3/2). Recordando la regIa de deriva
cion del producto de convolucion y la posibilidad de pasar al 
limite cuando todas las funciones tienen su soporte contenido en 
un compacto fijo, se ve facilmente que en el espacio 0 la suce
sion <p m, n converge hacia la tpn y las tpn convergen hacia cero. Por 

10 tanto si llamamos F al conjunto de las <pm, n se tiene 0 e F y 

vamos a demostrar ahora que 0 no pertenece a F, con 10 que que
dara demostrado que la S-adherencia no es idempotente. 

En efecto como el cero no pertenece a F bastara probar que 
cualquier sucesi6n Ai(X) = <Pm" nJx) de elementos distintos de F 
no converge en 0 hacia cero. Distinguiremos dos casos distin
tos segun que haya 0 no infinitos indices ni distintos. 

En el primer caso hay indices tan grandes como se quiera, luego 
la sucesion tiene funciones de soporte tambien tan grande como 
se quiera, y por 10 tanto no es convergente. 

En el segundo caso hay un Indice v que se repite indefinida
mente y la sucesi6n Ai contiene una subsucesion AT de la forma 
Ar(x) = <PmT, y (x) en donde v es fijo y los mT son numetos natu
rales crecientes, luego AT converge en 0 hacia <py ~. 0 y la suce
si6n Ai que la contiene no puede converger hacia cero. 

Queda as! establecido que e1 espacio 0 de Schwartz no es un 
espacio sucesio'nal. 

11. Ejemplo de espacio vectorial topol6gico separado sucesional y no 
metrizable. 

Sea X el espacio vectorial formado por las funciones reales de 
variable real (0 mas generalmente por las .funciones reales defini
das en un conjunto infinito no. numerable) que son nulas en el 
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cOmpl~ro.entario de .un conjunto num.erable (que puede ser vacio 
0. Jinito). ( -J-

Definimos en X la topologia por intermedio de las sucesiones 
convergentes y :dir:emos que I".cdnverge hacia cero:si para to do x 
la sl;lcesion numerica I .. (:c) convergehacia c¢ro. 

Para probar que este espacio es un espacio topologico pasta 
probar que Ia adherencia definida a partir de las. sucesiones es 
indempotente. Una> vez probado est6, es . inmediato quees sepa
rado y sucesioIJ.al. 

Pro.bare/llos Ia idempotellcia de ~a adherencia demostrandoque 

Ie Eimplica j e E. En efecto si f e E, se tiene r == lim In en don

deJn e E,·y por'lo 'tanto: In '= lim In,m en donde Jm,n e E .. 
Sean e, en yen, m los conjuntos de puntos en que· respectiva

mente las funciones}, In Yin, m son distiritasdecero y sea B ia 
'reunion de todos esos conjuntos; B es numerable· y sea/ bl , .62, 

b;, .... sus puntos. Si ponemos: 

podemos identificar cada funci6n con un punto del espacio E .. 
de Frechet (espacio de las sucesiones numericas con convergencia 
puntual), poniendo: 

A = (aI, ... a; ... ) ; 

Como, 

lim ai; n, m = ai; n 
m~'" 

en el EO) se Hene: 

lim An.", = An 
m+", 

lim a;;n = ai 
n~'" 

lim An = A. 
n+", 

Como E es metrizable (Frechet [1], pag. 82), existe una suce
si6n Ani' mi que converge hacia A, luego paracada i: 

lim In;. mi (b i ) = lim 0i ;ni' mi = ai = I (bi ) . 
j~", i+'" 

Por 10 tanto para x eB, lim Inilmj(X) = lex) y como para 
x e eB, In;. m; (j .. ) = 0 = I (x), se tiene que en el. espacio X, I = lim. 
In;. mi y por 10 tanto I e If, como queriamos probar. 
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Es ademas casi inmediato que la topologia es compatible con 
la estructura vectorial, luego X es un espacio vectorial topologicol 
separado y sucesional. 

Vamos a demostrar ahora que X no es metrizable. Para ello 
empezaremos por considerar el conjunto E de X formado por las 
funciones fa, n(X) definidas para todo a del conjunto de definici6n 
de las funciones y para todo entero positivo n por la. condici6n: 

(22) fa.n(a) = lin; para x;e a; fa.n(x) = 0 

Es claro que E no es numerable y vamos a probar que tiene 
la propiedad siguiente: todo entorno de cero contiene el coniunto E 
con la posible excepcion de un conjunto finito de puntos. En efecto; 

Sea V un entorno de cero y F = E n CV. Para demostrar la 
propiedad vamos a probar que el suponer F infinito conduce a 
una contradicci6n. Si F es infinito es entonces posible extraer 
de F una sucesi6n de elementos fa;. ni . distin tos . en tre s1. Conside
remos dos casos: 

En el primer caso hay infinitos indices n, distintos; podemos 
entonces extraer de la sucesi6n n, una subsucesi6n nj estrictamente 
creciente y la subsucesion fa,. n, cumplira las condiciones siguientes: 

fa;. n, c E n CV; lim ni = 00 (23) 

Por 10 tanto para todo x se tiene: 

I fa,.n,(x) I ~ l/ni-+O 
~ +- 00 

10 que quiere decir que en el espacio X la sucesi6n fa,. n, tiende 
a cero y por consiguiente desde un valor de i sus elementos per
tenecen a V 10 que esta en contradicci6n con (23). 

El segundo caso sera cuando no haya infinitos indices nj dis
tintos y entonces hay uno de ellos que se repite indefinidamente; 
llamemos p al valor de este indice y tenemos que la sucesi6n fa;. 11; 

contiene una submcesi6n fa;. p con las condiciones: 

(24) 

Entonces dado un x fij 0 cualquiera se tienefa,. p(x) = 0, salvo 
eventualmente para un soloindice i en el caso en que aj sea igual 
a X; por 10 tanto para todo x, fa,.p converge hacia cero y basta 
repetir el razonamiento anterior. 
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Nos falta solo probar que X no es metrizable; si 10 fuese exis
tiria un sistema fundamental numerable de entornos V n del ori
gen; como ademas X ef> separado se tiene: 

o = n Vn 
1 

(25) 

Pero acabamos de probar que E n CVn es finito, luego esnume-
m m 

rable el conjunto U (E n CV n) = E n (u CV n) Y 10 seguira siendo 
1 1 

si Ie afiadimosel conjunto (25) que tiene solo un punto, luego 
tendremos que es numerable: 

m 

En [U CVnlU [n Vnl = E 
1 1 

10 que implica contradiccion, puesto que E no es numerable. 
Queda asi probado que X no es metr1·zable. 
Puede generalizarse este ejemplo si se reemplaza el conjunto 

de las funciones reales por el conjunto producto P de una infini
dad no numerable de espacios vectoriales metrizables y setoma 
como espacio X el subconjunto de los puntos de P que tienen 
nulas todas sus componentes salvo un conjunto numerable. 

La demostracion i?igue las mismas lineas que la anterior usando 
la propiedad de que el producto de una infinidad numerable de 
espacios metrizaqles es metriza ble. 

12. Condici6n de continuidad de una aplicacion d1jerenciable. 

TEOREMA 13. Sea X un espacio suces1:onal. Entonces cualquier 
aplicacion de X en ofro espac1:o Y diferenciable en un punta es con
tinua en dicho punto. 

Si el espacio no es sucesional, entonces cualquiera que sea el espa
cio Y, con mds de un punto, existen siempre aplicaciones de X en Y 
d.Jerenciables en un punta y discontinuas en el.: 

Para demostrar este teorema tendremos que probar previaIllente 
el siguiente: 

, 
TEOREMA 14. Sea X un espacio sucesional y sea Xn una sucesion 

de puntos de X, distintos de cero, y convergente hacia cero. 
Existe entonces una subsucesion X"'" de Xn Y una sucesion Am de 

numeros reales positivos no nulos con lim Am = 00, tal que la su
cesion Ym = Am . X n", converge hacia cero. 
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En efecto supongamos queexistiese una sucesi6n Xn de puntos 
de X, distintos de cero y convergente hacia cero y tal que cua
lesquiera que sean la subsucesi6n Xn .. y la sucesi6n Am de mlme
ros reales positivos no nulos, con lim Am = 00, la sucesi6n 
Ym = Am . Xn", no converge hacia cero. 

Vamos a ver que esta hip6tesis conduce a una contradicci6n, 
con 10 que quedara probado el teorema 14. 

De la hip6tesis se deduce que Ym no converge ha.cia ningun 
punto, pues si Am . xnm converge hacia x, entonces tomando 
[J.m = Am1/2, lim ILm = 00 Y entonces: 

lim [J.m • Xnm = lim [J.m -1 . (Am. Xnm) = O. 

contra la hip6tesis. 
Tomemos ahora el conjunto E de puntos de X formado por la 

doble sucesi6n: ' 

Yn,m = Xn + k (n, m) . Xn-j-m (26) 

en donde my n toman todos los valores 1, 2, ... Y k (n, m) esigual 
ansi Xn + n . Xn+m ,e 0 y a n + 1 en el caso contrario. De esta 
forma se obtiene que 0 no pertenezca a E. 

Demos a n un valor arbitrario fijo Pi como 7, (p, m) 1"'610 puede 
tomar los valores P y P + 1, se deduce, llamando Zm a Yp,m: 

lim Zm = lim Yp,m = xp (27) 

Luego: 

Xn sE (n = 1, 2, ... ) (28) 

y como Xn converge hacia cero se tiene, siendo el espacio topo-
16gico: 

o sE = E. (29) 

Consieremos ahora una sucesi6n cualquiera: 

(30) 

extraida de la (26) y compuesta de elementos distintos. Si demos
tram os que cualquier sucesi6n asi definida no converge hacia 
cero, como cero no pertenece a E y como el espacio es sucesional 
tendremos que 0 no pertenece a E, en contradicci6n con (29). 

La demostraci6n del teorema 14 queda entonces reducida a 
probar que la sucesi6n (30) no converge hacia cero. Siendo Yi ,e Yj 
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no podran nunca cumplirse simultaneamente las condiciones 
n; = nj, 'm; = mj. Consideremos dos casos. 

El primer caso es cuando el conjunto de valores del indice ni 

no es acotado; entonces existe una subsucesion Zr de Yi de la forma: 

(31) 

en la que los numeros naturales nr forman una sucesi6n creciente 
10 que implica lim k (n., mr) = co y lim xnr = 0; por la primera 

r+co T~(X) 

condici6n el segundo sumando de (31) no tiene limite y como 
el primero 10 tiene, se deduce que Zr no es convergente y enton
ces la sucesion Yi que la contiene, tampoco 10 es. 

En el segundo 'caso el conjunto de valores del indice ni es aco
tado; entonces hay uno que se repite indefinidamente y(30) 
contiene una sucesi6n de la forma: 

(32) 

en fonde p es fijo y los mk forman una sucesion creciente. 
Como k (p, mk) solo puede tomar los valores pop + 1, el se

gundo sumando de (32) converge hacia cero luego Zk converge 
hacia Xp que es distinto de cero y entonces la sucesi6n Yi, que 
contiene a la Zk no puede ~onverger hacia cero. 

Probado asi el teorema 14 pasamos a la demostraci6n del teo
rema 13. 

Demostraremos la primera parte probando que si X es suce
sional e Y cualquiera, una aplicaciony = f(x) discontinua en Xu 

no puede ser diferenciable en esepunto. Sin perdida de generali
dad podemos suponer Xo = 0 y f(O) = O. 

Siendo f(x) discontinua en el origen existe un E C X tal que 

o s E y 0 sf. f(E); como elespacio es sucesional existe entonces 
una sucesion an de elementos de E que converge hacia cero mien
tras que ni la sucesi6n f(an) ni ninguna de sus sucesiones parcia
les converge hacia cero en Y. 

Por el teorema 14 existe una subsucesi6n am, y una sucesi6n 
. de numeros reales Ai distintos de cero y positivos, con lim Ai = co 

.tal que la sucesion Ci = Ai . am, converge hacia cero. 
Definimos ahora la siguiente aplicacion de la recta en X: 

gO,) = am, para A = I/Ai; 

Y(A) = 0 en los puntos restantes. 

(33) 
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Por 10 tanto se tiene g{O) = 0 y entonces el cociente g()..) - g(O)/).. 
es igual en los puntos).. = 1/)... a), •. am; = c. y es cero en los 
puntos 'restantes, luego; como lim Ci = ,0 se ve que g()..) es deri
vable en 0 yque gi(O) =0.' 

Si f(x) fuese diferenciable,entonces G()..) = f[g()..)] tendda que 
ser derivable, y se tendria: 

G' (0) =D [g" (0)] ~ D (0) = o. (34) 
.. 

Vamos,av:er que (34) .no se cumple 10 que implicara que f(x) 
no es diferenciable y quedara entonces probada la primera parte 
del teorema. Si se,.cumpliese (34), tendriamos, tomando l1., = l/k 

lim. \Li = 0 
G (\L.) - G (0) = 0 lim. --"-'----,--'--

y por 16 tanto, como 1/)" .. tiende a cero se tiene: 

O 1· 1 G(\Li) -;-G(O) 1· f[ (1/)] 1· f( ) = 1m. -. = 1m. g )..i = 1m. am •. 
)'i [J... 

10 que escontradictorio, puesto que al principio de la demostraci6n 
fue' establecido que f (ami) no converge hacia cero. 

Probada asi la primera parte del teorema 13 pasemos a pro bar l 

la segunda. Como X no es sucesi~nal existe un subconjunto A 

de X tal que A ~. Ay de esta relaci6n y de la (18) se deduce 
que existe un punto a E A y tal que ninguna sucesi6n de puntos 
de A converge hacia a; en particular a a[; A. 

Defino ahora la siguiente aplicaci6n de X en Y: 

f (x) = ~ 0 para x ai, A 
L Yo r!' 0 para x E A 

(35) 

Se tiene f (a) = O. En todo entorno E de a en X hay puntos 
en los que f (x) = Yo r!' f (a). Como Y es separado, f es discontinua 
en a. 

Vamos a probar ahora que f(x) es diferenciable en a con dife
rencial nula. Sea x = g()..) una aplicaci6n de los reales en X deri
vable en )..0 y. con g()..o) = a. 

Existe siempre un TJ tal que I).. -)..0 I ~ 'IJ implica g()..) ~; R. 
En·efecto: en el caso contrario existiria una sucesi6n )..n convergente 
hacia )..0 y tal que g()..n) = Xn EA. Por la continuidad de g()..), lim. 
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Xn = lim. g(An) =;:·g(Ap) = a, contra 10 establecido de que noexiste 
ninguna sucesi6n de puntosde A convergente hacia a. 

Por 10' tanto para I A - Ao I ~,'I), G (A) = I [g (A)] = 0, luego 
G'(Ao) = 0, 10 que prueba que I es diferenciable con diferencial 
nula y ,queda asi enteramente probado el teorema 13. 

13. Caso de los espacios vectoriales .2 *. 

S. F. L. de Foglio [1] ha estudiado la diferencial en el sentido 
de Hadamard-Frechet para los espacios vectoriales .2 *, es decir 
espacios vectoriales con una estructura' definida por sucesiones 
convergentes (no necesaria'mente topo16gica en el sentido de 
Bourbaki) compatible con su estructura vectorial y prob6 que 
en este caso una aplicaci6n diferenciable podria ser discontinua. 

Apoyandonos en los resultados anteriores- vamos a dar ahora 
una condici6n necesariay suficiente para, la continuidad de las 
aplicaciones diferenciables; dicha condici6n sera la propiedad ex
presada en el teorema 14; precisando, vamos a demostrar el si
guiente teorema: 

TEO;REMA 15. Sea X un espacio .2 * vectorial con la propiedad 
siguiente: Si Xn es una supesi6n de puntos de X distintos de cero 
y que converge hacia cero, existe entonces una subsucesi6n xn", de 
Xn Y una suces~:6n Am de numeros reales positivos no nulos, con lim. 
Am = co, tales que la sucesi6n Ym = Am . xnm converge hacia cero. 

Entonces cualquiera que sea el espacio,.2 * vectorial Y, cual
quier aplicaci6n y = f(x) diferenciable en un punta es continua en 
dicho punto. 

Si el espacio X no tiene la propiedad anterior, entonces cualquiera 
que sea el espacio Y con mds de un punta es posible delinir apli
caciones de X en Y diferenciales y discontlnuas. 

La demostraci6n de la primera parte del teorema es amUoga 
a la de la prim era parte delteorema 13; 'si f(x) es discontinua en 
el origen existe entonces una sucesi6n an de elementos de X con
vergente hacia cero y tal que ni la sucesi6n I(an) ni ninguna de 
sus subcesiones· converge hacia 1(0). Establecido esto, la demos
traci6n sigue punto por punto la del teorema 13. 

Pasemos a la demostraci6n de la segunda parte. Supongamos 
que en X existe una sucesi6n Xn de puntos distintos de cero con 
lim. X n '= 0 Y tal que cualesquiera que sean la subsucesi6nxnm 
de Xn Y la sucesi6n 'Am de Iiumeros reales positivos no nul os con 
lim. Am = co, la sucesi6n Ym = )'m . xnm no converge hacia cero. 
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Entoncesla suceslOn Ym no converge hacia ningun punto; la 
demostraci6nes la misma. que la hecha al probar el teorema 13. 

Definimos ahora la aplicaci6n Y =:' f(x) de X en Y de la manera 
siguiente: 

f (x) = ° en todos los restantes puntos. 
Entonces f(O) = 0, lim. X n = 0, lim. f(x n ) = a, luego, f es dis

continua en el origen. 
Vamos a probar que es diferenciable en el origen con diferencial 

nula. En efecto: 
Sea x = gCA) una aplicaci6n de los reales en X que cum pIa las 

condiciones de la definici6n 1. Entonces existe un '1J tal que· para 
I A - AD I ~'1J, g(A) no toma ningu~ valor de la sucesi6n x n• En 
efecto: en el caso contrario existiria una sucesi6n Am ~ AD Y tal 
que g(Am) = xnm y tendriamos: 

g(Am) -'- g(Ao) 

Am-AD 

1 
----. x nm . 
Am-AD 

y como. I/Am -- AD tiende a 00 no existe el limite del primer miem
bro en contradicci6n con la derivabilidad de g. 

Por 10 tanto, para I A - Ao I ~ '1J se tiene G(A) = ![g(),)] = 0, 
luego G(A) es derivable en AD con G/CAo) = 0, 10 que prueba que 
f(x) es diferenciable en ° condiferencial nul a y queda asi entera
mente probado el teorema 15. 

De acuerdo con el teorema 14 todos los espacios J? * vectoria
les que sean ademas. topo16gicos en el sentido de Bourbaki 
tienen la propiedaddel teorema 15. Si. no 10 son pueden 0 no 
tenerla como 10 probaran los siguientesejemplos: 

No cumple esa propiedad el espacio Q de Frechet ([1], pag. 162). 
Los puntos de ese espacio son las funciones reales de variable 
real y las sucesiones convergentes se definen por la convergencia 
en cada punto. 

Como el conjunto de las sucesiones de numeros reales tiene la 
potencia del continuo es posible establecer una correspondencia 
biunivoca entre los reales y el conjunto de las sucesiones de forma 
que a cada x Ie corresponda una sucesi6n Sex) = {Ul(X), ... 

Un(x), '" r· 
Definimos ahora la siguiente sucesi6n de funciones fi(X) elemen

tos del espacio Q de la forma siguiente: tomo un x cualquiera, 
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si lit sucesion~orrespondiente no tiene limite i~finitohagoh(x) = 0 
paratodo i; sl tienB-lbllite infinito, des de un io es distintade cero; 
entonces pongo !i(X) = 0 para i<io ypara i~ io pOllgo /iCx) = 

= U.(X)-I. Es claro que entonces se tiene, para todo x, lim.fiex) =0, 
luego en el espacio Q la sucesion ! • .tiende a cero. 

Tomo ahora una subsucesi6n cualquiera hi de h y una sucesion 
, ' __ ' " -. i" : 

cualquiera de J?umero~ r~alespositiv(jsnb:illi1os Aj con lim: Aj = (D. 

-Defino 'ahora la siguiente 'sucesion u~: 8i n es iguaJ a uno de los 
indices _ nj pongo un; = Aj; si n no ~s iguala un:indice njpone
mos Un~ n. Es claroquese tiene lim. un = (D. Sea Xo e1 punto 
correspondiente a la suc,esion ~ .. , tenemos. !.;Cxo) =Arl, luegd Aj . 
. h;(xo) = 1, Y por 10 tanto Aj . Ii; no converge ~mel espacio Q 

hacia cero,luegoQ no tiene la ptopiedad del teorema 15, y es 
entollces posible 'defihir en Q. aplicaciones diferenciables y rio con"'" 
tinuas .. ' 

Un ejemplo de espacio vectoriltl.2 * not~po16gico en el sen
tido de Bourbaki con la propiedad del teorema 15, es el espacio 
.2 * de Schwartz "cuaha6~sedefine su estiuctura por las sucesio
nes convergentes en la forma indicada en' Schwartz [2], pag. 3. 
Vimos en el parrafo 10 que estaadherencia definida, por sucesio
nes no era idempotente luego la estructura no es topologica. 

Sea ahora CP .. una sucesion convergerite hada cero en el espacio. Por 
la convergencia uniformede 'CPn(P)(X) hacia cero se puede facilmente 
construir una subsucesi6n de funciones Cjlnm(x) con no < nl < ... y 
tal que para todo x, y para p;:; 0,1, ... m, ICPnmCP)(x) I:::;; (m + 1)-2. 

Si tomamos ahora Am = m + 1, dado un valor fijo cualquiera 
de p, se tiene para m > p, y cualquiera que sea X; I Am . cpnm(P)(x) I 
:s (m + 1)-1, luego Am. cpnm(P)(x) converge uniformemente hacia 
cero. Como la multiplicaci6n por un escalar deja invariantes los 
soportes se deduce que Am . cpnm converge hacia cero en el espacio, 
luego este tiene la propiedad del teo rem a 15. 

Obtenemos asi el siguiente result ado : si la estructura de ' f:fl se 
define por las sucesiones convergentes, toda aplicacion diferen
ciable definida en f:fl es continua; en cambio si se define como 
en el parrafo 10 con una estructura topologica se pueden definir 
en f:fl aplicaciones diferenciables y no continuas,puesto que como 
vimos en dicho parrafo, el espacio no es entonces sucesional y se 
puede aplicar el teorema 13. 
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14. Relaciones de la diferencial de H adamard-Frechet con las de 
Silva y Hyers. 

Como dijimos en la introducci6n, la diferencial de Hadamard
Frechet tiene un mayor campo de aplicaci6n que las de Silva y 
· Hyers por no necesitar la hip6tesis de que los espacios en que se 
aplica· son localmente convexos. Vamos a estudiar ahora las rela
ciones de estas dos definiciones con la de Hadamard-Frechet 
dentro del campo de los espacios localmente convexos. 

Silva [1] introduce una gama de definiciones de la diferencial; 
para nuestro prop6sito s610 nos interesa la forma mas fuerte, la 
que el denomina dife~enciabilidad local por ser la que coincide 
con la diferencial de Stolz-Frechet en el caso de los espacios nor
mados. Cuando digamos que una aplicaci6n es diferenciable en 
el sentido de Silva supondremos siempre que es totalmente dife
renciable. 

Silva define la diferencial como una aplicaci6n lineal y aco
tada, mientras que nosotros la hemos supuestolineal y continua. 
Es sabido que toda aplicaci6n lineal y continua entre dos espa
cios localmente convexos es acotada, siendo falsa la reciproca. 
Ambos conceptos son identicos en los espacios denominados bor
no16gicos por Bourbaki ([1], Cap. III, pag. 13). 

Cuando se trate de espl:l>cios no bornol6gicos una aplicaci6n 
· diferenciable en el sentido de Silia puede no serlo en el de Hada
mard-Frechet. En efecto, basta considerar una aplicaci6n E(x) 
lineal, acotada y no continua. E(x) coincide en todos sus puntos 
con su diferencial eri el sentido de Silva. Supongamos que fuese 
diferenciable en el sentido de Hadamard-Frechet en un punto Xo; 

tomemos g(A) = Xo + Aa, siendo a un punto cualquiera de X. 
Se tiene, g(O) = xo, y g'(O) = a. Sea G(A) = E[g(A)] = E(xo) + 
· + A . E(a). Si D es la diferencial de E se deb era tener 

D(a) = D[g'(O)] = lim. G(A) - G(O) = E(a) 
A~O A 

y como a es un punto cualquiera de X deberan ser identicas D 
y E, 10 que es imposible por ser una continua y la otra no. 

Cuando se trate de espacios bornol6gicos, como la diferencial 
de Silva coincide con la derivada cuando la variable independiente 
es el cuerpo de los reales y ademas satisface el teorema de las 
aplicaciones compuestas, entonces, de acuerdo con 10 dicho en el 
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.parrafo 4, toda aplicacion diferenciable en el sentido de Silva 
10 sera en el sentido de Hadamard-Frechet. 

Har2mos observar que si en nuestra definicion de la diferencial, 
Ie hubieramos impuesto a esta la condicion de ser lineal y aco
tada en vez de lineal y continua, las propiedades que hem os de
mostrado en la diferencial seguirian siendo validas y se obtendria 
entonces que toda aplicacion diferenciable en el sentido de Silva 
(entre espacios bornologicos 0 noborno16gicos) 10 seria tambien 
en este sentido generalizado de Hadamard-Frechet. 

Con respecto .a la definicion de Hyers, en la que la diferencial 
es lineal y continua, por las mismas razones dadas para la de 
Silva,se ve que toda aplicacion diferencialbe en el sentido de 
Hyerslo sera en e1 de Hadamard-Frechet. . . 

Cuando los espacios son normados, las definiciones de Silva y de 
Hyers coinciden con la de Stolz-Frechet y, como yadijimos, 
Frechet [3]probo que existian aplicaciones diferenciables en el 
sentido de Hadamard-Frechet que no 10 eran en e1 de Stolz
Frechet. 

Vamos ahora a generalizar este resultado para obtener fuera 
del campo de los espacios metrizables una aplicacion diferenciable 
en el sentido de Hadamar~Frechet y no diferenciable nicon la 
definicio!J- de Silva ni con la de Hyers. 

Sea fJ)0 e1 espacio real unidijpensiona1 de Schwarz y considere
mos la aplicacion de fJ)0 en R, 

M(<p) = Max. <p(x) (36) 

que esta bien .definida puesto ·que <p es continua y de soporte aco
tado. Vamos a demostrar los siguientes resultados: 

a) Si <po (x) es una funcion que alcanza su mdximo en un solo 
punto x = c, M(<p) es dlferenciable en el sentido de Hadamard
Frechet, en el punto <po y su d1ferencial es la delta de Dirac en el 
punto c. 

b) Si <Pl(X) alcanza su mdximo en mds de un punto, M no es dtfe
renciable, en el sentt"do de H adamard-Frechet en el punta <Pl. 

c) M no es diferenciable en ningun punto cuando se consideran 
la definicion de Silva 0 lade Hyers. 

Vamos a probar a). Tomemos una aplicacion de la recta en 
fJ)0 que cumpla las condiciones de la definicion 1. Sera entonces 
una funcion real g().., x) tal que: para).. fijo g().., x) pertenece 
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a ~o; g(Ao, x)= cpa(X) y ademas que exista en !J)o e1 limite pa
ra aA ~O, de 

Q (aA x) = g(Aa + aA, x) - g(Ao, x) (37) 
, aA 

Es claro que ese limite no puede ser otro que g)..' (Ao, x), 10 que im
plica que esa derivada existe y es un punta de ~o; de las pro
piedades de ~o se deduce que la convergencia de Q (aA, x) hacia 
g)..' (Aa, x) es uniforme respecto de x, luego se tiene: 

iim. Max. I g(Ao + AA, x) - cpa (x) -aAg)../(Aa, x) I = O. (38) 
d)..~O A), 

en donde el maximo se to:rpa naturalmente respecto a la varia-
ble x. . . 

Si consideramos ahora la aplicaci6n real de variable real 
G(A) = M[g(A, x)], probaremos a), si probamos que G(A) es deri
vable en Ao Y que G'(Ao) = g)..' (Ao, e), puesto que el segundo miem
bro de esta igualdad es el valor de la delta de Dirac en e, apli
cada It g'(Ao, x). Todo se reduce entonces a probar: 

lim. ,H(AA) = O. (39) 
d)..~O 

siendo: 

H( A"\) '-_ Max. [g(Ao + a)." x)] - Max. [CPo(x)] (40) 
LJ./I. __ --=-'--'-__ ---"---'--''--__ ---'....:.......c--'-''- ~ g)..' (Aa, e) 

aA 

Se tiene H(aA) = RI(AA) + H 2(aA), siendo: 

HI(aA) = Max. [g(Ao + aA, x)].-:- M,ax. [cpa(X) + aJ.,g/(Ao, x)] (41) 
aA 

H
2
(AA) = Max. [cpo(x) + AAg)..i(Ao, x)] - Max. [cpa(X)] _ g' (Ali, e) 

. aA (42) 

ydemostraremos (39) demostrando que HI y H2 tienen limite 
cero. Para HI es casi inmediato si se tiene en cuenta (38) y que: 

Se tiene: 

H2 (AA) = Max. [cpa(X) + aAg)../(Ao, x) - cpa (e) -aAg)../(Ao, e)] (43) 

AA 

\ 
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Para. x = e, la funciort a maxi:rnar es nula, luego el numerador 
de (43) es mayor 0 igual que cero y obtendremos: 

, Dado ahora un 5, existe un intervalo I que contiene a e en su 
interior y tal que: 

Ig' (Au, x) - g' (1.0, e) I < 5 (45) 

para todo -:vue' 1-; 

Como <po(x) solo alcanza su maximo en e, entonces para x per
,tenecienteal complementario de I, se tiene: <po(x) - <po (e) ~ m < 0; 
por 10 tanto, para lilA I suficientemEmte pequeno 

<Po(x) - 1.0 (e) 

lilA I 

llega a ser tan grande como se quiera y negativo; g./ (Ao, x -
- g./ (1.0, e) es acotado en la recta y por 10 tanto en GI,luego 
para lilA I suficientemente pequeno la funcion a :rnaxi:rnar de (44) 
es negativa y co:rno el maximo es positivo, 10 tiene que alcanzar 
en I, luego: 

r /!Jo(x) --' <puCe) } I H2 (Ill.) I ~ Max"i ,T III "I " "' ± rCA' (Ao, X)-gi"(f,o, c)] (46) 
, z.I L A 

el signo mas correspondiendo a Ill. < 0 y el menos a IlA < O. 
El primer sumando de la funeion a maxi:rnar en (46) es nega

tivo,"luego; teniendo"en'cuenta(45) obtenemos para I Ill. I ~ 7), 

I H2 (Ill.) I ~Max I gA' (1.0, x) - ri/ (1.0, e) I ~ 5 (47) 
z.I 

luego lim H2 (Ill.) = 0, quedando as! probado (39) y por 10 tanto 
.1A+o 

la propiedad a). 
Vamos ahora a probar la propiedad b). Sea <PI(X) una funcion 

de 0° que alcanza su maximo al men os en dos puntos distintos 
e y c';consideremos'la "aplicaci6n 'Y(A,x) ='<PI{X) + A<p(x) de R 
en 0°, siendo <p(x) una fun cion fija arbitrario de 0°. Se tiene: 

g(O, x) = <PI (x) ; g(A,x) -g(O, x) = <p(x) 
- A' 
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luego 9 cumple las condiciones de la definici6n· 1, siendo ep(x) 
su derivada en A = O. Se tiene evidentemente: 

0::; Max [cpr(x) + Acp(X)] - cpICe) -'J,cp(e) 

o 10 que es 10 mismo: 

Acp(e) ::; M[g(A, x)l- M[g(O, x)] 

luego poniendo G (A) = M [g CA, x)] se tiene: 

para A < Q, ep (e) ::; G(~) - G(O) 
- ! ), 

( ) G(A) - G(O) 
para A < 0, ep e ~ -----

A 

Si M fuese diferenciableen CPI, eon diferencial D se tendria por 
las desigualdades anteriores: ep(e) ::;G'(O);'cp(e) ~ G'(O), luego: 

D(cp) = D[g'(O)l = G'(O) = cp(e) 

y esto vale para cualquier funci6n cp de !J) 0, por 10 tanto si existe 
la diferencial tendria que ser la delta de Dirac en el punto c, pero 
este mismo razonamiento nos probaria que la diferencial deberia 
ser la delta en e', luego, por el teorema 3, la diferencial no existe 
como queriamos demostrar. 

Pasemos ahora a la demostraci6n de c). Si M fuese diferencia
ble en el sentido de Silva, como se trata de una a,plicaci6n entre 
espacios bornol6gicos, tendria que serlo' tamhien en el sentido 
de Hadamard-Frechet. 

Por 10 tanto si epo(x) alcanza su maximo en mas de un punto, 
M nopuede ser diferenciable en el sentido de Silva en epo.Si epo(x) 
alcanza su maximo en un solo punta la diferencial en elsentido 
de Silva, si existe, tiene que coincidir con la de Hadamard-Frechet, 
es decir tendra que ser la delta de Dirac en el punta e en el cual 
alcanza cpo su maximo. Entonces segun la definici6n de Silva [1], 

I(h) = M(cpo + h) - M(cpo) - h(c) 

tendra que ser un infiniMsimo de orden superior a uno, 10 que 
quiere decir que l(t. h)/t eo~verge uniformem~nte sobre todo 
conjunto acotado, cuando el numero real t tiendea cero. 
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Vamos a probar que I(h) no es infiniMsimo de orden superior 
a uno, y con ella probaremos que M no. es diferenciable en.el 

. sentido de Silva en !po. 
Tomemos un conjunto acotado B de f1) 0 definido por las con

diciones siguientes: los soportes de las funciones h de B est an 
contenidos en el soporte de 'fo y ademas: 

he B implica I hex) I < 1 para todo x. (48) 

Tenemos: I(h) = Max: ['fo(X) + hex)] - 'fo(e) --'-'- h(c), 10 que es 
10 mismo: 

I(h) = Max I hex) I . Max [ hex) -h(c) _ !po(e) - !Po(x) ] (49) 
. . Max. I hex) I Max. I hex) I 

Sea ahora 1) un valor real cualquiera mayor que cero; existe 
siempre un ).. tal que: 

Max'\} 'fo(e) - !po (x) < 1) (50) 
Ix-cl <). . 

Siempre podemos eneontraruna funci6n h~(x) de B que cum
pIa las condiciones siguientes: 

h~(x) ~ 0; (51) 

h~(e) = 0 (52) 

Max h~(x) = Max V Cfio(e) - 'fo(x) < 1) (53) 
Ix-cl <). 

h~(x) = 0 para I x -el ~).. (54) 

Es claro que .h~(x) alcance su maxim~ ep. Ix - e I < )..; sea c' 
un punto en que dicho maximo sea alcanzado .. De (49) y (51), 
deducimos: 

I(h~);i Max [h~(x)] X [h~(c')- h~(e) _ Cfio(e) - Cfio(e')] (55) 
. Max [h~(x)] Max[h~(x)] 

De (52) deducimos: 

h~(c') -h~(e) = 1 

Max [h~(x)] 
(56) 

y ademas teniendo en cuenta (53) y (50), obtenemos: 

Cfio(e) - 'fo(e') 
--'--'-'---'---'-'-- ~ 

Max [h~(x)] 
Cfio(e) - Cfio(e') = V Cfio(e) - Cfio(e') < 1) . (57) 

V !po(e) - Cfio(e') 
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De (55), 56} Y (57) deducimos: 

l(h~) :2: (1 - 1). Max [h~(x)] (58) 

Vamos a ver que de estas formulas se deduce que l(h) no es· 
un infinitesimo de orden superior a uno. Si lofuese 1 (th)/t debe
ria converger uniformemente hacia cero en B, es decir que dado 
un· s, deberia existir un 13 tal que: . 

I I ,>' l' I 1 (th) I t ::s; 0 Imp lea ·-t- ::S;s, (59) 

Tomemos un valor cualquiera de 13 y sea 1) un real positivo 
menor que 13/2 y que 1/2. Consideremos para ese valor de 1) la 
funcion h~ (x) definida anteriormente y tomemos un valor real to 
que cumpla lasconRiciones: 

o < Max [h~(x)] < to < 2 . Max [h~(x)] < 21) < 1. (60) 

y definimos la funcion: 

ho(x) = to- 1 . h~(x) 

De (58) y (61) se deduce: 

1/2 < Max [ho(x)] < 1 

10 que implica que ho pertenece a B. Se tiene: 

l(to. ho) 

to 

Max [h1j(x)] 

Max [h1j(x)] 

_1-=-[ h-.::.~-=-( x-=-)]=-- . Max [ho (x) ] 
Max [h1j(x)] 

y teniendo en cuenta (58) y (60) se deduce: 

1 (to ho) :2: (1 - 1) ~ > ~ 
to 2 4 

(61) 

(62) 

(63) 

Es decir cualquiera que sea 13existen un to < 13 y un ho de B 
que cumplen (63) 10 que contradice (59) y queda as! probado 
que M no es diferenciable en el sentido de Silva en ningun punto. 

Con respecto a la diferenciabilidad de M en el sentido de Hyers, 
como en el caso anterior se ve que no existe la diferencial en !po, si 
!po(x) alcanza su maximo en mas de un punto y tambien que si !po(x) 
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alcanza su maximo en un solo punta c; la diferencial, .siexiste, 
tiene que ser la delta de. Dirac en el punta c.Para que exista la, 
diferencial tiene que haber una seminorma de un sistema funda
mental cualquiera de seminormas de ;])0 tal que: 

I(h)IN(h) ~o cuando N(h)-+O (64) 

Tomemos como sistema fundamental de seminormas en;]) 0 

el H {enr en donde {enr es una sucesi6n arbit.raria decreciente 
de inlmeros reales mayores que cero y convergent.e hacia cero, 
siendo: 

N {en r (rp) = Sup. [Max [ I rp(x) lien]] 
n Ixl <e: n . 

(65) 

. Fijemos una cualquiera de estas seminormas N y consideremos 
la fap1ilia hTJ(x) de funciones estudiadas anteriormente. Como 
todas ellas estan contenidas en un compacto fijo, hay una cons
tante ktal que: 

N(hTJ) :s; k . Max [hTJ(x)] :s; k . 'IJ (66) 

luego N(h TJ ) -+ 0, cuanda n -+0. Pero de (58) se deduce que pa
ra 'IJ < 1/2, 

10 que esta en contradicci6n con (64) y prueba que M no es dife
renciable en el sentido de Hyers en ningun punto, quedando as! 
demostrado ch 
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