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Le but de cet article est de donner la construction. explicite d'une categorie de 
foncteurs servant ~ definir les espooes de structures matMmatiques du genre 
usuel. Cette construction aeM esquissee dej~ partieUement dans [1], p. 57. Elle 
precise l,a construction de l'echelle des ensembles [3]. 

Cet article reproduit des conferences faites ~ Buenos Aires: Siio Paulo et Cara
cas en Septembre, Octobre et Novembre 1960. 

1. Foncteurs naturalises. 

Etant donnees deux categories e et e', soient <P et <pI deux 
foncteurs covariants de e vers e l (nous dirons simplement fonc
teur pour foncteur covariant). Pour tout element (ou morphia
me) / d'une categorie, l'unite a droite sera designee par 0: (f), 
l'unite a gauche par ~ (f); 0: (f) et ~ (f) (ou les objets correspon
dants) sont appeles aussi source et but de f. Rappelons qu'une 
trans/ormation naturelle de <P vers <pI est un triplet (<p', or, <p), 
ou" est une fonction associant a toute unite e de e un morphisme 
,,(e) 'S el de source <P (e) et de but <pI (e) tel que, pour tout / s e, 
on ait 

,,(el) ifJ(f) = <P'(f) ,,(e), OU e = 0:(/), e' = ~(f). 

Soit 5T(e', e) la elasse des foncteurs de e vers el et soit 
!J[(e /, e) la classe des transformations naturelles (<PI, or, <p), 
OU <pI et q, sont des foncteurs quelconques de e vers e l • 

Proposition: Dr (e', e) est une categorie pour la multiplication 
suivante (appelee longitudinale): 

(<p", "I, <PI) (<PI, or, <p) = (<p", "I . or, <p) 

si est seulement si <PI = <pI, la /onction "I • " etant de/inie par: 
("I . or) (e) = 't'(e) ,,(e). 

Une unite de Dr(e', e) est un triplet (<p, <Po, <p), ou <Po 
est la restriction de <p ala classe des unites de e; les foncteurs <p 
correspondent ainsi d'une maniere biunivoque aux unites et 
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peuvent etre consideres comme etant les objets de la categorie 
Drce' , e). Une transformation naturelle inversible CIJ>', ", IJ» 
est appelee une equivalence naturelle de IJ> vers IJ>'. Pour toute unite 
e de e, 't'Ce) est alors un element inversible de e' ; l'element in
verse de (IJ>', ", IJ» est (IJ>, e l, IJ>I), OU 't"-l(e) = ,,(e)-l. 

En particulier soit 5TCe) la classe des foncteurs de e vers e. 
Cette classe est une categorie pour la multiplication definie par 
(IJ>' IJ» (f) = IJ>I (IJ> (f)), pour tout fEe; elle ad met une seule unite, 
Ie foncteur ld tel que Id(f) = f. Designons par DrCe) la cate
gorie des transformations naturelles Drce, e). 

Proposition: La categorie 5TCe) opere a droite et a gauche sur 
la categorie Dr Ce) de la maniere suivante: 

(IJ>', ", IJ» IJ>1 = (IJ>' IJ>l, " IJ>1, IJ> IJ>l), 

IJ>/ (IJ>', 't', IJ» = ClJ>l' IJ>I, IJ>/ 't', IJ>l' IJ». 

(Dans la premiere formule nous ecrivons "lJ>l a la place de " IJ>lO, 
cette convention n'entrainant pas de confusion dans ce cas). 

Remarquons que la multiplication par IJ>l ou 'par IJ>1' est. com
patible avec la loi de composition de la categorie Dr Ce). En 
effet, 

[(IJ>/I,'t", IJ>I) (IJ>', ", IJ»] IJ>l = [(IJ>/I, 't", cpr) IJ>d [(IJ>', ", IJ» IJ>d 

= CIJ>/1 CPl, (,,'. ,,) IJ>l, IJ> IJ>l) 

d'apres la relation ('t" . ,,) IJ>l = ,,' IJ>l . "lJ>l. II en est de meme 
pour la multiplication par IJ>1' d'apres la relation CPl' (,,' . 't") = 

= IJ>/ 't"' . CPl' 't". 

Proposition: Dr (e) est aussi une categorie, qui sera appelee 
categorie laterale des transformations naturelles, pour la loi de com
position suivante, appelee multipUcat£on laterale: 

(iIi ' , ~, <f,) X (IJ>', 't", cp) = [(<PI, ~, <p) IJ>I] [iIi (IJ>', 't', IJ»] 

= (Ci>' cpl, '; cp' . i't", <Ii cp). 

Ce produit lateral est aussi defini par: 

[<PI (IJ>', ", IJ»] [(<ii', ;, $") IJ>] = (;PI IJ>I, ;PI" . ';CP, <Ii IJ», 

en vertu de l' egalite :;IJ>I . <I>'t' = ;P1't' . :;CP, qui resulte de l'iden
tite ::; (~Cf)) CP(f) =' iIi'Cf) ;; (a(f)) caracterisant la transformation 
naturelle (<PI, ~, 4» lorsqu'on l'applique a f = 't"(e). 
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Pour la multiplication lat8rale il n'y a qu'une seule unite 
(ld, Ido, Id). L'associativit8 de la multiplication lat8rale resulte 
de la formule: 

Proposition: Les deux multiplications definies sur !J[ (C') veri
fient l'identite de permutabilite: 

(yl X Y) (X' X X) = Y' X' X YX, 

ou X, X', Y, Y' E!J[ (C') tels que y'X' et YX soint definis. 

Definition: U ne transformation naturelle (4), cp, I d) to!J[ (C'), que 
nous representerons simplement par (4), cp), sera appelee foncteur 
naturalise. 

Proposition: La classe 5Tv (C') des foncteurs naturalises est une 
sous-categorie de la categorie laterale !J[ (C'). 

La multiplication des foncteurs naturalises s'ecrit simplement: 

(4)', cp') X (4), cp) = (4)' 4>, cp' 4>. cp) = (4)' 4>, 4>' cp . cp') 

Proposition: La categorie longitudinale !J[ (C') opere sur !iT. (C') 
de la maniere suivante: 

si et seulement si 4>1 = 4>. 

Definition : Un couple composable [( 4>', 't", 4», (4), cp)] sera repre
sente par le triplet [(4)', 't" • cp), 't", (4), cp)] et s'appellera transformal1:on 
naturelle dufoncteur naturalise (4), cp) vers (4)', " . cp). Soit Dr. (C') 
la categorie formee par ces couples composables. 

La loi de composition dans X (C') s'ecrit: 

[(4)/1, cp/l), ,,', (4)1, CP1)] [(4)', cp'), ", (4), cp)] = 

= [(4)'', q!/I), ,,' . ", (4), cp)] 

ou 11" = " . 11', 11'/1 =,,:' . 11'1, si et seulement si (4)1, 11'1) = (4)', 11"). 
La classe ,9';; (C') X .5T. (C') des couples de foncteurs naturali

ses [(4)', 11"), (4), 11')] forme une cat8gorie pour la loi de composi
sition suivante: 

. [(4)/1, cp/l), (4)1, 11'1)] [(4)', 11"), (4), 11')] = 

= [(4)/1, ip/lr X (4)', 11"), (4), cp)] 
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si et seulement si (<PI, 191) = (<p', cp') X (<p, cp). (Remarquons que 
pour toute categorie r .la classe r X r devient une categorie 
en considerant r comme une categorie d'operateurs [1] a gauche 
ou a droite sur r). 

Proposition: ~oit e la fonction qui associe au couple [(<p', cp'), 
(<p, 19)] la transformation naturelle [(<p', cp') X (<p, cp), cp'<P, (<p, cp)]. 
Alors e est un foncteur biunivoque de .5T. (C') X S. (C') sur une 
sous-categorie de 9t. (C'). A toute sou8-categorie .5T.' de S. (C') 
correspond par ~ une sous-categorie de Dr. (C') admettant .5T.' 
comme classe d' objets. 

L'identite de permutabilite entraine: 

P.roposition: fJ{. (C') est une categorie pour la loi de composi
tion suivante, appelee multiplication laterale: 

[(<p', ~'), ~, (;P, ~)] X [(<p', cp'), 't, (<p, cp)] = 

= rei', ~') X (<p', 19'), ;iI>' . <P'tj (<p, ~) X (<p, 19)] 

correspondant a la multiplication laterale des transformations natu
relles. 

Dans la suite nous considerons Ie cas ou la categorie C' est 

la categorie 'lJ des applications d'un ensemble quelconque dans 

un ensemble quelconque. A un element f de :8 est associe un 
ensemble E = a.(f) et un ensemble E' = ~(f); f(x) est defini pour 

tout x e E et on a f(x) e E'. Un couple (g, f) d'elements de :8 
est composable si et seulement si a.(g) = ~(f), Ie compose gf etant 
defini par (gfHx) = g(f(x)) pour x e (X(f). Les ensembles forment 

la classe des objets de i, chaque ensemble correspond ant a une 

unite iCE), application identique de E. Les categories !iT (:8), 

.5T. (I), fJ{ (i), .?T. (i) seront designees par !iT, !iT., fJ{, fJ{ •. 
respectivement. 

Une transformation naturelle (<p', 't, <p) IS fJ{ sera appelee 
injection naturelle de <p dans <P' lorsque, pour tout ensemble E, 
l'application 'teE) est une injection de <p(E) dans <p'(E) (c'est-a
dire 'teE) (y) = 'teE) (y') entraine y = y'). 

On designe ici 't (i(E») par 'teE) et <P (i(E)) par <p(E). 
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II. Construction de Joncteurs naturalises. 

1. F oncteur [j): 

~ 

Boit f € c!J, rx(f) = E, ~(f) = E'. Designons par [j)(E) l'ensem-
ble des parties de E. Pour tout U € !J>(E), designons par feU) 
l'ensemble des elements f(x) pour x € U. Boit [j) (f) l'application 
U ~ f(U); de 9 (E) dans [j) (E'). L' application !J>: f ~ .9 (!) 

~ ~ 

est un f oncteur de c8 dans c8. 
En posant !J>o = fd et [j)n = [j)n-1 !J>, on definit par recurren

ce Ie foncteur [j)n pour tout entier naturel. 
Le foncteur .9 est naturalise par la fonction '{ telle que '( (E) 

soit l'application x ~ {x} de E dans !J>(E), 01'1. {xr est la partie 
de E don t x est Ie seul element. Le f oncteur na turalise (!J>, '() 
admet les puissances (!J>,'{)n = (gn,'{n), 01'1. '(nee) = 'Yn-l (!J>(E)),{(E), 
([7>, '{)O = (ld, ldo). 

2. P1'od'uit parallele d'une famille de Joncteurs naturalises: 

~ 

Definition: Soit (<1\) •• 1 une famille de foncteurs de c!J dans c!J, 
ou f est un ensemble d'indices. On appellera produit parallele 

n <Pi de cette famille le foncteur associant a f € c!J l'application 
ieI 
n <Pi (f) : (Xi),eI ~ (<Pi(!) (Xi))ieI de n E. dans n El, ou Ei = 
i.I i.I i.I 
= <Pi EE), El = <Pi (E'), E = rx (f), E' = ~ (f). 

En particulier, soit n I Ie foncteur n <Pi, 01'1. <Pi = ld quel que 
i.I 

soit i € T. nI (f) est l'application: (Xi)ieI ~ (f (Xi))ieI de EI dans 
E'l. Ce foncteur est naturalise par la fonction aI telle que aI(E) 
soit l'application diagonale x ---+-(Xi)ieI, 01'1. x € E et Xi = X pour 
tout i € f. 

Boit (<Pi, CPi)ieI une famille de foncteurs naturalises. On a la 
transformation naturelle en <Pi, n CP., nI ), 01'1. n CPi associe a E 

ieI i.I i.I 

l'application n CPi (E), 
i.I 

Definition: On appellera produit parallele [l (<p., CPi) de Za fa
" t 

mille (<Pi, CPi)ieI le foncteur naturalise: 

(n<Pi, n CPi, nI) (nI, 01) = (n <Pi, n CPi. 01). 
isI isI ieI isI 
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Si I ne contient qu'un seul element i, Ie produit parallele de la 
famille sera par definition Ie foncteur (<I>i' qli) lui-meme. 

n CPi • oI associe a E l'application x -+ (cpi (X))'eI, OU x E E. 
ieI 

Si l'on pose n (<I>i' qli) = (<1>, cp)I lorsque (<I>i' CPi) = (<1>, qI) 
i.I 

pour tout i E I, on a (nI , oI) = (ld, Ido)I. 

3. Foncteurs limites: 

Pour tout ensemble I, l'ensemble I X I est muni d'une struc
ture de groupolde par la loi de composition (j', i') (j, i) = (j', i) 
si et seulement si i' = j. Les unites sont les elements (i, i) de 
la diagonale de I X I. U ne structure de preordre sur I est definie 
par la relation (j, i) E 0, notee aussi j < i, ou 0 est une sous
categorie de I X I contenant la diagonale. Une structure d'ordre 
sur I correspond au cas ou 0 n'admet pas d'autres elements inver
sibles que les unites. 

Definition: U ne famille preordonnee (resp. ordonnee) d' elements 
d'une categorie e est un foncteur covariant de 0 dans e, ou 0 
est une sous-categorie de I X. I defl:nissant un preordre (resp. un 
ordre) sur I. 

En particulier, soit 6 un foncteur de 0 dans c!J, l'application 
correspondant a (j, i) E 0 etant designee par 6j •• Supposons 
que Ie preordre sur I soit filtrant a gauche, c'est-a-dire pour 
(j, i) E I X Iii existe k E I tel que k < i, k < j. Soit Ei l'ensem
ble correspondant par 6 a (i, i). L'ensemble somme ~ Ei est l'en-

i.I 
semble des couples (i, x), ou i E I , X E E •. Soit pia relation d'equi-
valence dMinie dans ~ Ei par: (i, x) r-.J (j, x') (mod p) lorsqu'il 

i.r 
existe k E I tel que k < i, k < j et 6ki (x) = 6kj (x'). La classe 
d'equivalence de (i, x) sera noMe (i, x). 

Definition: On appeZZe limite inductive de la famille preordonnee 6 
l'ensemble lim 6 = (~ Eo) /p. 

i.I 

Proposition: Soient 6 et 6' deux foncleurs de 0 dans c!J. A to ute 
transformation naturelle ( 6', 't', 6) correspond une application 
'II' (6', 't', 6) de lim 6 dans lim 6' definie par (i, x) ~ (i, 't'(i) (x)), 

~ ~ 

ou X E E •. La fonction 'II' est un foncteur de Dr (c!J, 0) vers c!J. 
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Considerons une famille preordonnee de transformations natu
relles definie par un foncteur e de Q dans !Jr et soit eii = 

(q,j, "ii, 41 i) . Pour tout ensemble E les applications "ii (E) forment 

une famille preordonnee ,,(E). A tout J E ;B correspond la trans
formation naturelle (,,(E'), 41 (f), ,,(E)) , ou E = a.(J), E' = ~(f), 

q,(f) est la fonction i ~ q,M). Le fonction J ---+ (,,(E'), q,(f), ,,(E)) 
est un foncteur <P. La foncteur W de la proposition precedente 
associe a (,,(E'), 41 (f) , ,,(E)) l'application (lim e) (f) de lim ,,(E) 

dans lim ,,(E'), ou lim e est Ie foncteur compose W q;. 

DeJinition: Le Joncteur lim e est appele limt'te de la Jamille de 
Joncteurs (q,i)ieI par rapport a e. 

Supposons que e soit un foncteur de Q dans !Jr., definissant 
une famille preordonnee de transformations naturelles de foncteurs 
naturalises. Posons eii = «q,j, !Pi), "ii, (q,i, epi)) ou !Pi = "ii· ipi, 
et eji = (q,j, "ii, q,i). Pour tout X E E, les elements (i, ipi(E) (x)) 

appartiennent a une classe d'equivalence dans ~ q,i(E) definissant 
ioI 

un element de lim ,,(E) que nous designons par ep (E) (x). N ous 
definissons ainsi une application epeE) de E dans lim ,,(E). L'appli
cation lim e(f) applique ip(E) (x) sur ip(E') (f(x)), car (i, ipi(E)(x)) 

est applique sur (i, q,i (f) !Pi (E) (x)); or q,i(f) !PiCE) = ipi (E') J, 
rdation qui exprime que (q,i, epi) est un foncteur naturalise. Par 
suite (lim e, ip) est un foncteur naturalise, ou ep associe a E l'appli
cation epeE). 

DeJinition: Le Joncteur naturalise (lim e, !p) est designe par 
lim e et s'appellera limite de la Jamille de Joncteurs naturalt'ses 
(q,i, !Pi)'eI par rapport a e. Si I ne contient qu'un seul element £, le 
Joncteur limite de la Jamille sera par deJinition Ie Joncteur (q,i, <Pi). 

Pour tout i E I, on a la transformation naturelle panonique de 
(q,i, !Pi) vers (lim e, <p) definie par la fonction '" qui associe a 
l'ensemble E l'application "i(E): y~(i, y), ou YEq,i(E). On 
verifie, en effet, les relations: 

"i (E') q,i (f) = lim e (J) "i (E) et 

!P = "i . <pi· Si j < i, on a <Pi = !Pi . "ii· 

4. Limite d'une suite Jinie ou transJinie de Joncteurs naturalises: 

Soit (<Pi, !Pi)ioI une suite (finie on transfinie) de foncteurs na
turalises, c'est-a-dire une famille ou I est une section de la classe 
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des ordinaux formee par l'ensemble des nombres ordinaux i tels 
que i < [1., i ~ [1.. N ous allons y associer une suite de foncteurs 
naturalises (o/i' 4i)ieI et pour chaque couple (i, j), OU i < j, une 
transformation naturelle elii = [(o/j, 4j), "ii, (o/i' 4.)] verifiant 
les conditions suivantes: 

1. La fonction el: (i, j) ~elii est un foncteur contravariant 
de 0 dans Dr., OU 0 est la categorie des couples (i, j) ou i < j. 

2. (<Po, ljIo) = (0/0, 40). 
3. (o/i+l. 4i+l) = (<Pi+l, ljIi+l) X (0/.,4 .) = (<P;+llP'i' ljIi+l IVi . 4i), 

"i+li = ljIi+l 0/ i· 
4. Si A < [1. et si A n'admet pas de precedent, soit J l'ensemble 

des j tels que j < A, j ~ A. Soit fjJ la restriction de @l aux couples 
(j, j'), ou j e J, j' E J. Enfin soit (lim eJ , IjIJ) Ie foncteur natu
ralise limite de la famille (o/j, 4i);eJ relativement a €)J et soit 
[(lim eJ , IjIJ), "j, (o/j, 4;)] la transformation naturelle canonique 
de (0/ j, .4;) vers (lim eJ , IjIJ).A lors ('0/)", h) = (<p)", 1jI),,) X (lim eJ , IjIJ) 

et ")"j = 1jI)" lim eJ . "j; c'est-a-dire eij est Ie produit longitudinal 
de la transformation canonique de (o/j, 4j), vers (lim eJ, yJ) par 
la transformation naturelle canonique (voir § 1) de (li~ eJ , IjIJ) 

vers (<Pi" 'FA) X (lim eJ , IjIJ). 

Proposition: Par induction transfinie, ces conditions definissent 
d'une faron unique ijl. 

Definition: On appellera lim1'te de la suite de foncteurs natural?'ses 

(<Pi, ljIi)ieI le foncteur l1'mite de la fa mille (o/i' 4i)ieI relativement 
a E)l. Nous le noterons lim (<Pi, ljIi)iel. 

On definit d'une fa90n analogue la limite de la famille (<Pi, ljIi)ieI 
lorsque I est un ensemble bien ordonne quelconque. 

Exemple: Par induction transfinie, on associe a tout ordinal [1. 

Ie foncteur naturalise (gl)., y v) de telle fa90n que les conditions 
suivan tes soien t realisees: 

1) (go, Yo) = (ld, Ido). 
2) (gA+l, YHl) = (9)", y),,) X (9, y). 
3) Si (1. n'a pas d'ordinal precedent, considerons la famille 

(<Pi, ljIi)iel, OU I est l'ensemble des ordinaux i tels que i < [1., i ~ [1. 

e t ou (<Pi, ljIi) = (g, y) pour tout i El. Alors (gl)., y 1).) est la limite 
de la famille (<Pi ,ljIi)ieI. En particulier, on a ainsi Ie foncteur 
(g"', y",), w etant Ie premier nombre ordinal transfini. 
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III. Categorie des Joncteurs types. 

DeJinition: Appelons categorie des Joncteurs types la plus petite 

sous-cafegorie 5T ~ de 5T y veriJiant les conditions suivantes: 

1) 5T~ contient U]J, y) .. 

2) 5T~ contient le produ1:t parallele d'une Jamille quelconque de 

Joncteurs naturalises appartenant Ii 5T~. 

3) Etant donnee une suite (finie ou transJinie) (<Pi, !P.)ieI, OU 

(<p i, !Pi) C 5T ~ quel que so it i c I, alor s 5T ~ contient aussi la 

limite de cette suite. 

Pour tout ordinal \1.. on definit par induction transfinie une sous

categorie 5T~ de 5T~ de telle fagon que les conditions suivantes 

soient verifiees: 
1) 5T/ est la sous-categorie de 5T~ engendree par ([]>, y) et 

(nI , 01), ou I est un ensemble quelconque. 

2) jT~, pour [1. ~ 1, est la sous-categorie de 5T" engendree par 

la reunion des 5T~, ou A < \1.., A ~ \1.., et des elements suivants: 

a) Le produit parallele d'une famille quelconque (<Pi, !Pi) •• I, ou 

(<Pi, 'Pi) C U jT~, pour tout i el, I etant un ensemble quel
).<v-

conque. ).:j: v-

b) La limite d'une suite (<Pi, 'Pi)ieI, OU (<Pi, !Pi) C U 5T~, pour 

t t · I ).< I.' 

ou ~ C • ). =1= I.' 

Si on suppose de plus dans a) et b) qu'il n'existe aucun A < \1.., 

A ~ \1.. tel que (<Pi, !Pi) C 5T~" Ai + 1 < A, pour tout i c I, Ie pro

duit parallele de la famillle ou la limite de la suite (<p., !Pi) •• I sera 

appele generateur canonique de type IA. Les foncteurs (g,",() et 

(nI , 01) seront appeles generateurs canoniques de type 1. 

Proposition: 5T~ est la reunion des 5T~. 

En effet, 5T~ contient 5T~ pour tout \1.., car 5T~ contient 5T~1; 

d'autre part, si 5T~ contient 5T~ pour tout A < \1.., A ~ \1.., alors 

5T .. contient 5T~. Inversement, soit une famille (<Pi, !Pi).eI telle 

que (<Pi, !Pi) C 5T~i, pour tout icI. Alors l'ensemble des nombres 

transfinis Ai admet un majorant [1.. Donc (<p., !Pi) c 5T~ pour 

tout i c I et Ie produit parallele ou la limite de (<p., 'Pi) • .I appar

tient a 5T~+1. 
/\ 

On definit une categorie restreinte 5T" de foncteurs types en 

ajoutant dans la dMi~ition de 5T~ les conditions suivantes: l'en-
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semble I de la condition 2) est denombrable; de plus la section I 
de la condition 3) est la section des nombres finis n < w. On peut 

" dMinir alors les sous-categories S'~, ou A est un ordinal quel-
conque de la deuxieme classe (correspondant au cardinal 'No). 

A " S'~ sera la reunion des S'~ parce que tout ensemble denombrable 
d' ordinaux de la deuxieme classe est maj ore par un ordinal de 
la deuxieme classe. Las generateurs canoniques tels qu~ I verifie 

" la condition restrictive sont les generateurs canoniques de S'T' 

Proposition: Pour tout foncteur type «I>, 'P) e S'T' on ales pro
prietes. suivantes: a) L' application 'P(E) est une injection de E 
dans 4>(E), pour tout ensemble E; b) 4> est un foncteur biunivoque 
de E sur une sous-categorie de E; c) (4), 'P, I d) est la seule injection 
naturelle de I d ver s 4>. 

Si (4);, 'P;) • .I est une famille de foncteurs naturalises tels que 
'Pi(E) soit une injection pour tout E, alors Ie produit parallele 
(n 4>., n 'Pi . oI) possede encore la m~me propriete. 
i.I i.I 

Si de plus on a une famille preordonnee de transformations natu
relles iii = [(4);, 'Pi), 'rji, (4);, 'Pi)], alors la limite de (4)., 'P')'oI rela
tivement a e est un foncteur naturalise (lim e, 'P) tel que 'P(E) soit 
une injection pour tout E. De plus si 'rji(E) est une injection quels 
que soient i, j, E, alors dans la transformation naturelle cano
nique [(lim e, 'P), 'ri, (4)., 'Pi)] l'application 'r (E) est une injection 
natureJIe. 

Soit (4)., 'Pi) • .I une suite de foncteurs naturalises et supposons 
que 'P' (E) soit une injection pour tout E et pour tout i e I. Par 
induction transfinie, on demontre que pour la suite as~ciee 

(Wi, \jIi)i.I definie plus haut Wi (E) est encore une injection. On 
considere alors la famille ordonnee de transformations natu
rellese;. = [(W;, \jIj), 'rji, (Wi, \jIi). Le foncteur lim (4)i' 'P.)ieI, qui 
est la limite de (W;, \jIi)ioI relativement a 'E)I, est un foncteur (4), 'P) 
tel que 'P (E) soit une injection. Remarquons de plus que 'rji (E) 
est une injection naturelle. 

Par induction transfinie, on demontre que (4), 'P) e S'~ possede 
la propriete a) quel que soit l'ordinal A. II en resulte que tout 
foncteur type possede la propriete a). 

D'une inaniere analogue, on demontre la propriete b). 
Pour demontrer la propriete c), on verifie d'abord cette propriete 

pour les foncteurs (ld, Ido) et (g, y). La m~me suite de raison
nements par induction transfinie demontre alors la propriete pour 
un foncteur type quelconque. 
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Proposition: La categorie.iT", est une categorie libre ayant pour 
systeme 'libre de generateurs la classe des generateurs canoniques 
definis ci-dessus. 

La notion de categorie libre est definie de la maniere suivante: 

Definition: Soit e une categorie, eo la classe de ses unites, !1J 
un systeme de generateurs ne contenant aucune unite non isolee 
(c' est-a-dire la plus petite sous-categorie contenant !1J est identi
que a e) .. Alors e est une categorie libre par rapport a !1J lorsqu' 
aucune unite de e n'est le compose de deux elements distincts de 
e et q1{e tout element f de e qui n' est pas une unite se decompose 
d'une maniere unique sous la forme f = fnfn-l ... It OU fi e !1J. 
Dans ce cas !1J est appele systeme libre de generateurs de e. !1J est 
la classe des elements "premiers" de e 

Remarque: e peut Eltre consideree comme un graphe oriente, un element lee 
etant appele neche (ou arElte orientee) si I n'est pas une unite et sommet si I est 
une unite. !1J determine alol's un sous-graphe oriente. Une suite finie de neches 
(fn, fn_1, ... , f,) teile que a(fp+D = ~(fp), pour p < n, sera appelee un chemin 
sur Ie sous-graphe oriente !1J. La classe des sommets de !1J et des chemins orientes 
de !1J definit une categorie J?(!1J) pour la multiplication: 

(gp, ... , g2, g,) (fn', ... , f2, it) = (gp, ... , g" fn, ... , 1,) 

si et seulement si gd'f\ est defini. 

(fn, ... , f', it) e = (fn, ... , it), 
e' (fn, ... , J2, f,) = (jn, ... , M, 

si et seulement si e = a(f,), e' = ~(fn). 

Si e est libre par rapport it !1J, e est isomorphe it la categorie J? (!1J). 
On voit aisement qu'il existe des categories non libres; en particulier une sous

categorie d'une categorie libre n'est pas necessairement libre. 
Si e est une categorie engendree par une partie !1J de e ne contenant aucune 

unite, alors e est une categorie quotient de la categorie J? (!1J) des chemins 
sur Ie graphe !1J. 

Etant donne un graphe non oriente .5r, on en deduit un graphe oriente!1J en 
faisant correspondre it chaque arElte de .5r deux arEltes orientees, c'est-a-dire deux 

neches designees par let r'. On definit Ie groupoide libre 1?(.5r) sur L'7C en 

considerant la categorie libre e = J? (!1J) . Soit p la plus petite relation d'equi
valence sur e, compatible avec la loi de composition et teile que 1-1 f '"" a(f), 

Ir' '"" ~(f), a(f) et ~(f) designant l'origine et l'extremite de la neche I, consideree 
comme chemin elementaire. Par passage au quotient, on definit sur e/p une 
multiplication pour laquelle e / p est un groupoide, appele groupo ide libre sur 
.5r. On demontre que tout sous-groupoide d'un groupoide libre est un groupoide 
libre. 
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Pour demontrer que la categorie.5T~ est libre, on montre d'abord 
par induction transfinie que tout foncteur type est'le produit 
d'un nombre fini de generateurs canoniques. Supposons demontree 
la propriete suivante, pour deux generateurs canoniques distincts, 
(iP, cp) et (iP', cp') de type).. et )..' tels que).. + 1 < [1., )..' + 1 < [1.: 

Les ensembles iP (E) et iP' (E'), correspondants a deux ensembles 
quelconques E et E', sont distincts. Alors on voit que cette pro
prieM est encore verifiee pour deux generateurs canoniques dis
tincts de types [1. ou < [1.. Donc par induction transfinie la pro
prieM est verifiee pour deux generateurs canoniques distincts 
quelconques. Il en resulte facilement que deux produits dis
tincts finis de generateurs canoniques sont distincts. 

On demontre de me me que la categorie restreinte de foncteurs 
/\ 

types 5T~ est une categorie libre par rapport a la sous-classe des 
/\ 

generateurs canoniques de 5T~. 
D'apres la derniere proposition du §1, a la categorie 5T~ est 

associee une sous-categorie [J{~' de Dr., formee d'injections natu
relIes d'un foncteur type vers un foncteur type. N ous les appellerons 
injections naturelles types. Si [(ip', cp'), 't, (ip, cp)] est une injection 
naturelle type, nous ecrivons (ip, cp) < (ip', cp'). On definit ainsi 
une relation d'ordre dans 5T~. Celle-ci peut aussi etre definie de 
la maniere suivante: (ip', cp') = (W, 4) X (ip, cp), OU (W, 4) est 
un foncteur type. La fonction 't' est determinee par la donneede 
(ip, cp) et (ip', cp'). 

IV. Caiegorie des transformations naturelles canoniques. 

N ous allons definir un groupoide d' equivalences naturelles d'un 
foncteur type vers un foncteur type. Les generateurs de ce groupoidp 
sont les suivants: 

1) Soit .(iPi' CPi)ieI une famille de foncteurs types. Soit (Ij)jd 

une famille de parties de I qui forment une partition de I. Soit 
n (iPi' CPi) = (Wj, 4j). Considerons Pequivalence naturelle de 
ie1i 

n (ip i , CPi) vers n (Wj, 4j) definie de la maniere suivante: A Pen-
ieI j.J . 

semble E sera associee Papplication biunvoque 'teE) de n iP·iCE) 
ieI 

sur n Wj (E) qui applique (Xi)i.I, OU Xi E E i , sur (Yj)jd, OU Yj = 
jeJ 

= (Xi)ieI;- On verifie que [-'-I (Wj, h), 't, n (ip i, CPi)] est bien 
j.J i.I 
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. une equivalence naturelle. En particulier, soient (<Pi, IPi) • .! et 
(<pJ' !pj)jeJ deux familles de foncteurs types. A toute application 
biunivoque de J sur I correspond ainsi une equivalence naturelle . 
de n (<Pi, !Pi) vers n (<p j, IPj)· 

• .! jeJ 
2. Soit (<p" !Pi)i.Z une suite de foncteurs types, ou I est la sec

tion de la classe des ordinaux i < fL et i ~ fL. Supposons qu'il 
existe une suite transfinie d'ordinaux Aj ou j 6 J, section des ordi
naux, telle que fL soit la somme de la suite (Aj), ou Aj est l'ordinal 
correspondant a la section I j • Alors pour tout j 6 J on a un iso-

morphisme J de I j sur un intervalle 1/ de I de telle fa90n que les 
I;' forment une partition de I, un element de I' etant plus pet.it 
qu'un element de I';, si j < j'. Posons (;Pj, ;j) = lim (<pt ·IP~)i.I' 

• ., 1 

ou (<I>~, !p~) = (<I>j (iJ, !pj (i») pour i 6 I j • On a 1'equivalence naturel-

Ie de lim (<I>i' IPi)ieI vers lim (;Pj, ~)je1 definie par la fonction 't" 

qui associe a E l'application biunvoque 'C(E) qui applique la classe 

d'equivalence de (i', y), ou i ' = :rei), i 61;, Y 6 q;i', (E), sur la 
classe d'equivalence de (j, z), ou Z 6 o/j (E) correspond a la restric
tion de (i,' y) a ~ 0/, (E). 

i e I'i 
3) Si (<p., IPik:!:n est unesuite finie de foncteurs types, on 

a I' equivalence nat.urelle de lim (<I>i' !fii)ieI sur Ie produit (<I>n, IPn) ... 

(<1>0, !po) qui associe a l'ensemble E l'application biunivoque 't"(E) 
qui applique la classe d'equivalence de (i, y) sur Z 6 <Pn . .. <Po (E), 
ou y 60/i(E) et ou Z = 't"ni(E) (y). 

4) Si (<Pi, !Pi),eI est une suite finie ou transfinie de foncteurs 
types, ou (<1>., IPi) = (Id, Ido) pour tout i 6 I, on a une equivalence 
naturelle de (I d, I do) vers lim (<I>i, IPi)ieI en associant a l' ensemble E 
1'application: x ~ (0, x), Xc E, (0, x) etant la classe d'equiva
lence de (0, x) correspondant a la famille d'applicat.ions 'Cji(E) 
qui interviennent dans la definition de lim (<1>., !Pi) • .z. 

Les equivalences naturelles ainsi definies seront apP!llees equi
valences naturelles elementaires. 

Soient (<I>i' IPi)ieI et (<1>/, !fini.l deux famines de foncteurs 
types tels que l'on ait une equivalence naturelle [(<1>/, I!(/), 't"i, 
(<1>., !Pi)] pour tout i 6 I. Alors on en deduit une equivalence na
turelle (n (<1>/, I!(/), 'C, n (<I>i' <Pi», ou 't"(E) est 1'application 

ieI .eI 
biunivoque: (Xi)ieI~('C.(E) (Xi)ieI, Xi 6 <1>. (E). Cette equivalence 
sera appelee prodU1:t parallele de la famille des equivalences donnees. 

Supposons de plus que I soit une section de la classe des ordi-
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naux. Alors on a une equivalence naturelle: [lim (<p/, 'f/)ioI, ", 

lim C«Pi, 'fi).eI] , ou ,,(E) est l'application biunivoque: (G) --+

--+-(i, "i(E) (y», ou y EO 'ViCE). Cette equivalence sera appelee 
It'mite laterale de la suite des equivalences donnees. 

Soit I l'ensemble des nombres 0 et 1. Soit T l'equivalence ele
mentaire de lim (<Pi, 'fi)i.r vers (<PI, 'fI) X (<Po, 'fa). Soit T' l'equi
valence elementaire de lim (<Pi', 'f.')ier vers (<PI', <PI') X (<Po', <po'). 
Posons TI = [(<PI', <PI'), "1, (<PI, <PI)] et To = [(<Po', 'fa'), "0, (<Po, ipo)]. 
Soit TID To la limite laterale de (To, T I), TI X To designant 
toujours Ie produit lateral de To et T I. Alors on demontre la re
lation: 

TI 0 To = T'-l (TI X To) T 

Definition: Soit 9l' c le plus petit sous-groupoide de 9l'v, relati
vement d la multiplication longitudinale, contenant: 1) les equiva
lences naturelles elementaires; 2) le produit parallele d'une famille 
d'elements de 9l'c; 3) le produit lateral de deux elements de 9l'c; 
4) la limt'te laterale d' une suite (jt:nie ou transfinie) d' elements de 
9l'c. Soit 9l'c' la plus petite sous-categorie de 9l'" relativement d 
la multiplication longitudinale, contenant; 1) les elements de 9l'~; 
2) le~ elements de Drc; 3) le produit paralle,Ze d'unefamille d'elements 
de Drc'; 4) la limite laterale d'une suite (finie ou transJinie) d'ele
ments de Drc'. Un element de 9l'c (resp. Drc') sera appele equiva
lence naturelle canonique (resp. injection naturelle canonique) d'un 
Joncteur type vers un Joncteur type. 

V. Foncteurs typiques. 

Soit (<p, <p) un foncteur type. Rappelons que Jj est une cate-
~ 

gorie inductive [2], lea elements induits par J E d5 etant les restric-
tions de f. Si f' < j, c' est-a.-dire si f' est une restriction de J, alors 
on a: <P(f') < <PC!), <p(CI:(f'» < <P (CI:(f», <p(~(f'»< <p(~(f».Mais, 
en general, on a: 

<P (U Ii) ~ U <P (f;). 
i.r i,I 

Les proprietes precedentes ne suffisent pas pour caracteriser 
les foncteurs types. 11 serait interessant d'avoir nne definition 
axiomatique des foncteurs types ne faisant pas intervenir les 
generateurs explicites. 
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DeJinition: Un Joncteur <I> , de dJ vers dJ sera dit dMuit du Jonc
teur <I> lorsq'il existe une injection naturelle (<I>, 't, <I>') telle que, pour 
tout ensemble E, on ait <I>'(E) c <I> (E), 't(E) etant l'injection cano 
nique de <I> , (E) dans <I> (E); c' est-a-dire <I> , (f) est une restriction de 

<I> CJ) , pour toutJ e dJ; on ecrira <I>' < <I>. 
Un Joncteur naturalise (<I>', cp') sera dit deduit de (<I>, cp)" si <I>'(f) 

est une restriction de <I>(!) et si !fI(E) = 'teE) !fI'(E), 'teE) etant encore 
l'injection canonique de <I>' (E) dans <I> (E) ; on ecrira (<I>', !fI') < (<I>, !fI). 

Les relations ainsi definies sont des relations d'ordre compati
bles avec la multiplication. Ainsi !iT est une classe inductive [2J: 
Ie plus petit element de !iT est Ie foncteur 0 qui applique tout 

J e dJ sur l'application identique de l' ensemble vide. En adj oig
nant a !iT. cet element 0, !iT. devient une classe induct.ive. Les 
foncteurs naturalises deduits d'un foncteur naturalise (<I>, .. !fI) ont 
pour intersection Ie foncteur naturalise (<I>', q/) tel que <I>'(E) 
soit l'ensemble des points !fI(x), oux e E. 

DeJinition: Si (<I>, <p) est un Joncteur type, tout Jonctet~r dedud 
de <I> sera appele Joncteur typique. Si (<I>', !fI') < (<I>, <p), alors (<I>', !fI') 
sera appele Joncteur typique naturalise. Soit !iT",' (resp. !iT.,,':) la 
classe des Joncteur typiques (resp. typiques naturalises). 

Proposition: 1) !iT.,,' (resp. !iT.,,") est une sous-classe de !iT (resp. 
!iT y) contenantavec un element tout element deduit. 

2) ST.,,' est une sous-categorie de !iT. Pour toute Jamille (<I>i)M 
0'11 <I>i:::!iT..' pour tout i e I, le produit parallele de la Jamille 
appartient a !iT.,,'. 

3) !iT.,," est une sous-categorie de !iT. contenant avec to ute Jamil
le (resp. suite) d' elements de !iT.,," son produit parallele (resp. sa 
limite). 

Soit dJ .1e groupoide des applications biunivoques. Chaque 
foncteur type admet une restriction a dJ, que nous appellerons 
encore foncteur type de dJ vers dJ. Soit !iT", Cd]) la categorie de 
ces foncteurs types. Dans ST (dJ) Crespo !iT", (dJ»), on definit 
encore la notion de foncteur deduit (resp. foncteur naturalise 
deduit.). En particulier, on definit comme precedemment les 
foncteurs typiques (resp. typiques naturalises). lIs forment une 
sous-categorie !iT/ CdJ) (resp. !iT.,," (dJ» jouissant encore des 
proprietes indiquees dans la proposition precedente. 
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D'apres les definitions de [1], un foncteur <P' e!iT (c!J) definit 
nne espece de structures sur c!J. Le pro cede regulier de definition 
d'une espece de structures sur E consiste a prendre pour <P' un· 
foncteurtypique; un tel foncteur sera, en general, deduit d'un 
foncteur t.ype donne par un systeme d'axiomes. Chaque axiome 
du systeme definit un foncteur deduit et Ie systeme definit l'inter
section de ces foncteurs deduits. 

Le procede de definition peut aussi faire intervenir des ensem
bles auxiliaires. Par exemple, soit /\ Ie foncteur de c!J dans <f] 
qui applique tout f e <f] sur l'application identique de I. Soit <PI 
Ie produit parallele de /\ avec Id. On considere alors les fonc
teurs deduits de <P <PI, OU (<p, cp) e!iT~ (<f]). 

rv 

Soit ei une categorie munie d'un foncteur <p. vers <f] pour 
i e I. Soit nei la categorie produit et Pi. Ie foncteur projection 

i.eI 

de n ei. sur, ei.· A l'aide des foncteurs <Pi. Pi. et des foncteurs 
, •• I 

typiques on definit [1] aussi une classe de foncteurs de n ei 
i.eI 

vers c!Jqu'on pourraitencore appeler foncteurs typiques. 

Remarque: Pour une suite de foncteurs naturalises, on peut 
definir la limite projective de la suite. N ous ne l'avons pas intro
duite comille generateur de la categorie des foncteurs types, car 
elle se deduit d'un foncteur type. 
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