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§ 1. Introducci6n 

En la teoria de los mlcleos singulares de convoluci6n se estudia 
cua.les son las condiciones que debe satisfacer una slicesi6n fun
cional kn para que se verifique la relaci6n kn *1~! para determi
nadas funciones!, y donde la convergencia se ent.iende en sentido 
puntual 0 en norma Lp. Es bien sabido que la teoria engloba como 
casos particulares a ciertos nucleos Cht8icos, importantes en las 
aplicaciones, como ser los nucleos de Dirichlet, Poisson, etc. Sin 
embargo, generalmente 8610 se suelen dar condiciones suficientes 
para la convergencia, pero no necesarias. 

En este trabajo prescindiremos de la convergencia puntual, 
y daremos condiciones necesarias y suficientes para la convergencia 
en norma. Mas aun, nos proponemos hacer esto no s610 para LP, 
sino para los espacios de Sobolev Lzp, y ademas generalizando el 
problema para nucleos ILn que sean medidas de Radon. 

Por el momento, daremos una idea del metodo a seguir, prescin
diendo de todo rigor. Si Tn es el operador definido mediante 

Tn! = IL~ *!, 
bajo ciertas condiciones se cumple 

A A 

Tn! = hn! 
""

-donde /\ designa la transformada de Fourier, y hn = ILn - que 
muestra que T p es un operador multiplicador. (cf. § 2). 

EI problema puede plantearse pues a gran des rasgos de esta 
manera: averiguar cuando Tn esta bien definido y es un operador 
continuo de Lzp en LIP, y converge hacia el operador identidad. 

(1) Multiples sugerencias del profesor Dr. Mischa Cotlar han hecho posible la 
redacci6n de esta nota, por 10 cua! el autor Ie expresa su sincero. agradecimiento . 
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Entonces se trata pues de un caso particular del probiema si
guiente: a) dada una funci6n h, averiguar que condiciones debe 
cumplir para ser un multiplicador de Lzp en L 8g; b) si Tn = T (hn) 

es el correspondiente operador de hn, averiguar cuando Tn converge 
fuertemente. 

Naturalmente, el problema a) ofrece muchas dificultades, yesta 
sin resolver aun para el caso de multiplicadores de Lp en Lp. En 
el presente trabajo hacemos 10 siguiente. 

En § 3 tratamos el problema a) y reducimos el caso de los espa
cios de Sobolev al de los espacios Lp, agregando ademas algunas 
consideraciones acerca de estos ultimos. 

En § 4 estudiamos la topologfa fuerte en los espacios de multipli
cadores, para resolver el problema b). 

En § 5 aplicamos los resultados anteriores para resolver el pro
blema de los nucleos singulares de convoluci6n. 

Por Ultimo, en § 6, resolvemos el mismo problema para la con
vergencia en Ll de nucleos generados por sistemas ortogona1es 
en forma un tanto des1igada de 10 anterior, sin hacer uso de la 
teorla de multiplicadores. 

§ 2. N otaciones y Generalidades. 

Encararemos el problema en el espacio eucHdeo m-dimensiona1 
Rm. 

x designa un punto de 

Rm : x = (Xl, •.. , (Cm) , 

m 

Si a es una n-upla: a = (aI, ... , am), Sera [aJ = 1: ak. 
h= 1 

En XA, si x es un numero, I.. 10 sera tambien; si x = (Xl, ... ,Xm ), 

entonces I.. = (AI, ... , Am), y XA = Xl!.' ... xmAm. 

En particular: 

Si T es un operador de Lp en La, II Tllp,q -0 bien II TI!p si p = q
designa su norma, que tam bien escribiremos II Til cuando no haya 
lugar a confusi6n. 

(f.g) design a al producto esc alar. 
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Ai 1 ~ p ~ 00, p* design a al conjugado de p, es decir 

p~i + p*-1 = 1. 

El simbolo * tambien designa al producto de convolucion. 
Recordamos que f e LzP (1 ~ p < "', 1 = 0, 1, 2, ... ) si y s610 

si fke LV, [k] =0, 1, ... , 1 (derivadas en el sentido de las distribu
ciones), y que Lzp puede ser normandomediante 

II f II p,l = £ ~ £ I fA 12 ~ . I II ( 1 1/211 
. j = 0 l [A] =j J p 

p! p 
El simbolo ~ indica convergencia en norma LIP; ~ conver-

gencia en Lp. 
Designaremos 

m 

f(x) = 5T f(x) = ([i X • t f(t) d~, 
}Rm 

donde x. t = £ Xn tn, a la transformada de Fourier de la funci6n 
h =1 

f definida en Rm. 5T es un operador bien definido en LV (1 ~ P :::; 2) 
y por consiguiente tambien en Lzp, para 1 natural. 

Si 1 ~ p, q ~ 2, (Lp, Lq) es el conjunto de operadores multipli
cadores de Lp en Lq, es decir: T e (Lp, Lq) si y s6lo si II T II p, q < 00, 
y ademas existe una funcion h tal que para toda f e Lp se cumple 
A. A. 

Tf = h f. En tal caso se dice que h es un multiplicador de Lp en 
Lq, en simbolos: 

El operador A ("raiz cuadrada del laplaciano") est a definido 
mediante 

A A. 

Ai = lxii, (2.1) 

y las propiedades siguientes son bien conocidas (cf. [2], pag. 908; 
o [1], pag. 4 y 45 y sgtes.): 

(2.2) Si 1 ~ P < "', 1 ~ 1, entonces A es acotado de LzP en LP'-I; 
(2.3) A 2 = - A, donde A indica el laplaciano; 

A A 
(2.4) Si 1 :::; p :::; 2, f E Lp, g e LP, g = I x I" i, s natural, entonces 

i eLl y As f = g. 
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Utilizaremos luego un import ante teorema que da una condici6n 
suficiente para que una funci6n sea un multiplicador, demostrado 
originariamente por Marcinkiewicz [6], para series de Fourier. La 
forma siguiente, para transformadas de Fourier, se debe a Mijlin 
(enunciado en [3], pag. 337). 

(2.5) TEOREMA (Marcinkiewicz-Mijlin). Sea h una Juncian tal 
que: 

a) h es continua en todo Rm; 
amh 

b) ----- existe en todo punto, y h tiene derivadas continuas; 
aXl ... aXm 

c) I x l[s] h'cL'" para O:s: [s] :S: m. 
Entonces h c i LP, Lp r, para 1 < 1J < co • 

§ 3. M ultiplicadores i LIP, Lsq r 

Comenzaremos extendiendo, de manera obvia, la definici6n de 
multiplicador a los espacios de Sobolev. Recordemos que 1a trans
formaci6n de Fourier esta hi en definida en esos espacios, si 

1 :S: p, q:S: 2. 

(3.1) DEFINICI6N. Sea 1 :S: p, q:S: 2; 1, s = 0, 1, 2,. .. Un ope
rador T: LIP ~ Lsq se llama operador multiplicador de LzP en Lsq, 
en simbolos: T 2 (LIP, Lsq) , cuando es acotado y ademds existe una 
Juncian h tal que para toda J 2 LIP se cumple 

A A 

TJ = hJ. (3.2) 

En tal caso, se dice que h es un m1lltiplicador de LIP en L.q, en sim
bolos: 

hc i LzP, L 8q r· 
Antes de entrar a determinar estos espacios, es menester disponer 

de algunos resultados auxiliares. En primer lugar, mostraremos 
que se puede aproximar ala funci6n unidad mediante transforma
das de Lll, en e1 sentido siguiente: 

(3.3) LEMA. Sea 1 un numero natural. Existe una Juncian cf> z LZl 

"'-
tal que para algun c> ° se cumple cf> (x) = 1 para to do Ixl < c. 

Basta tomar, por ejemplo: 

m cos Xi - cos 2 Xi 
cf> (X) = -I 1 ----'-----'-

'It Xi2 ;=1 
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de donde result a : 

'/\. m 
cp (x) = -I J Y (x,,), 

.=1 
con r 1 , I Xi! ,~ 1, 

Y. (Xi) = ~ 2 - I Xi I , 1 ~ I Xi I ~ 2, 

l 0 , I Xi I ;?: 2. 

El lema siguiente muestra que no es imprescindible imponer 
expllcitamente la condici6n de acotaci6n en la definicion de multi
plicador, y permitira simplificar algunas demostraciones posteriores. 

(3.4) LEMA. Sea 1 ,~ p, q ~ 2; l, s = 0, 1,2, .. , Si T: LzP -+- L.q, 
'/\. '/\. 

Y ademas existe una funcian h tal que para toda f e Lzp es Tf = h f, 

entonces T es acotado, y por consiguiente es un operador multiplicador. 

En virtud delteorema del grafico cerrado, basta probar que T es 
p,.l q,s 

un operador cerrado. Sea pues fn ~ f y Tfn -+- g; hay que probar 
'/\. A A A Ap*A 

que g = hf. Por hip6tesis es T fn = hin' yad3mas fn ---.:;,..f. Enton-
ces existe una subsucesi6n -que por breve dad seguimos notando 

A A A A 

fn- tal que fn ~i p.p., de donde hfn ~ hi p.p. AnaIogamente 
A A 

resulta -paraalguna subsucesioll- T fn ---.:;,..g p.p. En consecuen-
A A 

cia g = hf p.p., c.q.d. 
El lema siguiente sera imprescindible en 10 que sigue. 

(3.5) LEMA. Sea l natural y 1 < P ~ 2. Toda f e Lp se puede 

escribir f = fo + AI f1, con fo) h e LzP (la descornposician no es unica). 

, Sea cp una funci6n que cumple las hipotesis del lema (3.3). Si 
definimos: 

fo = f * cp) 
A A A 

sera fo e LzP por el teorema de Young, y ademas fo = f cpo 
Poniendo: 

A A 

F 1 = I X I-I (f -- io) , 

A 

sera Fl (X) = 0 Sl I X I < e y I X \Z F1 = g, con g = f - fo e Lp. 
Entonces: 

A A 

f = fo + \ X IZ Fl. 
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Definimos la funci6n cc mediante ex (x) = I X 1-l si I x I > €, com
pletandola en I x I ~ € de manera que cumpla hip6tesis del teorema 
(2.5), 10 cual es obviamente factible. 

A /'0.. 

La igualdad I x II F1 = g, g c LP, teniendo en cuenta que IJ (x) = ° 
si I x I < s, podemos escribirla 

A 

Entonces, por (2.5) concluimos que F1 = h, con he Lp. 
Reemplazando: 

/'0.. A A 

f = fo + I X II fl. 

En virtud de (2.4) resulta he LIP; entonces 

f = fo + Nfl, 

y fo Y h cumplen los requisitos exigidos, c.q.d. 

Observaci6n: Si p = 2, la demostraci6n adquiere una gran simpli
ficaci6n conceptual, pues no es necesario usar (2.5). Ademas, como 
(2.5) no es valido para p = 1, no sabemos si (3.5) se mantiene en 
ese caso. Probablemente exista alguna demostraci6n independiente 
de (2.5) y mas sencilla. 

Ahora estamos ya en condiciones de demostrar el resultado mas 
importante de este paragrafo, 

(3.6) TEOREMA. Sea 1 < P ~ 2, 1 ~ q ~ 2; l, s = 0, 1, 2, ... 
Para que h e i LIP, L.q ~, s ~ l, es necesario y suficiente que I x I" 
he i Lp, Lq~, para todo cc=O, 1, ... , s - l. Para que h e i LIP, Lsq~, 
s ~ l, es necesatio y suficiente que (1 + I x 11-8)-1 h e i Lp, Lq ~. En 
el caso p = 1, las condiciones son suficientes por 10 menos. 

Observaciones. En particular, si p = q = 2, es bien sabido que 
{L2, L2 ~ = La>. Entonces la condici6n en el caso s ~ 1 se puede 
reducir a he i L2, L2 ~, I X j .... l h s{ L2, L2 ~. No sabemos si en los 
demas casos vale Una simplificaci6n an:Uoga. 

Tambien resulta en particular que i LIP, L1q r = i Lp, Lq r, para 
to do 1 natural, es decir: los espacios de Sobolev son invariantes 
respecto a los operadores multiplicadores; esta circunstancia ya 
es conocida (cf. [1], pag. 41). 

El hecho de que si p = 1 no sabemos "i la condici6n es necesaria, 
se debe, como resultara en el curso de la demostraci6n, a que 
ignoramos si (3.5) es valido en ese caso. 
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DEMOSTRACI6N DE (3.6) 

a) Caso s ~ 1; suficiencia. 

Sea f e LIP C L!'. Como h e ~ LP, Lq r, existe g e Lq tal que 

A A 

g = hf· 

A A 
Ademas, AI .. f = 1 X IA I, O:s: A :s: 1, y Ai .. j e LPl-A C LP, por (2.2). 

Reemplazando: 

A. A 

g ='1 xl-AhAAj, 

de donde 

A A 
1 x I· g = ! xl a-A h AA j. 

Para O:s: 0' - A :S: S - 1, 0 sea A:S: O':S: s -- (l - A), es 1 x 10-A h e 
~ LP, Lq r, por hipotesis. Variando A de 0 a 1, 0' puede tomar 
val ores 0 ~ 0' :S: s. Entonces, como AA j e LP, existira g. e Lq tal que 

A A 

g. = Ixla-AhAAj. 

A A 
Comparando: go = 1 x 10 g, 0 ~ 0' ~ S; entonces, por (2.4), result a 

Aog eLPl-., g eLaP. 
Aplicando el lema (3.4) result a la tesis. 

b) Caso s ~ 1; necesidad. 

Sea h e ~ LIP, L.q r y f e Lp. Entonces f = fo + N h, con fo, 
f1 e LIP, por (3.5). Si O:s: ct :S: s - 1, se tiene: 

/\, A A /\, A 

1 x I"hf = 1 x I"hfo + 1 X i l +"hj1 = 1 x I"go + I x 1/+"gl = 

A A A 

= A"go + AI+"gl = g, 

con go, gl e Lsq por hipotesis. 
A A 

o sea, Ixl"hf=g, con geLq, puesto que O:S:ct:S:s -l:s:s, 
O:s: 1 + ct :S: S, Y por 10 tanto: 

A"go, AI+"gl e Lq. 

Aplicando (3.4) resulta la tesis. 
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c) Caso l E;; s; suficiencia. 

Sea f e Lzp. 

A A A A .A. A 

h f = h (1 + I x 11-0)-1 (f + N-o f) = go + gl = g, 

con go, gl e Lq, por ser f, AZ-o f e Lp . 
Sea O::s; cr::s; s . 

.A. A A A 

Ixlag = Ixlahf= h(l + Ixl l -S) (Aaf+N-(s-a}f) 

.A.. A A 

= g .. ,O + ga,l = ga, 

con ga,O, ga,l e Lq, puesto que O::s; cr::s; s ::s; l, 0 ::s; l - (s - cr) $; l, y 
por 10 tan to A a f, Al-(s-a) f !O L q. 

A A 

Entonces I X I a g = ga,' O::s; cr::S; S. Por (2.4), resulta A age Lq 
y g e L.q. 

Aplicando (3.4) resulta la tesis. 

d) Caso l ~ s; necesidad. 

Sea h ;: i LzP, Loq r y f e Lp. Entonces, por (3.5), f = fo + N]I, 
con fo,!I eLIP. Por 10 tanto: 

A A A 

h (1 + I X IZ-8)-1 f = h (1 + I x IZ-8)-1 fo + h I X !Z (1 + I x 1/-.)-1 f1 = 

A .A.. A 

= (1 + I x II-S)~l go + I x il (1 + I X 11- 8)-1 gl = (1 + ! x II-S)-l go + 

con go, gl E L.q. 

A 

+ I X [l-s (1 + I x 11-8)-1 Ng1 , 

Pero por (2.5) es (1 + I :r 11-.)-1, I x 11-8 (1 + I X 11-8)-1 E ~ Lq, Lq ~, 
y entonces 

A A 
h (1 + I x 11- 0)-1 f = g, 

con g e Lq. Aplicando (3.4), result a la tesis, c.q.d. 
Como vemos, el problema de la determinaci6n de los ~ Lzp, 

L.q r se reduce a determinar los ~ LP, Lq r. En este 'ultimo as
pecto, los siguientes resultados son conocidos. 

(3.7) TEOREMA. he i L2, £2 r si y solo si he L"', y en tal caM 

es II T 112,2 = II hll",· 
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(3.8) TEOREMA. h e{ L1, Ll} si y solo si h es la trans/ormada 
de Fourier-Stieltjes de una medida regular /inita lJ.. 

11 se cumple 

h (x) = -; (x) = r eiz. t dlJ. (t) , 
iBm 

(3.9) TEOREMA. Si 2> p > q, he 1 J.P, Lq ~ implica h = 0 p.p. 
La demostraci6n de (3.7) es sumamente sencilla. La de (3.8) 

puede verse, para m = 1, en [5], pag. 569/70, Ch. XXI, Sec. 21.2. ' 
En cuanto a (3.9), hltsido demostrado recientemente por Hor
mander (1). 

Concluiremos esta secci6n con algunas observaciones sobre otros 
espacios {Lp, Lq ~ . 

El caso en que p > 2 present a el inconveniente de que la trans
formada de Fourier no esta definida -salvo como distribuci6n
en todo Lp. Si 1 ::;; p < co, designaremos iP al subconjunto de Lp 
cuyas transformadas de Fourier son distribuciones que coinciden 
con funciones de Lp*; es sabido que tP es denso en Lp, y si p::;; 2 
es tP = Lp. 

Admitiremos la siguiente 

(3.10) DEFINICI6N. Sea 1::;; p, q < co. Diremos que he {LP, Lq~ 
/'" A 

si para toda / e tP es T / = hi, con T / e til, y ademds T es acotado 
(por 10 cual se extiende a todo Lp de manera unica). 

Si p, q::;; 2, esta definici6n se reduce a (3.1). Si p > 2, no vale 
ellema (3.4), y la condici6n de acotaci6n de T hay que imponerla 
explicitamente. 

(3.11) TEOREMA. Sea r-1 = p-l - q-l. Si 1 ::;; P ~ 2, 2::;; q::;; co, 
entonces {Lp, Lq ~ ::l Y. Si 2 ::;; p :::; q < co, entonces {Lp, Lqr C L r • 

En particular, {L2, Lq ~ = Y, para 2:::; q < co. 
Introduciremos la notaci6n auxiliar siguiente: he {LP, Lq~ 0 cuan

do se cumple (3.10) excepto eventualmente en 10 que se refiere 
a la acotaci6n de T. 

Probaremos en primer lugar que si 2 ::;; p ::;; q < co, entonces 
{~P, Lq} 0 C Lr. 

(1) Segdn comunicaci6n oral de A. P. Calder6n al autor. 
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"... A 
Sea hE i Lp, Lq ~o y f E tP. Entonces Tf = g E Lq y g = hf. Co

A 
mo g = Lq* y tP* = Lp*, result a 

para toda FE LP*/fl*. Y como (p*/q*)* = r/q*, resulta la anterior 
afirmaci6n. 

Veremos ahora que si 

1 ~ p ~ q, 2 ~ q ~ 00, 
entonces 

i £P, Lq ~ 0 :J U. 

Sea hE L' Y f E tP. Entonces un caJculo sen cillo muestra que 
A "... 

G = hf E Lq*. Como q:2 2, existira g E Lq tal que g = G,lo cual 
prueba 10 que queriamos. Ademas, teniendo en cuenta (3.4) resulta 
que si adem as es p ~ 2, entonces {LP, Lq} :J U. 

Por otra parte, tambien resulta inmediatamente que si 
2 ~ p ~ q < 00, entonces i LP, Lq ~o = L'. 

La tesis esta incluida en estas consideraciones, c.q.d. 
'El inconveniente principal que present a la definici6n (3.10) es 

que la relaci6n .~ LP, Lq ~ = i Lq*, Lp* ~ no se mantiene valida 
con ella. Puesto que si as! fuera, aplicandola en (3.11) resul
taria ~ Lp, Lq ~ c L' cuando 1 < p, q ~ 2, 10 cual es falso, segun 
puede demostrarse utilizando el ejemplo de los operadores poten
ciales ([3], pag. 71, 73, 111, 181). 

§ 4. Convergencia en espacios de multiplicadores. 

Introduciremos la topologia fuerte en los espacios de multipli
cadores. Por tratarse de espacios vectoriales, basta definir la con
vergencia a cero. 

(4.1) DEFINICION. Sea T" E i Lzp, L.q~, n = 1,2, ... Se dice 

que T" -+ 0 (fuertemente) si para toda f E LzP se cumple T "f ~ O. 
Si h" es el multiplicador correspondiente aT", diremos en tal caso 
que h" -+ 0 en ~ LzP, L.q ~. 

Es nuestro prop6sito caracterizar en forma simle esta topologia 
para algunos de los espacios considerados en § 3. Primeramente 
demostraremos un resultado de tipo general. 
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(4.2) TEOREMA. Sea 1 ~ p, q ~ 2; I, s = 0, 1, 2, ... Enionces 
~ LIP, L.q ~ es completo. 

Sea hn una suceeion fundamental. Es decir, para toda f 6 LIP 
A A A 

es gn - gm = (hn - hm)f Y Ilgn - gmllq,8~0 cuando 11, m ~ "'. 
q,s 

Puesto que L.q es completo, existe g 6 L.q tal que gn ~ g, de 
donde resulta: 

""" ."'- ~ ~ 
II g n - g II q*, 8 = II hn f- g II q*, 8 ~ 0 . 

A 

Sea en particular fo 6 LzP una fun cion tal que fo (x) r" 0 p.p.x. 
Entonces definimos p.p.: 

~ "'" 
h = golfo. 

El teorema quedanl. demostrado, con lim hn = h, en ~ LzP, L.q r, 
n+'" 

si probamos que, para cualquier f 6 LzP, definiendo, 

(AA 

hI = _ ~ g If, f (x) r" 0, 
Lh ,f(x)=O, 

A 

result-a hI = h p.p. Basta considerar el caso f (x) r" 0. 
Por definicion se cumple 

de manera que existe una sucesi6n n. tal que 

hn.~ h p.p. 
,/\" A A A 

Para toda f s LzP sabemos que II hnf - g! I q* = !! hnf - htfll q* ~ 0, 
de donde 

Entonces existe una subsucesi6n nij tal que 
A 

hnjj ~ hI p.p.x tal que f (x) r" O. 

Pero hn;~ ho p.p., como ya vimos, de donde result a hl = ho p.p., 
c.q.d. 

Un teorema de Dixmier (cf. [4] afirma que todo subespacio de 
operadores fuertemente cerrado es debilmente cerrado. En conse
cuenCla: 
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(4.3) COROLARIO. Sea 1 :s; p, q:s; 2; 1, s = 0, 1, 2 .... Entonces 
~ LIP, L.q ~ es debilmente cerrado. 

Daremos ahora algunos resultados auxiliares. 
El lema siguiente es conocido. 

(4.4) LEMA. Sea 1 :s; p :s; q:s; 2. Si T e (£P, Lp), entonces T e(Lq, 
Lq) y II Tllq,q:S; II Tllp,p' 

Por ser T de bpo convolucion, es acotado de Lp* en Lp*, y 

II T I ip*, v* = I! T Ilv, v' Aplicando el teorema de convexidad de Riesz 
result a la desigualdad de la tesi~. Ademas result a T e (Lq, Lq), 
extendiendolo por linealidad, c.q.d. 

(4.5) TEOREMA. Sea 1:s; p:s; q:s; 2. Si Tn~O en (LP, Lp) en
tonces Tn~O en (Lq, Lq). 

Por el teorema de Banach-Steinhaus, se tiene IIT .. llp < A, de 
donde, pOl (4.4), resulta IITn!lq < A. Siendo la sucesion Tnacotada, 

basta probar que T nf ~ 0 en un conjunto denso de Lq. 
Escribiendo q = tp + (1 - t) 2 -para algun t-, resulta 

II Tnfll qq = /1 T .. fl tv I T n fl(l-t)2 dx 5, 
Em 

:s; {llmTnflP dx y. {llmTnfi2 dx r~ II Tnfilvtv (A IlfI12)2(1-t) 

<;Jomoel primer factor converge acero, resulta la tesis, c.q.d. 
El lema siguiente es esencialmente conocido. Aqui Ie daremos 

una forma conveniente para nuestros propositos, y solo 10 usaremos 
posteriormente en el caso p = 2. 

p 
(4.6) LEMA. Sea 1 ~ p < co. Para que hnf ~O, n = 1, 2, ... , 

para toda f e LP, es necesario y sUficiente que: 

a) II hn II., < M; 

b) hn ---+ 0 en medida sobre cornpactos. 

Supongamos que valen a) y b). Sea n, cualquier sucesion que 
tiende a infinito. Por b), existira unasubsucesion nik tal que hn,k---+O 
p.p. (no provoca dificultades el hecho de que la convergencia en 
medida sea sobre compactos), ypor 10 tanto, para toda f e Lp sera 
hn'kf ~ 0 p.p. Por a), la convergencia es mayorada; entonces: 

p 
hn'kf~O, 

y como ni era cualquier sucesion, result a la tesis. 
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p 
Reciprocamente, sea hn f ~ 0 p.ara toda f e Lv. Entonces 

II h,.J!lp < M I , de donde resulta facilmente que 

r I hn I l' a dx < M D 

JRm 
para toda a e£!. Aplicando Banach-Steinhaus, resulta a). 

Eligiendo en particular a f funci6n caracteristica de un conjunto 
de medida finita, result a b), c.q.d. 

A continuaci6n comenzaremosa caracterizar la topologia fuerte. 

(4.7) TEOREMA. hn -+ 0 en i L2, L2 ~ si y solo si: 

a) II hn II", < M; 

b) hn ----+ 0 en medida sobre compactos. 

Si valen a) y b) resulta, por el teorema de Plancherel -Haman
/'.. /'.. 

do hnf = a 
A A 

IIanl12 = Ilanl!! = !lhnfI12-+0 

para toda f e L2, que es la tesis. 
Reciprocamente, si hn -+ 0 en i L2, L2 ~, por Plancherel sera 

II hnf 112 ~O para toda f e L2. Aplicando (4.6) y Plancherel resulta 
la tesis, c.q.d. 

Puesto que no se conocen los espacios ~ LI', LI' r, 1 < p < 2, 
no cabe esperar una- respuesta satisfactoria para caracterizar la 
topologia. En el siguiente teorema la caracterizaci6n supone el 
conocimiento de la norma del operador multiplicador, 10 cual hace 
que no sea de gran utilidad, excepto tal vez en el caso p = 1, para 
el eual II Till esta dada por (3.8). Designaremos oa al multiplo po
sitivo de la funci6n caracteristica de I x I < a tal que II Oa 111 = 1. 

(4.8) TEOREMA. Sea 1::; p < 2, Tn e (Lv, Lp) y hn los correspon
dientes multiplicadores. Para que hn --0-- 0 en iLl', LI' ~, es nece
sana y suficiente que: 

a) II Tnllp < A; 

b) II Tnoallp-+O para todo a > O. 

Sea hn ----+ 0 en iLl', Lp ~. La condici6n a) resulta por Banach
Steinhaus; b) es obvia. 
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Reciprocamente, si valen a) y b), en virtud de a) basta probar 

que T nf ~ 0 para toda f de un subconjunto denso, por ejemplo, 
el conjunto Co de funciones continuas nulas fuera de un compacto. 
Pero toda f E Co se aproxima por funciones g = 0" * f. Entonces, 
teniendo en cuenta que Tn (0" *f) = Tn 0,,* f -10 cual se prueba 
transformando Fourier-, resulta: 

y como !Iflh < 00, result a la tesis en virtud de b), c.q.d. 
En e1 caso p = 1, la caracterizaci6n puede darse de una manera 

ligeramente distinta a la del teorema precedente. Para enunciarla, 
introduciremos previamente algunas definiciones. 

(4.9) DEFINICI6N. fn converge debilmente hacia f en el infinito, 
si dados E > 0 y E C R m, existe un no = no (E, E) tal que para todo 
n > no 8e' cumple: 

I (Un(X)--f(X)]OE(X)dxl<E, 
l,." > n. 

donde OB es la funcian caracteristica de E. 

(4.10) DEFINICI6N. Las funciones fn tienen integrales uniforme
mente pequefias en el infinito, si para cada E > 0 existe un no = no (e) 
tal que para todo n > no 8e cumple: 

j'"lfn(x) I dx < E. 

1.,1 >nl 

Esbozaremos ahora la demostraci6n del 

(4.11) TEOREMA. Sea Tn E (£1, £1), y hn los correspondientes 
multiplicadores. Para que hn ~o en ~ £1, £1~, es nece8ario y su
ficiente que: 

a) II Tnl11 < A; 

b). hn ~o en medida sobre compactos; 

c) Tn 0" ~Odebilmente en el infinito. 

A demas, la condician c) puedereemplazarse por: 

C1) los Tn 0" son uniformemente pequefios en el infinito, para lodo 
a> O. 
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La necesidad de a) resulta por Banach-Steinhaus; la de b) result a 
de (4.5) y (4.7), y c) es obvio. 

. 1 
Para probar C1) en base a a), b), c), basta ver que Tn oa __ O 

para todo a > 0. 
Un teorema de Vitali:Dunford-Pettis afirma que si una sucesi6n 

gne £1 verifica: 

1) II gn III < A; 2) JEgn (x) dx converge para todo E c: Rm; 3) gn 

converge en medida sobre compactos; entonces gn converge en £1. 
. N 0 ofn~ce dificultad probar que Tn Oa cumple esas condiciones, 
y resulta C1). 

Para completar el teoremabasta probar que a), b), C1) implican 
(4.8). Lo cual es asi, pues Tn oa converge en L2, y en consecuencia 
en £1 en todo compacto, y como fuera del compacta las integrales 
de Tn oa son uniformem.ente pequefias, resulta que Tn oa converge 
en £1, c.q.d. 

Ahora consideraremos el caso de los espacios de Sobolev, y tal 
como hicimos en § 3, renuciremos el problema a los espaciofl i Lp, 
Lq ~. 

(4.12) TEOREMA. Sea 1 < p:;; 2, 1:;; q:;; 2; l, s = 0, 1, 2, ... 
Para que hn ~ 0 en i L,P, L.9 ~, S ~ l, es necesario y suficiente 
que I x I" hn ~ ° en i LP, Lq}, para or; = 0, 1, ... , s - 1. Para 
que hn __ 0 en i LIP, L.q r, s :;; 1, es necesario y suficiente que 
(1 + I x 11-8)-1 hn ~ 0 en i Lp, Lq ~. Si p = 1, las condidones son 
suficientes por 10 menos. 

a) C aso s ~ l; suficiencia. 
A A A 

Sea f e LIP. Tenemos gn ~ hnf, con gn e L89 y A ~ gn = I x I ~-). hn 
A 

A). f, 0:;; cr:;; s, 0:;; A :;; l. 

Como A). f e LP, por hip6tesis es A ~ gn ~ 0, de donde gn ~ O. 

b) C aso s ~ l; necesidad. 

Sif e LP, sera por (3.5) f = fo + AI f1, con fo, /1 e LIP. Entonces: 

A A A A A 

I xl"'hnf = I xl"hnfo + I xl"+lhn/l = I xlCZgO,n + I xl"'+lgl,n = 

A "'" A 
= ACZgo,n + A",+lgl,n = Gn , 
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Como 0 :s; cc :s;s -.1 :s; s, 0 :s; cc + l :s; s, sera A"go,n, A,,-t-! 
a q 

gl, n ---+- O. 0 sea Gn ---+- O. 

c) Caso s:s; l; suficiencia. 

A A 

Sea f 5 Lzp. Tenemos gn = h"f, con g 5 Lsq. Sea 0;;, cr:S; s. 
Entonces: 

A A A./'-. 

Aa gn = I x I"hnf = hn (l + I X IZ-8)-'-1 (Aaf + N-Cs-a) f). 

Como A" f, Al-(s-a) f 5 LP, 'puesto que O:s; cr:s; s ;;, l y O:s; l -

- (s - cr):s; l, resultaAagn~O por hipotesis, es decir: gn~O. 

d) Caso s:s; l; necesidad. 

Si f e LP, sera f = fo + Al h, con fo, fl c Lzp. Entonces: 
A A A 

hn (1 + I x IZ-8)-1 f = (1 + I x 11-8)-1 hnfo + (1 + I x 11-8)-1 I x Ilknfl 

A /\. 

(1 + I x 1/ -8)-1 go, n + (1 + I X 11-8)--1 I X II gl, n = 

A A 

(1 + I x 1/ -8)-1 go, n + (1 + I x 11-8)-1 I X 11-8 A" gl, n, 

con go, n} gl, n---+-O en Lsq por hip6tesis, y por consiguiente go, n, 

q . 
As gl, ,,-+0. Pero por (2.5) es 

(1 + I x Il -S)-1 , (1 + I x I/-s)-1 I X 11-8 e i Lq, Lq ~, 

de donde result a 

/\. A A A 

hn (1 + I x 1/ -8)-1 f = Go, n + GI,n = Gn, 
q 

con Gn-+O, c.q.d. 

§ 5. N ucleos singulares en LIP 

Aplicaremos los resultados preceder,ttes a la teoria de nucleos 
singulares. Designaremos con tln a una sucesi6n de medidas de 
Radon, y daremos condiciones necesarias y suficientes para que 
para toda f 5 LIP se verifique tln * f _ f en la norma de LIP. En 
particular, para tln medidas absolutamente continuas, obtendremos 
resultados para los nucleos singulares usuales. 

Como en general tln no sera de masa t.otal finita, la expresion 
fn = [J-n * f no tendra sentido. Si en cambio designamos tln,N a la 
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restricci6n de \Ln en la esfera de radio N, la expresi6n 

In,N = TnNI = \Ln,N * I 

estara bien definida, y es natural definir a In como limite en la 
norma del espacio correspondiente. En resumen, aceptamos la 
siguiente 

(5.1) DEFINICION. Sea \Ln, n = 1,2, ... , una sucesi6n de medidas 
de Radon en Rm. Diremos que \Ln aproxima a la distribuci6n 0 en LIP 
(1 ::;; p < 00, 1 = 0, 1, 2, ... ) cuando para toda I sLIP se cumple 

lim lim \J.n,N * I = I, 
n~'" N~'" 

en la norma de Lzp. 
Asimismo, puede tratarse el caso ,en que I s Ltp y la convergencia 

se toma en otro L.q. Los casos no triviales s610· se presentan si 
p=qys::;;l. 

Sefialemos que, siendo tJ.n,N de masa total finita, existe su trans
formada de Fourier. 

La conexion de la teoria de multiplicadores con la de nucleos 
singulares esta contenida en el siguiente 

(5.2) LEMA. Sea 1::;; p, q::;; 2; l, s = 0, 1, 2, ... Para que para 
toda f c LzP se cumpla 

lim lim tJ.n, N * I = I 
n~'" N+", 

en la norma de L 8q, es necesario ysuficiwnte que 

lim lim TnN = I 
n~'" N~'" 

(= operador identidad) en (Lzp, L.'1) , es decir: 

.A. 

lim lim tJ.n,N = 1 
n~"'N~'" 

A _ 

En virtud de que tJ.n,N c ~ LzP, L.q ~ implica \J.n s i Lzr, L.q ~ 
por la completidad (4.2), el lema es obvio. 

Entonces, si aplicamos (5.2) a cada resultado de § 3 Y § 4, que
dara resuelto el problema de los nucleos singulares en cada caso, 
que resumimos en el siguiente enunciado. 
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(5.3) TEOREMA. 

1.0) lLn aproxima a 0 en U si y solo s~: 

a) f / dlLn (t) / < A (6 II Kn /I 1 < A en el caso de continuidad 
Rm 

absoluta) ; 
1 

b) lLn * oa ~ oa, para todo a > O. 

2.0 ) lLn aproxima a 0 en L2 S1: y solo si: 
.A, 

a) /I lLn,N/I", < M.: 
/".. 

b) lim lim lLn,N = 1 en medida sobre compactos. 
n~'" N'~", 

3.0 ) lLn aproxima a 0 en L.2 parajunciones de LI2 (l ;;:: s) si y solo si: 
""-

a) 1/ (lLn,N -1) (1 + / x /1-8)-1 /I", < M; 
A 

b) lim lim lLn,N = 1 en medida sobre compactos. 
n~"'N~'" 

4.0 ) lLp aproxima a 0 en LIP si y soZo s£ lLn aproxima a 0 en L1'. 
(1 < P ~ 2). 

S6lo consignamos los resultados que creemos de mas facil apli
caci6n, pero podrfan agregarse otros. La demostraci6n de (5.3) es 
inmediata; tal vez 10 (mico que covenga sefialar es que en 1.0) no 
aparecen los nucleos "cortados" lLn,N porque la masa total debe 
ser finita. Insistimos en que las condiciones obtenida.R no s6lo son 
suficientes, sino tambi6n necesarias. 

La aplicaci6n de (5.3) a los nucleossingulares usuales kn, donde 
d[J.n (t) = k n (t) dt, no ofrece dificultad. Asi, 1.0) expresa que kn 

debe ser casi positivo y que debe aproximar en U a las funciones Ca. 
Respecto a 2.0 ), es facil ver que todos los nucleos casi positivos-y 
en particular los positivos: Poisson, Fejer, Weierstrass, Landau, 
etc. - verifican la condici6n, y aun otros que no son tales, como el 
de Dirichlet, que verifica la propiedad mas d6bil 

Sin embargo, otros nucleos del mismo tipo, como ser 

cos n t 
kn (t) = [1 - h,n (t)] ---, (m = 1) 

/ t / 
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donde ).. es la raiz (unica) de 

r a> cos U 

J).. U 

, 1 
du =

? ' 
'" 

no cumple la condici6n, y por 10 tanto no aproxima a is en L2. E, 
mismo par de ejemplos -el de Dirichlet y el ultimo nueleo-, 
siendo ambos de tipo Fejer --kn (t) = n h (nt) -, prueba que tam
poco puede afirmarse nada en general para la convergencia en L2 
de ese tipo de nucleos. Consideraciones paralelas pueden hacerse 
para las demas afirmaciones del teorema. 

§ 6. N ucleos generados por sistemas ortogonales. 

En esta secci6n nos apartamos de la teoria de multiplicadores. 
Consideraremos nucleos singulares 

n 

k n (x, t) = 1: 'Ph (x) <Ph (t) 
h=O 

generados por un sistema {'Ph (x)}, h = 0, 1, 2, ... ortonormal 
en una region E C Rm; tales nucleos, en general, no seran de con
voluci6n. Resolveremos el problema de la convergencia en L2 (E), 
y como est a equivale a la completidad del sistema ~ 'Pn f' po de
mos expresar el resultado de la manera siguiente: 

(6.1) TEOREMA. Para que el sistema ortonormal i 'Ph ~ h = 0, 11 
2, ... sea completo en L2 (E), E C R m, es necesario y suJiciente que 
para todo cuba V a•b = ~t; ai<t<bi; i= 1, ... ,nr, 

r k n (x, t) dt 
JVa,b 

converja en medida hac·ia la Juncian caracteristica del cubo. 
En particular, en 10 que respecta a la suficiencia, basta pedir 

-por ejemplo, si m = 1- que k n sea un nucleo singular en el 
senti do usual: 

para todo (a, b) to x. Por ejemplo: como el nucleo de Dirichlet 
verifica obviamente esta condici6n, se obtiene una rapida demos
traci6n de la completidad del sistema trigonometrico. 
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DEMOSTRACION DE (6.1). 

Puesto que la convergencia en L2 implica convergencia en me
dida, la necesidad es inmediata. 

Respecto a la suficieneia (l),observemos en primer lugar que 
como ljih c L2, para toda I e L2 existe 8U aproximante In. 

Basta probar, en virtud del teorema de Steklov, que la igualdad 
de Parseval se c~lmple en un conjunto denso de L2 (E), por ejemplo, 
el constituido por las funciones escaleras. Una tal funci6n se es
cribe: 

I 

I (x) = L A.i a Vi (x) , 
i = 1 

donde Ai = constantes, l < co, y aVi es la funci6n caracteristica 
de un cuba Vi. 

En virtud de las hip6tesis result a inmediatamente que las aproxi
mantes In de I convergen hacia esta en medida, y por consiguiente 
existira una subsucesi6n ni tal que 

In.-+ I p.p. x e E. 

Aplicando el teorema de Fatou de paso allimite bajo el signa 
de integral a la sucesi6n I In. (x) 12 , tenemos: 

ni 

1111122 ~ sup IIIn.1122 sup II L <pj (x) (f, <pj) 1122 = 
ni n. j =0 

ni 

SUp L I (f, <pj) 12 = L 1 (I, ljij) 12. 
~ j-O i-O 

En virtud de la desigualdad de Bessel queda excluido el signa <, 
y por 10 tanto result a laigualdad de Parseval, y con ella la tesis, 
c.q.d. 
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