
QUELQUES EXTENSIONS DU THEOREME DE DEDUCTION 
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1. - Systemes formels. 

Parmi les structures mathematiques que les logiciens appelent 
('systemes formels", el faut distinguer les systemes logistiques (pour 
lesquels on specifie tels systemes particuliers d'axiomeset de 
regles de deduction) et les systemes thetiques (definis par l'ensemble 
des theses -ou "theoremes" - sans que tel systeme d'axiomes et 
de re,gl~s soient compris dans Ie definition de la structure). Deux 
systemes logistiques differents peuvent avoir les memes theses:. 
on dire qu'ils "engendrent" Ie meme systeme thetique, ou encore 
qu'ils sont des "axiomatisations" differents de ce systeme thetique. 

Une etape intermediaire entre un systeme logistique et Ie sys
teme tMtique qu'il engendre, est la relation de deductibilite du 
systeme logistique: Deux systemes logistiques differents engen
drant Ie meme systeme thetique peuvent avoir ou non la meme 
relation de dedutibilite. (1). 

2. - Theoremes de deduction et de detachement. 
Etant donnee une relation de deductibilite, H-, et une fonction 

binaire 15, qui transforme les couples de formules en formules, 
on dira qu'on a le theoreme de deduction pour 15 relativement a H- si 
(1) r, x H- y ~ r H- 15 (x, y) 

OU x, y sont des formules quelconques, et OU rest une suite finie 
queiconque de formuies (en particulier r peut etre vide). (2) 

On dira qu' on a Ie theoreme de detachement pour ~ relativ~ment . a H- si on a la reciproque de (1), a savoir 

(2) r H- 15 (x, y) ~ r, x H- y 

(1) II est equivalent· de considerer la relation de deductibilite ou la fonction "consequence" (voir Tarski 1930a et Tarski 1930b). ' (2) lei "~" (respectivement: "rl") n'est qu'une abreviation pour "si ... alQrs" (respectivement: "si et seulement si"). 
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11 est facile de voir que (2) equivaut a. 

(3) x, a (x, y) )t- y 

ce qui explique Ie nom de detachement. 
Dans la litterature, plusieurs exemples de theoreme de deduc· 

tion et de theoreme de detachement on ete etudies, avec, en .. 
general 

a (x, y) = x ~ y 

ou ::l est l'implication du calcul propositionnel classique, du 
calcul propositionnel intuitionniste, ou d'une forme du calcul des 
predicats du premier ordre. 

La propriete (3) est souvent prise comme regIe de deduction 
d'un sysMme logistique; elle s'appelle alors "regIe de detachement" 
(pour a). 

Ecrivons "I-. x" pour indiquer que x est une these du systeme 
logistique S (j'ecrirai "I- x" quand il n'y a pas d'am~iguite), 
c'est-a.-dire, ft-. (ecrit "ft-" s'iI n'y a pas d'ambiguite) 6tant la 
deductibilite engendree par Ie systeme logistique: 

I-.x +:t 50 ft-.x 

ou fZf est la suite vide de formules de S. 
Supposons (ce qui est Ie cas en general), que toutes les regles 

de deduction du systeme logistique S puissent s'ecrire 

It (ZI . .. Zk), ... Iz (ZI, ... Zk) ft- g (ZI, '" Zk) 

ou k, l sont des nombres naturels - dependant de chaque regIe 
et ou ZI, ... Zk sont des formules quelconques de S et ou It, .. . f2, g 
sont de~ fonctions qui transforment les k-uples de formules en 
formules. 

On a alors: 

Theoreme 1: Ie theoreme de deduction pour a relativement a ft
est une consequence de la conjonction des conditions suivantes 
(ou x, y, ... ZI . .. Zk sont des formules quelconques): 

(a) 

(4) (b) 

I- a (x, x) 

y ft- a (x, y) 

(c) a (x. 11 (ZI' ... Zk»), '" a (x, Iz (Z11 ••• Zk)) 
ft- a (x, g (ZI ... Zk) por chacune des regles de deduc-

tion ~3), 

(3) En paIiiculier, si Ia regIe de detachement pour Il est Ia seule regIe de deduc
tion, (c) se reduit a 0 (x, 0 (y, z)), Il (x, y) H- a (x, z). 
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Demostration: Soit $ un ensemhle fini quelconque de formules. 
11 faut demontrer qlie, pour toutes formules x, y on a (4) 

Y E Cn(.Q;" U i x ~) --+ 0 (x, y) E Cn $ 

ou encore 

(5) Cn($U i x~) S CZI. 
en posant 

(6) CZI = i u I 0 (x, u) E Cn $ ~ 

Cn ($ U {x}) est, par definition Ie plus petit ensemble qui (i) 
contient x comme element, (ii) contient $ et lesaxiomes commes 
parties et (iii) est ferme pour les regles de deductions. Supposons 
que CZI (qui depend de x et de $) satisfasse it ces trois proprietes; 
il est equivalent d'ecrire d'apres la definition de 2/; 

(a /) o(x, x) E Cn $ 

(7) (b /) Y E $ --+ o(x, y) E Cn $ 

(c /) o(x, fl (ZI, ... Zk) E Cn $ et ... 
et o(x, fz (Zl, ... Zk» E Cn $ --+ 0 (x, g (ZI, ... Zk» 
e:Cn$ 

Mais les conditions (4) et (7) sont equivalentes. (7) ~ (4) 
comme on Ie voit en prenant des cas particuliers des for mules (7): 

$ = )?5 por (a /), $ = i y ~ pour (h'), 

$ = iII (Zl, ... Zk), ... fz (z 1 ... Zk) ~ 

por les conditions (c /). Reciproquement, (4) --+(7) immediatement 
(d'apres les proprietes generales de It ou de Cn) 

Theoreme 2: Si Ie theoremede detachement por 0 relati~ement 
it It est vrai, alors Ie theoreme de deduction (pour 0 relativement 
it It) est equivalent aux conditions (4). 

En effet des theoremes de. detachement et de deduction, on 
tire immediatement la condiction (4) -(c' ). 

Remarque . . On peut montrer par un contre-exemple que les 
conditions (7) ne sont pas equivalentes au theon3me de deduction 
quand Ie theoreme de detachement n'est pas valable. 

(4) en est l'ensemble des consequences de ')C. 
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3 .. :..- Applications diverses. 

(a) Cal cuI propositionnel classique: 

On peut Ie formular avec l'implication (:» et la negation (.., ) 

comme seuls connecteurs primitifs, Ia regIe de detachement pour 

la fonction 0 

o(x, y) = x :> y 

etant la seule regIe de deduction primitive (voir par exemple 

Church 1956, systeme P). Pour demontrer letheoreme de deduc

tion, il suffit de demontrer 

I-x:>x 

(8) xfty:>x 

x :> y, x :> (y :> z) ft x :> z 

(ce qui se trouve dans tous les ma~uels). 

(b) Divers calculs non classiques: En particulier calcul propo

sitionnel intuitionniste, Ie calcul implicationnel classique (partie 

en :>, sans negatio, du calcul propositionnel classique), Ie calcul 

implicationnel intuitionniste (partie en:> du calculintuitionniste). 

Resultat identique a celui du cas ci-dessus). 

Remarque: Dans les cas (a) et (b), ::i les calculs (systemes Iogis

tiques) sont formules avec une regIe de substitution, Ie the ore me 

de deduction n'est plus valable: en effet, on a alors, par exemple 

(PI et P2 etant des variable propositionnelles distinctes): 

I PI ft P2 

et non I- PI :> P2 

Dansles manuels on trouve souvent un "theoreme de deduction" 

enonce· et demontre pour de tels calculs: cela resulte de ce que 

lesauteurs donnent aux mots "deduction" et "deductibilite" des 

sens plus specualises et plus complexes que Ie sens general adopte 

ici (voir par exemple Church 1956, § 13). 

(c) . Calcul trivalent de Lukasiewicz (5): 

Dans une formulation de ce calcul utilisant la regIe de detache

ment comme seule regIe de deduction, on a Ie the ore me de deduc-

(5) Voir £ukasiewicz et Tarski 1930, (ou Tarski 1956, ch IV). 
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tion pour la fonction 13 define par (6): 

13 ex, y) = x :J (x :J y) (1) 

II suffit de verifier 

I-x:Jx 

x H- y :J (y :J x) 

x :J (x :J y), x :J (x :J (y :J z))H- X:J (x:J z) 

ce qui est une consequence de la validite des formules 

X:Jx 

x:J (x:J (y :Jx)) 

(x:J (x :J y)) :J (x :J (x :J (y :Jz))) :J (x :J (x :J z))) 

(verification facile). 

4. - Application aux calculs modaux. 

Le calcul modal 84, considere comme systene thetique, avec la 
negation (-,) l'implication (:J) et la necessite (N) comme seuls 
connecteurs primitifs, peut etre engendre par l'un quelconque des 
deux systemes logistiques ci,.dessous: S 4.1 et8 4.2 (~) 

AI. 1 • I- N(x :J (y :J x)) 

A 1. 2 • I- N«x :J (y :J z)) :J «x :J y) :J (x :J z))) 

A.i: I- N«( -, x:J -, y) :J (y :J x)) 

A. 41 : I- N(N(x :J y) :J (Nx:J Ny)) 
S 4.1 

A51 : I- N(Nx :J NNx) 

AI. 6 • I- N(Nx :J x) 

A71 : I- Nx :J x 

Rll: x, x.:;:> Y H-lY 

(6) Voir Church 1956, § 19.8. 
(7) C'est-a-dire o(x, y) = CxCxy avec la notation de £ukasiewicz. 
(8) S 4.2 est Ie systeme defini dans Gtide11933; S 4.1 est analogue au systeme 

defini dans McKinsey-Tarski 1948. Pour demontrer que ces deux systemes logisti
ques ont les memes theses, utiliser les methodes de Tarski et McKinsey. 
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A 12: I- X :::l (y :::l X) . 

A22:1- (X :::l (y :::l Z» :::l «X:::l y) :::l (X :::l Z» 

Aa2: 1-('lX:::l 'lY):::l (y:::lX) 

04 42 : I- N(x :::l y) :::l (Nx:::l Ny) 

04. 62 : I- NX:::l NNx 

A62: I- Nx :::l X 

R12: X, X :::l y fh Y 

R22: X fh Nx 

On a alors les resultats suivants: 
a) Theoreme de deduction relativement alt 1, pour a.1 definie 

par 
1h(x, y) = X :::l Y 

Trivial: appliquer a §4.1 les methodes qui ont servi pour Ie calcul 
propositionnel classique (c'est-a-dire demontrer les formules (8) 
ci-dessus). 

b) Theor~me de deduction, relativement a It 2, pour a2 definie 
par 

il suffit de demontrer 

I-X:::lX . ' 

y 11'2 NX:::l y 

Nx :::l y, Nx :::l (y :::l z) It 2 Nx :::l Z 

NX:::l Y 1t2 Nx :::l Ny 

Les trois premieres formules sont analogues aux formules (8), et 
se demontrent de la meme fac;;on: pour la derniere formule on·a 
successivement 

NX:::l y 

N(Nx:::l y) 

NNx::1, Ny 

Nx :::lNNy 

NX:::l y 

par hypothese 

par R22 

par A42 et R12 

qui est A52 

par transitivite (9) 

(9) La tra.asitivite est la propriete: a :J b, b ':l c fh a :J c; qui se demontre 
par AI" A2' et RI' comme dans Ie calcul propositionnel classique. 
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Remarque 1: Les deductibilites it 1 et It 2 sont differentes; autre
ment, on tirerait de R22 et du theoreme de deduction pour 01: 

f- x :l Nx (pour toute formule x) 

ce qui est faux. 

Remarque 2: On peut axiomatiser S 4 en utilisant comme seule 
regIe de deduction la regIe de detachement pour 02. 

Remarque 3: Tous les resultats obtenus pour S 4 s'etendent a 
S 5: il suffit de remplacer A.1 (respectivement A52) par 

f-N(-, NX:l N -, Nx) 

(respectivement: f- -, Nx :l N -, Nx). 

5. - Application au calcul des predicats. 

Les resultats relatifs a S 5 s'etendent, avec quelques modifica
tions,au calcul des predicats du premier ordre. Ce calcul est 
souvent axiomatise avec deux regles: Ie regIe de detachement 
(colllme R11 ou R12) et la "regIe de generalisation" (qui rappelle 
R22). Mais il existe des applications du calcul des predicats qui 
utilisent la regIe de detachement seule (voir en particulier Quine 
1940 et Quine 1951): dans un tel systeme on a illlmediatement Ie 
theoreme de deduction pour la fonction 0 definie par 
o(x, y) = x :l y. 

Dans un systeme utilisant aussi la regIe de generalisation (par 
exemple Ie systeme F1 de Church 1956, ch III), on a Ie the ore me 
de deduction pour chacune des fonction Or defines par 

o(x, y) = rex) :l y 

ou rest une fonction de cloture. Dne "fonction de cloture" est 
une fonction telle que, x etant une formule quelconque, rex) est 
la formule close (c'est-a-dire sans variable libre) qu'on obtient 
en prefixant a x des quantificateurs universels. Suivant l' ordre 
dans lequel ces quantificateurs sont inscrits, on obtient diverses 
fonctions de cloture, dont les plus connues sont la cloture de 
Quine (Quine 1940 §14), la cloture de Berry (Berry 1941, voir 
aussi Quine 1951), et la cloture de Fitch (Fitch 1941). 

Paris, mars 1961 - [Le texte qui precede est Ie developpement d'une communication presentee aux Sesiones Matematicas organisees par la Union Matematica Argentina, a Buenos-Aires et La Plata en Septembre 1963). 
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