VALORES NUMERICOS DE CIERTAS CONSTANTES
- RELACIONADAS CON VOLUMENES MIXTOS
DE CUERPOS CONVEXOS

por R, E. ALEMANY

RESUMEN: En [1], Firy ha demostrado las férmulas II y III del texto,
sin calcular las constantes a,ij. Bi/. que aparecen en el segundo miemhro. En

esta nota se obtienen las valores de estas constantes y se hacen algunas apli-
caciones.

- Segtin Fary [1], se tienen lag definiciones y resultados si-
guientes:

Sea RB" el espacio euclideo n-dimensional; C, la famlha de los
conjuntos compactos convexos de B”. Un ‘cuerpo convexo’’ es cual-

quier conjunto compacto convexo, y sers ‘‘propio’’ si contiene pun-
tos interiores de R™. '

Entonces: una ‘‘funcional ¢ sobre euelpos convexos’’, es una
funcién continua:

p: C—R (¢. continua)
definida para todo cuerpo convexo, y con valores en los reales R.

Dicha funcional seri:
1) ‘“Aditiva’’, si se cumple:

¢ (AUB)+¢ (ANB)=¢ (A)+¢ (B) A, B, AUB:C

2) ‘‘Invariante por traslaciones”, si dada ¢ : R" — R*, defini-
da por t(x) = x + o, es

¢ (tA) =g (4)  AeC
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3) ‘‘Invariante bajo isometrias’’ g : B*— R" cuando:

¢(gA)=9p(4)  AeC.

En particular: los volGmenes mixtos Vi (4,U), econ U dado,
fijo, son funcionales sobre convexos que cumplen 1) y 2), pero no
en general 3); se cumple 3) si U = B" = esfera de radio unidad,
.y se tiene el conocido teorema: [6, p. 221].

‘‘Toda. funcional continua, aditiva, definida para todo cuerpo
convexo, y que ademéis es invariante bajo isometrias, es una com-
binacién lineal de los W;(4) = V;(4,B*)”.

Es decir:

P (4)=Z a. W (4).

para todo convexo A.
En relacién con esta tltima expresion, Féry considera las po-
sibles identidades, méas generales:

1) ¢ (A)=Zq,.V;(A,U)
i—0

donde U es un convexo propio fijo, cualquiera. Para la validez de
I), es evidentemente necesario que:

“8i Vi(AU) =Vi(BU), i=0,1,...,n, entonces ¢ (A) = (B)

¥y la prueba de su suficiencia conduce a Fary a formular y demos-
trar el siguiente teorema:

‘“Si una funcional ¢, de valores en B y definida para todo
cuerpo convexo, es continua, aditiva, invariante por traslaciones, y
es constante cuando son constantes los valores de los volimenes
mixtos con el argumento U, entonces: existen nimeros reales ao,
aj, ... a, bien determinados, tales que:

o (A)=Z o,V (A,U).
i=0

para todo cuerpo convexo 4’7,
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De este resultado, concluye Fary los teoremas: k,4, j =0, 1, ..., n.

IT) /Vk (A,U) dA = X o1 W; (A). W, (U)
iy
HI) j ¢ (A) dA=Zpii W, (A) W; (U). -
7

donde dA es la ‘“densidad cinemética’’ para rotaciones de 4, y la
integracién en ambas férmulas lo mismo que en todas las siguientes
estd extendida a todo el grupo de rotaciones de E™.

Queda propuesto en [1, p. 25], y es objeto de esta nota, la de-
terminacién de los valores numéricos de las constantes universales
axt’ de (II).

De las propiedades de los volimenes mixtos, interesan parti-
cularmente :

1) Vk (A, B):VnAk (B, A) Ver; p ej': [17 p'7]
2) Vi (A, NB)=X:.V, (A,B) [2, p.10]
3) V(\A-+uB) :ki:o( 7)) Vi (A, B) ok yk 3, p. 40]

Ademis, por la invariancia de la medida cinemética por inver-
sién del movimiento, es:

1) ka(A,B) dA:ka (A,B)dB

Bajo estas hipdtesis, tenemos:
[Vk (MA,nU) dA:pkak (NA,U) dA = pk /Vk (NAU)dU=

kil [V (A,U) dU =ty (Vi (4,0) 44,

Por tanto:

(Vi A UYdA = = oif W, (N A) . W (nU) =
J iJ

— Nk f Vi (A, U).dA= 2 oii W, (A) W; (U) \n=ipn=
LY
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Identificando coeficientes en estos polinomios idénticos en A?u?,

resulta :
1) El coeficiente de u* A"~* cumple:

fVHA,U) dA=wbnt W, (A) W, (U)  (para todo k, n)

2) Si ot %a}ck,k—k, es o' =0

Resultados validos para n, k, cualesquiera.
Tomando U = B", se determinan los valores particulares de

aklc,n —k

f V, (A, Br) dBn=V, (A, B) /dBn — agknk YV, (A, Bry .V (Br)

Luego:

L [ dBn =X\ independiente de %.
Bn.) n

a/l:kyn ~k —

Vi

Con notaciones empleadas en la literatura, se tiene (ver p. ej.:
[5, p.180] ):

[dBn:O1 .0,..0,_,

donde :
i1 L
) 2
o 2yt
(&) T (5+1)

siendo O; el area de la esfera de radio unidad en el espacio de ¢+ 4 1
dimensiones, y ¥ (B") el volumen de la esfera de radio unidad de B".

Ademas:

n—1

V (Bnr)

Il
3
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Queda, finalmente :

X=n.0..0,...0

=2

La formula IT) de Fary queda, por tanto:

/V,,, (A.U)ydA=>\, W, (A). W,_, (U).

Con estto se pueden ealcular inmediatamente también las g/ de
la férmula I1I) de Fary en funcién de las «; que earacterizan la fun-
cional o(A4) de I). Resulta:

Bin—i=Xpa;=n.0,... 0 _,. ¢
Bibj =0 si pii-/=Bin—i

Yy por tanto:

fcp (A)dA =X pin—i W; (A). W,_, (U)=

=y

K
=n.0,.0,...0,_,. Zo, W, (A).W,_,(U).

T =0
Aplicacion: Del resultado anterior se deduce inmediatamente
una demostracién de la férmula fundamental cinematica de la Geo-
metria Integral para el caso de cuerpos convexos. En efecto, si se
supone U fijo y A moévil con densidad cineméatica dK — [dA.dP)
(dP = elemento de volumen del espacio), considerando primero tras-
laciones, la integral de dP extendida a todas las posiciones en que A

tiene punto comiin con U, es precisamente V (A 4 U). Por tanto:

./dK:fV(AJrU)dA:éO (* )/VIC(A,U)dA _

Up 4740 " .
=X, Z ( Z )Wk (A) Wn—k (U)=
k=0

n—1

MV (A) +V (U)]V (Bw) - 2 ( n ) Wy (A). W,y (U)=
=0y.05... 0, [V(A)+V (U)]+

n—1 ,

+n.0,.0;...0, 5. 2 (%) Wi(4). Wy (U).
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Mediante la relacién: [5 p. 183] :

Z‘Ik_l ="n. Wk

(donde My es la k-ésima funcién simétrica elemental de los n —1
radios de eurvatura principales), se obtiene finalmente:

de:Ol.O-z.,. 0, [V(A)+V (U)]+

Upd¥0 n—1

-+ 01 . 02 O:n“?' kfl ( ’Z ) Mk—l (A) . M”—k—l (U)

Esta demostracién, para n = 2, 3, se encuentra por ejemplo en

[4]. Para n > 3 se habia obtenido siempre como caso particular de
la férmula fundamental cinemética, valida para cuerpos no necesa-
riamente convexos (ver, por ejemplo, [6, p.243] ).
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