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SUMMARY 

We prove (theorem 5 of § 2) a generalization of a theorem related with 
the well known Konig theorem on sums and products of cardinals. By means 
of very simple examples we prove that the bounds given are the best possi
ble; it is also proved that all of them are necessary. Next it is easily seen that 
our theorem implies the axiom of choice. All the proofs are elementary in nature 
and written in a detailed manner; the reading is so straighforward. 

§ 1. INTRODUCCION 

Investigamos aqui las relaciones entre un resultado (cf; § 2, 
teoremas 2 y 4) relacionado con el cliisicoteorema de Konig de la teo
ria de numeros cardinales y el axioma deelecci6h. EI desarrollo per
tenece a un enioque intuitivo de Ia teoria de conjuntos, pero esta COIl- • 

tribucion es una mas de la inmensa Iista de resultados que caben en el 
contexto de una cualquiera de las teorias axiomaticas corrientes. 

Damos en § 2 (teorema 5) una version generalizada del result ado 
citado; los argumentos son los corrientes en estos casos. En la parte 
§ 3 demostramos -hecho inmediato- que nuestro teorema implica 
el axioma de eleccion. Demostramos tambien mediante ejemplos con
venientemente elegidos que las cotas que expresan las hipotesis del 
teorema 5 no son mejorables, esto es, que el teorema demostrado es el 
mas general (en el sentido de las acotaciones) relativo a las relaciones 
entre productos y sumas de iamilias arbitrarias de nllmeros cardim,
les. Estos ejemplos tienen Ia ventaja de permitirnos probar la inde
pendencia de las hipotesis -de donde sigue la necesidad de todas 
ellas- de nuestro teorema. 

• 
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Este trabajo fue presentado en la reuni6n de la Uni6n Matema
tica Argentina realizada en Rosario el 12 de octubre de 1962. 

§ 2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL 

El teorema de Konig dice (Sierpinski [1], pag. 121) : 

Teorema 1. -Si {A} {B} son dos familias de con-n neN, n neN 
juntos tales que: 

para todo n £ N 

entonces: 

U An<IIBn' 
naN naN 

(N: conjunto de los nu.mel'os naturales) 

En SierpiD.ski [1], pug. 123 se da tambien elsiguiente resultado 
relacionado : 

Teorema 2. - Si {A} {B } son dos familias de con· n l1eN, ·n neN 
juntos tales que: 

para todo n £ N 

y 

para todo n £ N 

entollces: 

UAn:sIIB~. 
naN naN 

Estos dos teoremas haC~lll uso intensivo del axioma numerable 
de elecci6n. Usando el axioma de elecci6n general, estos resultados 
pueden extenderse a los siguientes: 

Teorema 3. - Si {Ad 'l;eZ' {Bl;} l;eZ' Z =1= 0, son dos familias 
de conjuntos tales que ~ 

para todo ~ £ Z 
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entonces: 

Te01'ema 4. - Si {AI;} l;eZ' {B~} l;eZ, Z ~ 0, son dos familias 
de conjuntos tales que: 

para todo ~ f: Z 

y 

para todo ~ € Z 

, entonces: 

U AI; < II BI;' 
E.z E.z 

Vamos a dar una version generalizada del teorema 4 (que 10 
implica inmediatamente), y posteriormente probaremos que es equi
valente al axioma de eleccion. 

Teorema 5. - Si {AI;} l;eZ' {BI;} l;eZ' Z ~ 0, son dos £ami
lias de conjuntos tales que: 

a) Existe a€Z tal que Ba.>Z -J +2 

donde J = {,~f~ e Z . BI; > 2} , 

b) Bl; oc/= 0 para todo ~ E Z, 

c) J>2, donde J={~I~EZ.Bl;>2}, 

d) Al; < Bl; para todo ~ € Z, 

entonces: 

U Al;< IIBl;. 
E.z. Eez ' 

Demostmci6n. - A) Trataremos primeramente el caso en que 
J>3. 

1. - POI' definicion de J,si ~€Z'-J ~s (usando de manera 
obvia la hipotesis b) : 
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Pero AI; < BI; = 1 para ~ € Z - J. Podemos,suprimiendo to

da aparici6n del conjunto vaclo entre los AI; , suponer queAI; = 1 
para todo ~ € Z - J. 

2. - Por el axioma de elecci6n aplicado dos veces, existen fun
ciones f, g, tales que: 

f: Z-+ U BI; 
~EZ 

g: Z-+ U HI; 
~EZ 

f (~) E BI; 

g(~)EBI; 

f (~) oc/=g (~) 

para todo ~ € Z 

para to do ~ € Z 

para todo ~ € J 

3. - Sea ~o € J y consideremos la siguiente propiedad (para 
funciones h E II Elf,) : 

EEZ 

h(~) = f(~) 
[,~'l;oJ hao) =F f(~o) 

para todo ~ E Z _. {~o} 

Consideremos ademas la funci6n hl;O siguiente: 

hl;o (~) = g (~) 

hl;o (~o) = f (~o) 

Definamos: 

para to do ~ E Z - {~o} 

Pl;o={hlhdIBI;' h cunlpoo[~l;oJI} U {hl;o} 
~EZ 

3.1. - Pl;o ~ TI BI; para to do ~o €,J (pordefinici6n). 
~EZ 

3.2. - IBl;o "-' Pl;o para todo ~o € J. 

En efecto, dado ~o € J, basta poneI': 

para todo h E Pl;o' 
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3.21. - F ~o es biunivoca. 

Si F~o (h) = F~o (h') para h, h'E P~o' 

entonces: 

a) Si h=h~o,h'=h~o obviamente resulta: h = h'. 

b) Si h cumple [Z:~o] Y h' = h~o, es: 

h(~o) =F I(~o) 

h'(go) = f (go) contra (1). 

c) Si h y h' cumplen [Z:~o] se tiene: 

h(~) = l(g) = h'a) para todo ~ E Z ~ {~o} 

y como por (1): h (go) = h' (go) 

entonces resulta: h = h'. 

Luego F ~o es biunivoca. 

3.22. - F~o es sobre. 

Sea x € B~o' 

a) Si x = lao) es evidenteque F~o (h~o) = x. 

b) Si x =F f( ~o) basta definir: 

hl a) = I (~) 

hl (~o) = x 

para todo ~ E Z - {~o} 

para que hl cumpla [Z:~O] Y sea: F~o (hi) =hi (~o) =x. 

3.3. - Si ~o, ~O'E J, ~o =F ~o' entonces P;o n P~/O = 0, 

Supongamos, por el contrario, que exista un par ~o, ~o' E .J, 
~o =F ~o' tal que: 

y sea 

h E P~o n P~/O' 
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Tenemos entonces los siguientes tres casos de interes: 

a) h cumple [2:1;0] y h = h1;' o' 

b) h=fl1;o y h=h'G,'o' 

c) h cumple [2:1;0] y [2:1;'0]' 

a) En este caso: 

h(~) = I(~) 

h(~o) 7'= I(~o) 

1t(~) = g(~) 

h(~o') = lao') 

para todo ~ E Z - {~o} 

( ya que h cumple [2:1;0])' y 

para todo r~ EZ - {~'o} 

(por ser h =ih1;o) 

Como J > 3, existe ~l € J - {~o' 1;' o}. Para un tal ~1 se tiene: 

hal) = I(~l) 
h(~d = g(~l) 

b) En este caso: 

h(~) = g(~) 
h ( ~o) = I ( ~o ) 
h(~) = ga) 

h(~o') = I(~o') 

Como ~o' € Z - r~o} es: 

h(~o') = gao') 

pues ~1 € Z - {~o} 

pues ~1 € Z - {~o'} 

para to do ~ E Z - {~o} 

(pOI' ser h=h-;o) 

para todo ~ E Z - {~' o} 

(pOI' ser h = h1;' 0) 

contra el hecho de que: h(~o') =/(~o') 7'=g(~o') (ya que ~O'fJ). 

c) Se tiene: 

h(~) = f(~) 
h(~o) 7'=fao) 

ha) = f(~) 
hao') 7'= f(~o') 

Como ~O £ Z - {~' o}, resulta: 

para to do ~ E Z - {~o} 

(pues h cumple [2:1;0]) 

para todD ~ £ Z - {~' o} 

(pues h cumple [2:-;' oJ) 

h(~o) = f(~o), absurdo. 
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4. - Definamos en Z - J la siguiente relacion de equivalencia: 

~=f si y solo si Al;= Al;' a, ~'£Z-J) 
Sea H = Z - J / === . 

4.1. - POl' el axioma de eleccion existe una funcion p selec
tora en H, esto es, una funcion p tal que: 

, , 
" 

Pongamos: 

p:H--+ U H =Z-J 

para todo R.€ H 

~R = p(R) para todo R f H. 

4.2. - Como para todo ~ f Z - J es Al; = 1, se tiene: 

si ~, f f Z - J Y Al; n Al;' 7= 0 entonoes Al; = Al;', 

de modo que si R, R' € H, R =F R', result a Al;R n Al;RI = 0. 

4.3. - Veamos que U Al;R= U Al;. 

POI' 4.2: 

Rell EEZ-J 

U Al; . Al;R para todo R f H . 
eER 

Como H es una particion de Z - J : 

U Al;=U (U Al;)=U Al;R 
Eez-J ReR EaR ,.BeR 

5. - Consideremos el conjunto S = J U {~R IRE H} ~ Z. 
El conjunto S puede, como consecuencia del axioma de elecci6n, 

bien ordenarse; sea "~" una relacion que bien orden a S. 

Definamos: 

A'l;=Al; -U Al;' 
E'<E 
E'ES 

para to do ~ € S. 

5.1. - A'l; ~ Al; para todo ~ € S (pOl' definicion de A'l;)' 
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5.2. - Para todo ~, ~'E S, ~ =F e, se cumple: A',; n A',;, = 0. 
En efecto, sea pOl' ejemplo ~ <~' (esto es, ~:::;;~ y ~ =F e). 

IJUego: 

A'l; S A1; S U Ap 
p<E' 
PES 

Pero pOl' definicion deA'!;,: A'!;'n (U Ap) = 0, 
p<~' 
PES 

y como: A'l;' nA'l; sA'!;' n (U Ap) = 0 
p<~' 
PES 

resulta entonces: 

5.3. - U A'l; = U A!;. 
EES EEZ 

5.31. - U A'l; S U Al; S U Al; (evidente). 
EES EES EEZ 

5.32. - Sea x 8 U AI;. Entonces existe ~o € Z tal que x 8 Al;o' 
EEZ 

Pueden por 10 tanto presentarse los siguientes casos: 

5.321. - ~o € S. Entonces son posibles las siguientes alternativas: 

a) Para todo ~ € S, ~:::;; ~o es x no 8 AI;'. 
En particular, si ~* € S es el primer elemento de S, se tiene: 

X 8 Ah . Pero pOl' la definicion de los A'; resulta A'I;* = Al;*, 
de modo que x 8 A'l; .. 

b) Existe~' € S tal que e:::;; ~o Y x no 8 Al;'. 
Como x 8Al;o' resulta e < ~o. Sea p el primer elemento del con

junto g I ~ 8 S . X E Ad. Por la definicion de p es obvio que: 

X 8 Ap - U Al; = A'p 
E<p 
ee.s 

De a) y b) resulta: 

si ~O€S entonces X8 U:A'!;. 
E2S 
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5.322. - ~o e Z - S. 
En particular resulta: ~o € Z - Jj luego existe R e H tal que 

~o € R. Pero en tal caso: 

Luego x E A;R, Y como ~R € S, por 5.321 resulta x E U A'I;' 
Ees 

De 5.321 Y 5.322 sigue: 

U AI; c U A'l; 
Eez ees 

De 5.31 Y 5.32 se infiere 5.3. 

6. - En virtud de la hipotesis d), 3.2, 3.3, 5.1, 5.2 Y median
te el uso del axioma de eleccion resulta la existencia de una familia 

de conjuntos {P';}; 8 J tal que: 

P'I; n P'I;,=0 

P';.s. PI; 

A'; "-' P'I; 

para todo ~,~' € J, ~ =1= e 
para todo ~ e J 

para todo ~ € J 

Nuevamente pOl' 5.2 y el axiom a de eleccion es: 

7. - Visto que poria hipotesis a) existe a € Z tal que 

Bo,::::: Z - J + 2 y que por el axioma de eleccion H < Z - J (por 
ser H una particion de Z -J), existe una funcion F tal que: 

F: H-+Ba-{f(a), :g(a)} 

F(R)EBa-{f(a), g(a)} para todo R€H 

F es biunlvoca 

7.1 - Es obvio que aeJj como J> 3, es J - {a}::-j= 0; sea 

~oEJ-{a}. Como J ~ Z yJ-;::'3 resulta Z-{a, ~o}~j=0; 
Luego pOI' el axioma de elecci6n IT B; -=j= 0; sea f* E IT BI;. 

~ez- { (f.,Eo} ~ez- {a,eo} 
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Definamos para cada R € H la siguiente funci6n hR e TIIB,;: 
~ez 

hR (a) =F (R) 

hR (1;0) e B~o - {f (~o)} (caso posible pues eo € J y en 

consecuencia B~o > 2) 

hR(e)=f*(e) paratodo ~eZ-{a, ~o} 

y pongamos: 

7.2. - Para todo R € H y todo e € J: P'';R n P,; = 0. 
En efecto, si no fuera asi existirian e € J y R € H tales que 

hReP~. 
a) Si e=a, como ~oeZ-{a} Y como hR(eo) ¥=f(eo) (cf. 

7 .1), hR no cumple [2::a ]. Ademas: 

de modo que hR -=/= ha ; luegc; hR no e P (I' Y hemos llegado a un 
absurdo. 

b) Sie¥=aes aeZ-{~}. 
Como 

Como por definici6n de hR : 

hR (a) ¥= g(a) 

resulta 

y nuevamente llegamos a un absurdo, visto que hR no Ii P~. 

7.3. - Para todo R, R' € H, R ¥= R' es hR ¥= hR' de modo que 

P'~R n P'';R' = 0 
En efecto, como BYes biunivoca: 
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8. - De 6, 7.1 - 7. 3 resulta la existencia de una famili8 
{PI!;} !; e S tal que: 

pI!; n pI!;, = 0, para todo ~, e f S, ~=F e 
para todo {f S ,," 

(ya que A'!;=P't;=l para todo ~fS-J)." 

8 .1. - Por el axioma de eleccion, 5.2 y 8: 

U A't; ('-J UP'!; 
Ees Ees" 

8.2. - P't; ~TI B!; para todo, ~ f S. 
Eoz 

9. - U At; < TIBl; 
Esz Esz 

Por 5.3, 8.1 y 8.2: 

U At; = U A't; - U pIt; < IT Bl; 
Esz Ess EBs Esz 

B) - Sea ahora J = 2. 

10. -Z < Xo (Xo = aleph cero); sea pOl' ejemplo Z =n 

(n 2:: 2, pues J~Z). 

Luego 

Ba=Bl>Z - J +2=n-2+2=in>2 

(hipotesis a) 

Como ;r = 2, supongamos que B2 > 2. Entonces B. = 1 para 
todo i, 3 < i < n (si n = 2 tales i no existen). 

Vamos a tratar el problema por casos: 

POI' el axioma de eleccion: Bl + B2 = B 1. B2 
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Por la hipotesis d) : 1 < Ai < B i, 1 < i < n, de donde resulta: 

" ,,-
UiAr<2JAi=A1 +A2+n -2<B1 +B2 +n-2=B1 + 
i,-l i~l _ _ -,,-

+B2=B1·82=TIBi 
i~l 

10.2. - B1 >XO,Xo>B2 =r >2. 
En este caso: 

Bl + 112 = Bl + r = Bl = 11-;' • r = Bl . B2 

y valt', el mismo razonamiento que en 10.1. 

10.3. - Xo > Bl = a > n, Xo > B2 = r > 2. 
- -

Como a, b > 2 es: Bl + B2 = a + b < a . b = Bl . B2, 

y eumo 1 < Ai < Bi = 1 para 3 < i < n, resulta: 

-,,-' ,,-
UAi<2JAi=Al +:A2+n-· 2~Bl+B2+ n-2=a+ 

i=l i=l . . , .. 

+b+n-2 

Visto que a > n > 2, b > 2, existen 8, r > 0 tales que: 

a=n+8 

b=2+r 

Luego: 

a'. b = (n + 8) . (2 + r) = 2n + 28 + (n + 8) r > 2n + 28 + 
+ 21' > 2n + 8 + r = (n - 2) + (n + 8) + (r + 2) = 

=n-2+a+b 

esto es: 

de donde: 

., 
d+ b + n-2 < a.b =B1 .B2 = IIBi 

i-1 

" " UAj<UB i 
i=l i-1 
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11. - Z> Xo 

Como· J = 2 existen ~1' ~2 .. Z tales que: 

B;1>Z-J+2;=:Z+2=Z> Xo 

B;2>2 

(hipotesis a) 

B-;=l para todo ~ E Z - {~1' ~2} 

POI' el axioma de eleccion resulta: 

y en consecuencia: 

EEZ- { Ei, E2 } 

+ B-;l + B-;2 = B-;l + B-;2 < B-;l' B-;2 = II B'f, 
EEZ 

Aunque bajo la hipotesis mas fuerte de que J > 3 el teorema 5 
continua siendo equivalente al axioma de eleccion (como se puede 
vel' claramente POl' una demostracion analoga a la del teorema 7 
parte 2), hemos agregado la segunda parte de la demostracion an
terior -que muestra la validez del enunciado demostrado en el ca
so 'J = 2 - con e1 objeto de probar que la conclusion de dicho teo
rema no es valida si alguna de las cotas que expresan las hipotesis 
del mismo es mejorada (esto es, si las cotas inferiores que expre
san las hipotesis a) b) 0 c) son disminu1das 0 la cota superior de 

alguno de los cardinales ~ en la hipotesis d) es omitida). Va
mos a probar esta aseveraci6n mediante algunos ejemplos; de enos 
surge que las cotas exigidas en nuestro teorema son las optimas 
compatibles con la validez de la conclusion: se infiere tambien que 
las hipotesis son independientes entre S1; en consecuencia nuestro 
teorema es tambien optimo en el sentido de que todas las hipotesis 
ilon imprescindibles. 

1. - Si cambiamos la hipotesis a) POl': a') iB > Z - J + 1, , u= 

tomando 

A1=B(={a, b}, A2=B2={c, d}, A3=B3={e} 

(donde a, b, c, d, e son elementos diferentes dos ados) 
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J=2,Z=3 

Bl=2 

Z-J+1=1+1=2 

a') Bl > Z - J + 1 

b) BFI= 0 i = 1, 2, 3 

c) J=2 

d) Ai < Bi 

y sin embargo: 

i = 1, 2, 3 

,- 3 

U Ai=5>4= UBi 
i~l i~l 

2. - Si modificamos la hipotesis b) permitiendo que algun 
B~ pueda sel' vaclo, resulta evidente que U B~ = 0, de modo que 

Eoz 
poniendo: 

B1 = 0, B2 ={iCI, b}, B3={c, d, Ie}, Ai=Bi(i=l, 2, 3) 
(a, b, c, d, e, todos distintos), se'tendria: Z = 3, J = 2 

y: 

Ba=3 

Z":::'7+ 2=1+2=3 

a) B3>Z-J +2 

c) J=2 

i = 1, 2, 3 

3 -3-

U Ai =5>O= UBi 
i~l i~l 

3. - Si sustituimos la hip6tesis c) porIa 11111S debil: c') J > 1, 
tomando: Al=Bl={a}, A2=B2 ={b, c, d, e} (n, b, e, d, e, to
dos distintos), tenemos: 

a) B2 =4>3=Z-J+2 

b) B i ¥=0 i=1,2 

c') J= 1 

d) Ai < B .. i=1, 2 
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pero: 

~- ~2 

U Ai=5>4= rrBi 
i-I i~1 

4. - Permitiendo, pOl' ultimo, la existencia de alg{m ~ € Z 

tal que IB~ < A~ 
y tomando: 

A1 ={a, b, e}, B1 ={a, b}i A2 =B2 ={d, e}, 

(a - e, todos diferentes), se tiene: 

a) Bl = 2 > 2 = Z - J + 2 

b) Bi¥=0 
c) :1-2 

y sin embargo: 

i=1,2 

2 2 

U Ai=5>4= UBi 
i~1 i-I 

Ademas como afirmamos al comienzo:, 

Teorema 6. - E1 teorema 5 imp1ica e1 teorema 4. 

Demostraci6n. - Si {A~h E z, {Bd ~ E Z, Z =/= 0 son dos fa
milias de conjuntos tales que: 

A; < B; para todo ~ € Z (1) 

B~ > 2 jJara todo ~ t: Z 

entonces: 

a) Como Z - J = 0, la hipotesis a) surge de que Z ¥= 0 y 

B; > 2 para to do ~ € z. 
b) Como B~ > 2, es B~=/= 0 (para todo ~ t: Z). 
c) Como en el caso Z = J = 1 el resultado sale trivialmente, 

basta analizar el caso en que se cumple c). 
d) La hipotesis d) del teorema 5 se cumple pOI' (1). 
Luego, . pOl' el teorema 5: 

U A~<IIB;. 
EEZ Eez 
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§ 3. EL TEOREMA 5 TMPLICA EL AXIOMA DE ELECCION 

Teorema 7. - El teorema 5 implica el axioma de eleccion .. 
Demostraci6n. - Sea {BI;} 1; E Z, Z -:-/- 0, una familia arbitra

ria de conjuntos no vados. Definase J de la manera siguiente: 

Tomese ademas AI; = Bl; para todo ~ t: Z. 

1. - Supongamos que J > 2. 

En este caso se cumplen las hipotesis b), c) y d) del teorema 5. 
Sea q no E Z (1) Y x, Y elementos distintos tales que x, y no t: Z - J; 
definamos: 

Aq=Bq=(Z-J) U{x, y} 

Es evidente que las hipotesis b), c), d) continuan siendo vali

das para la familia {Bd l; E Z U { q } ; pero ademas se cumple -pa
ra esta familia- la hipotesis a) del teorema 5. Luego por dicho 
teorema: 

de donde: 

2 < U Al; ~ UAl; < II Bl; 
Eez Eez U { q} Eez U { q} 

IIBl;-/=O 
Eezu {q '} 

Entonces obviamente: 

(1) En una teoria axiomatica de tipo Zcrmelo-Frenkel la existencia, para 
todo conjunto Z, de un elemento q tal que q no e Z es iacilmente demostrable. En 
cambio en el easo de una teoria del tipo Von Neumann-Bernays-Godel es noee
sario pedir que Z sea una clase diierente de la elase universal V, para que 
esta eondici6n se cumpla. 
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2. Sea J = 1. 
En este caso existe un umco ~1 E Z tal que B~l > 2, es decir, 

B~ =1 para todo ~ E Z - {~1}' Definamos: 

fa) = el unico elemento de B-; (2) si ~ E Z - {~1} 

fal) E B-;l 

Es evidente que f es un selector de la familia {B-;} !; 8 Z, 

esto es, que if Ell B-;. 
~eZ 

3. - Sea J=O. 

Entonces basta definir: 

f(~) = el unico elemento de B; (2) para todo ~ E Z para 
obtener, como en el caso anterior un miembro de 11 B;. 

Eez 
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