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RESUMEN: Se considera el potencial coulombiano cortado en el origen y en 
el infinito. Se estudian los polos de Regge para la energía tendiente a infinito 
y cero. Se puede verificar de esa manera que: el comportamiento para energías 
grandes está determinado por los valores del potencial a distancias pequeñas, 
mientras que el comportamiento a baja energía está determinado por valores 
del potencial a distancias grandes. Se dan también argumentos generales que 
demuestran dicha proposición y que permiten proponer la forma de la trayectoria 
para los distintos potenciales considerados. 

ABSTRACT: The coulombian potential cut at zero and at infinity is studied. 
Regge's poles are obtained for the energy tending to infinity and to zero. It 
can be verified in this way that the behaviour for high energies is determined 
by the potential values for short distances, while the behaviour for low enero 
gies is determined by the potential values for large distances. General argu
ments are also given that demonstrate such statement and that allows us to 
anticipate the shape of the trayectories for the different potentials considered. 

INTRODUCCION 

Es sabido que una de las herramientas matemáticas para estu
diar las propiedades analíticas y asintóticas de la matriz S y de 
otras magnitudes físicas relacionadas) es posponer la cuantificación 
del momento angular formalmente y considerarlo no sólo como una 
variable continua sino aún como compleja. 

Dentro de esta técnica ocupa lugar preponderante el estudio
de las trayectorias de los polos de Reege para distintos potenciales. 
Estos polos pueden considerarse como autovalores de la ecuación 
de Schrodinger, donde el problema de autovalores, generalizado del 
correspondiente a los estados ligados para 1 (impulso angular) y k 
(raíz cuadrada de la energía) físicos, se define éGmo sigue: 

"Para un k determinado, imaginario positivo o real positivo, 
encontrar un ·Z tal que la ecuación: 

[ _ ~ + V (r) + 1 (Z + 1) _ k2 ] >It (r) = O (1) 
dr2 r2 
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. tenga una solución que se comporte en el origen como rl+l y en el 
infinito como exp ( ikr) ." (1). 

De esta manera queda definida l = a (k), las trayectorias de 
Regge si se cumplen ciertas relaciones sobre el potencial V (r), a 
saber: 

(A; f r V(r)dr ~ JI! 
o 

(B) J r2 V(r)dr ~ N 

u 

(A) garantiza que el comportamiento en el origen va a estar 
dominado por el término l(Z + 1)/r2 y por lo tanto que habrá 1301u
ci¿nes en ese punto que se comporten como rl+l y r- l • 

(B) garantiza que en el infinito habrá soluciones de la forma 
exp(ikr).y exp(-ikr). Esta condición no se cumple para el potencial 
cuolombiano pues si V (r) = 2 y /r entonces las soluciones de 1) se 

comportan como exp (ikr + i X ln2kr) y exp (--,ikr - i kY Zn 2 kr), . k 
hay que cambiar consecuentemente la definición del problema de 
autovalores. 

Las trayectorias de Regge han sido estudiadas para el poten
'Cial de Yukawa numéricamente (2), para el pozo de potencial nu
méricamente (3) y analíticamente (4), para el potencial coulombia
no analíticamente (5). 

En este trabajo consideramos el potencial coulombiano modifi
-cado mediante un corte ya en el origen ya en el infinito. En las dos 
primeras secciones estudiamos los polos de Regge para k --+ 00 Y 
.k --+ O respectivamente. Se podrá verificar de esa manera que-: 

a) el comportamiento para k tendiendo a infinito está deter
minado por los valores del potencial V (r) para r menor que un ro 
arbitrario. 

b) el comportamiento para Ir, --+ O está dominado por la forma 
del potencial para r grande. (6) 

En la sección (3) damos argumentos generales que demuestran 
a) y b), también estudiamos en qué casos los polos de Regge pue
den tender a infinito. 



-157-

En la sección (4) usamos los resultados de las secciones ante~ 
riores para proponer la posible forma de las trayectorias. Para un 
potencial coulombiano cortado en el origen y en eÍ infinito obte
nemos, dentro de lo plausible de los argumentos usados, que la tra
yectoria tiene un lazo en el semiplano de la derech;1 de l de tal mo
do que para un mismo valor del momento angular (yen una mis
ma trayectoria) puede p~oducirse dos resonancias· para distintos 
valores de la energía. 

La notación en este artículo corresponde a la usada por J ahnke 
& Emde (7) para las funciones de Bessel, y a la de referencia (8) 
para las funciones de onda en un potencial coulombiano. La mayo
ría de las propiedades analíticas usadas están en esas tablas. 

Sección (O) 

Vamos a considerar los potenciales coulombíanos cortados· atrac
tivos definidos como: 

. ( 

=0 r> a 

V2 (r) =_ 2y 
r 
2y 
a 

r>a, 

Definimos la solución irregular de (1) como aquella que satis
face la condición de contorno en el infinito es decir 

lim f (l, k, r) exp ( - ikr) = 1 

lim f(l,k,r)exp(-ikr-i-~-ln2kr) =1 

y la solución regular .p (l, k, r) que satisface la condición de contor
no en el origen: 

lim .p (l; k, r) r- Z- 1 = 1 
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Si l es un autovalor de (1) entonces las soluciones regular e 
irregular deben ser la misma función salvo una constante, es decir 
construyendo el wronskiano de las dos soluciones: 

W [f(l,k,r), cf>(l,k,r)] =0 (2) 

En el caso de potenciales cortados es cómodo resolver (2) en 
el punto de corte a pues de esta manera solo es necesario conocer 
f(l, k, r) para r;;:: a y cf>(l, k, r) para r::::;; a. 

En el potencial V1(r), f(l, k, r) para r;;:: a es idéntica a la so
lución correspondiente a una partícula libre, es decir: 

f(l, k, r) . = A (kr)'12H<1) ~+'Is (kr) r;;:: a 

mientras cf>(l, k, r) para r::::;; a es la función de onda de Coulomb 

ip(l,k,r) = B.F¡ ( ~ , kr) ver ref. (7), (8) 

Para el potencial V 2 (r), f(l,k,r) en la región r;;::a es la solu
ción correspondiente al potencial coulombiano que se comporta en el 

infinito como la función exp( ikr + i } ln 2 kr). En la notación de 

(8) es: 

f(l,k,r) =C[F¡ (-l/k, kr) + iG¡ (-l/k> kr)] 

mientras 

cf>(l,k,r) =D.(r)'/s/¡+,/. (Vk2+ 2; .r) 
Sección (i) Comportamiento para I k I ~ 00 

Tomemos en primer lugar el potencial V 1 (r) 

W[(kr)'/' H(1)~+4kr), F~ (--y/k, kr))'·_a = O (3) 

La expresión asintónica de F¡ (- y/k, ka) válida si ka> > y/k 
y ka» l2 es: 

F~ (7J' p) ::::::: U¡ sen ®~ + V¡ cos ®¡ 7J = - y/k; p = ka 

®~ = p - 7J ln 2 p -Tnr/2 + /T~ 
/T¡ = arg l' (l + 1 + i7J) 

U ¡ + iV ¡ = 1 + (Í7J - l) ~ ~ + l + 1) + 
~p 

+ (i7J-l) (i7J-l+l) (i7J-l+1) (i7J +l+2)+ 
2!(2ip)2 
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Para H(1)¡+'/, (ka) la expresión asintótica válida si ka» l2 es: 

'(ka H ¡+1/, a = ~- - exp Ha + ----o - + ) (1) (k) . ¡ 1 ('1) [1 l(l + 1) 
-2~ka 

l(l-1)(l+1(l+2) + .... ] 
+ 2! (- 2 ika) 2 

Reemplazando en (3), y agrupando términos obtenemos una serie 
de la forma: 

..... ] + exp (-2i®¡) [{30 + ~~+ 

{32 
+ (ka)2 + ] = O 

Observemos que las ecuaciones a resolver son las mismas tanto 
si hacemos tender a -)- 00 manteniendo k fijo (distinto de cero) o ha
cemos tender k -)- 00 manteniendo a fijo. Esto por un lado corro
bora la proposición a), por otro lado permite obtener expHcitamente 
los polos de Regge para k cualquiera distinto de cero en un poten
'cial corta,do a una distancia suficientemente grande. 

En orden cero obtenemos: 

exp ( - 2 i® (l, k)) = O 

i:lS decir 

r(l+l+iy/k)/.r(l+l-iy/k) = O 

Esta ecuación es idéntica a la que determina los polos de Regge 
<en un potencial coulombiano puro (5) : 

l=-n-1 + y/k (n es un n Q entero que caracte
riza la trayectoria). 

Es decir las trayectorias del potencial cortado tienden cuando 
a -)- 00 a las trayectorias del potencial coulombiano puro. Además 
este límite es uniforme en cualquier intervalo de k que no contenga 
el origen. También demuestra esta fórmula que para cualquier va
lor de a las trayectorias de ambos potenciales, cortado y puro, tien
den para k -)- 00 a los enteros negativos. ' 
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En primer orden el resultado obtenido es: 

exp (2 ika+ 2 iy/k lit 2 ka). exp(Y7l/k) 1 
2 n ! r (- n + 2 i y/k) . ka 

y para energías negativas, k = ik 

1 = _ n _ 1 + /k _l. exp (- 2 ka - 2 y/k ln 2 ka) . ~ 
y k 2 n! r (- n + 2 y/k) ka, 

Los términos sucesivos de aproximación pueden hallarse sin 
ninguna dificultad pero no introducen modificaciones significati
vas en las trayectorias. 

Para el potencial V 2 (r) la ecuación a resolver es: 

ww:r hH. (¡ll:lT/a+k2. r), F¡ (- y/k, kr) + 
+iG¡(-y/k,kr)]a=,'=O (4) 

Los comportamientos para I k I ~ 00 son 

F¡ (-y/k,kr) +iG¡ (-y/k,kr) ~Aexp (ikr) 

¡Ir J¡+I. (V2T/a+k2.r) ~B [exp (ikr) -exp (-ikr)] 

Reemplazando en (4) la ecuación resulta incompatible. Esto sig
nifica que para I k I ~ 00 las trayectorias de Regge no terminan en 
ningún valor finito del plano complejo l y por consiguiente se van 
a infinito. Notar que la ecuación (4) es continuable analíticamente 
en el semiplano Rel < -lh por lo tanto sus soluciones en esa re
gión determinan la prolongación correcta de las trayectorias de Regge. 

Para obtener como tiende l a infinito explícitamente, es necesa
rio usar las expresiones asintóticas de F¡, G¡, Y J¡+1/2 cuando ambos 
k y l son grandes. 

Sección 2. Comportan~iento para I k I ~ O 

En el caso del potencial Vi (r) tenemos que hallar el compor
tamiento de F¡ (- '1, p) cuando '1 ~ + 00, p ~ O, '1 P = cte 
y de ¡Ix H¡+l/. (x) cuando x ~ O 
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El primero se obtiene mediante un desarrollo de F~ (r¡, p) en 
funciones de Bessel 

'" 
F¡ (-r¡,p) =C p¡+l [~210+1 (2r¡p) + ~ P.(r¡) ~210-' (2r¡p)] 

8-1 

donde 

~ .. (z) = z-n/2 J .. (2 ¡IZ) 

4r¡2 Pl=l ; 12r¡2P2=-1; (4,.,2)2{3p,= 

= 1 (l + 1) /2; 4 r¡2 (s + 1) P. = (2 1 + 1 - s) P. -2 -P. -3 , s ~ 4 

El segundo se obtiene a partir de 

~ 

IJ1~+l/. (x) = sen (l + 1/2) 7f' [exp (- (l + 1/2) i7f') 

J¡+l (x) -J-¡-l (x))' . 
2" 2" 

00 (_1)"' x \ 2", 

Jp (x) = (x/2)P k:O k ! «p + k) ! ( 2- ) 

Reemplazando en la ecuación a resolver vamos a obtenerunao 
serie en potencias de k igualada a cero. De allí puede obtenerse los 
polos de Regge para k = O que en función de y a resultan: 

. l 1 
SI o> --2-"-

. 1 
si lo <--2 

(i) 

(ii) 

Es interesante comparar este resultado con el obtenido en (4) 
para el pozo de potencial pues ambos potenciales son idénticos más: 
allá del corte y por lo tanto de acuerdo con b) deben comportarse 
de manera similar para k = O. 

Las ecuaciones que permiten obtener los polos de Regge para 
el pozo son: 

J10_1/.(ff a) = O 

. JiO+3" <VV a) = O 

. 1 1 
SI o> - - -

2 

. 1 . 1 
SI 0<-2 
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La semejanza de estas ecuaciones con (i) y (ii) garantiza que 
-el comportamiento de las trayectorias en ambos casos sea similar, en 
:particular se deduce en nuestro caso como en (4) que: 

Las soluciones de (i) y (ii) son todas reales, simples y tienden 
.asintoticamente a los enteros negativos (tanto para l ~ 00 como 
cuando 'Y a ~ O). El n Q de soluciones para l > -1/2 es igual al nQ 

,de ceros de J1 (x) para O ~ X < V B ra· 
El siguiente paso es estudiar como se separan las trayectorias 

,del eje real cuando k crece a partir de cero. El omportamiento es 
nuevamente similar al obtenido en (4). Newton (10) demuestra que 
'el orden de contacto de la trayectoria con el eje real en k = O es 
,el mismo para cualquier potencial que cumpla (A) y (B) Y que sea 
nulo para r > ro. Un argumento simple que demuestra eso es el si~ 
guiente: la ecuación a resolver (2) es: 

W [4> (l,k,r),J1+I/,(kr)Vlcr] ..:-exp( (l+ !) i7r) W [4> (l,k,r), 

J _L,/,(kr) 1/ kr] = O 

Como 4> (l, k, r) y J ± (1+'/.) (kr) son funciones reales para le 
y l reales y J¡I+'/.1 (kr)/ J _[!+'/. ¡ (kr) ""' kI21 +1 ! para k ~ O 
podemos poner la ecuación de la forma: 

W (l, k) = R (l, k) + k121+11 1 (l, k) = O (4) 

donde R (l, k) es real e 1 (l, k) = O (1) para k ~ O. Es obvio en
tonces que en las derivadas parciales om W / o ls o k n en k = O, 
l = lo no va a contribuir 1 (l, k) mientras n < 12lo + 11 . Por con
;siguiente la derivada enesima de la función implícita l (k) defini
da por (4) va a ser real mientras n < 1 2 lo + 1 1, lo que quiere de-
<cir que l (k) puede escribirse como . 

..a.onde n < 1 2 lo + 1 1 

€ (k)/k" ~ O 

a.¡ son reales 

.. 
l (k) = ~ a.¡ k" + € (k) 

i~O 

Luego en primera aproximación para k creciendo a partir de 
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'Ccro el incremento de la parte imaginaria de l es igual a la parte 
imaginaria de € (k) mientras el incremento de la parte real es pro
porcional a k luego: 

b.lmlj (b.Rel)"~O para k~O 

.ecuación que nos da el orden de contacto en k = O. 
Eh cuanto al potencial V 2 (r) tenemos que hallar el límite de 

la función G1 (1] , p) + i F 1 (1] , p) cuando k ~ O. El resultado es: 

Si tomamos el límite por valores de k reales y buscamos. un 
autovalor l entonces hay dos posibilidades: 

a) existe alguna solución real y acotada 

h) sólo Il I = 00 es solución 

Podemos desechar a) usando el siguiente argumento: en la ecua
;(lión a resolver separamos parte real e imaginaria e igualamos am
has a cero, resulta: 

w [ep (l, 0, r), ir J 21+1 (jlg.¡;-.)] = ° 
W [ep (l,0,r),yr N 21 +1 (YSTr)] =0 

Para que' estas dos ecuaciones sean compatibles deben ser las 
funciones J 21 +1 y N21 +1 linealmente dependientes, lo que es absurdo. 

Sección 3 

Vamos a considerar ahora algunos argumentos heurísticos por 
los cuales podemos generalizar resultados de las secciones anteriores. 

En primer lugar en la ecuación (2) 

W [ep (l, k, r) , f (l, k, r)] = ° 
si hacemos tender k ~ 00, como se cumple que f (l, k, r) ~oxp (ikr) 
independientemente de la forma del potencial (11) resulta que toda 
la información sobre este proviene de cp (l, k, r); la cual a su vez 
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dado que está definida por una condiciÓn de contorno en el origen 
depende del valor del potencial en el intervalo (O, r). Por otra par
te r puede tomarse tan pequeño como se quiera, luego el comporta
miento para k -+ 00 está estrictamente determinado por la forma del 
potencial en un entorno del origen. 

Para el comportamiento en k = O no podemos esperar un resul
tado tan fuerte pues el potencial coulombiano cortado V 1 (r) es idén
tico al pozo de potencial para cualquier r mayor que el corte y sin, 
embargo los polos de Regge en k = O difieren, En cambio podemos 
afirmar que si el potencial es para r mayor que un ro arbitrario, 
idéntico al potencial coulombiano las trayectorias deben irse a ,00 

para k = O pues en el argumento de la sección (2) para V 2 (r) lo. 
único que se utiliza de cp (l, k, r) (que depende de la forma del po
tencial para r < ro) es que es una función real para 1 :y k2 real. 
Para cualquier potencial, por el contrario, que tienda a cero más. 
rápidamente que 1jr2 podemos decir que cuando 1-+ 00 

y por lo tanto las soluciones de la ecuación de Schrodinger serían: 

f (l, k, r) ={:r H(1)1+1/, (h) 

cp (l, k, r) =vr Jl+l/,(kr) 

luego el wronskiano no se anula para ningún valor de k y 1 incluso. 
k= O. Si le =7= O por supuesto la trayectoria de Regge no puede irse' 
a 00 con ningún potencial que se anule en el infinito pues 

1 (1 + 1) j r 2 + k2 > > V (r) para cualquier r si 1--+ 00 

Estos argumentos obtenidos haciendo aproximaciones directa
mente en la ecuación diferencial, pueden ser expresados de una ma
nera más rigurosa recurriendo a las ecuaciones integrales que satis
facen cp (1, k, r) y f (1, k, r). De esa manera, sin embargo, se pierde
mucho de la simplicidad y transparencia que tienen. 

Sección 4 

Los resultados de las secciones anteriores, sobre todo ,las propo
siciones a) y b) demostradas tienen la particularidad de relacional" 
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el comportamJento local del potencial con la forma de las trayecto
rias de Regge. Como éstas a su vez determinan las resonancias y los, 
estados ligados correspondientes nos encontramos. ante la posibili
dad de estudiar qué cambios produce en el espectro de autovalores
de un cierto potencial el modificarlo localmente en el origen o en 
el infinito. Como ejemplo podemos tratar de hallar las trayectorias: 
para los potenciales V1 (r) y V2 (r). El primero es un potencial 
coulombiano cortado en el infinito de tal modo que sus trayectorias: 
serán idénticas a las del potencial coulombiano para k tendiendo, 
a infinito, mientras en k = O van a asemejarse a las del pozo de po
tencial (ver Fig. ii trazo lleno), si ahora unimos en la manera más 
simple esas porciones (trazo punteado) obtenemos aproximadamente 
la trayectoria. 

Para V2 (r) el procedimiento es similar, conocemos el comporta
miento para k -+ O, como el potencial coulombiano, y para k -+ 00" 

como el pozo (Fig. iii trazo lleno) uniendo resulta la trayectoria 
de la figura. 

Más interesante es considerar un tercer potencial: 

V g (r)=-2y/a para r ~ a 

=-2y/r para a < r ~ b 

=0 para b < r 

Este puede considerarse en primer lugar como el potencial 
V 2 (r) cortado en el infinito. Ya se conoce el efecto que produce cortar' 
de esa manera el potencial coulombiano, a saber, que la trayectoria en 
vez de irse a infinito para k = O y luego aparecer en el semiplano 
de la izquierda, termina en un valor finito para energía cero, sale·· 
del eje real y atraviesa el primer cuadrante antes de aparecer en 
el semiplano de la izquierda. Se puede suponer que en este caso ocu
rrirá el mismo tipo de modificación .y que por lo tanto la trayec
toria tomara el aspecto de la figura iv. 

Pero además el potencial Vg(r) puede verse como una modifi
cación de VI (r) en el origen y por lo tanto su trayectoria debe ser 
obtenible a partir de la correspondiente a este último mediante una. 
deformación idéntica a la que permite obtener la trayectoria de
V2 (r) a partir de la coulombiana. En la figura se ve que al pasar 
de (i) a (iii) se produce la misma modificación que al pasar de" 
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(ii) a (iv). Es decir la trayectoria obtenida anteriormente es com-
patible con esta nueva consideración. 

Pero todavía podemos hacer tender b --+ a de tal manera que
este potencial se convierta en el pozo, en este caso tiene que ser po
sible una deformación continua de la trayectoria correspondiente a 
V 3 (r) hasta que coincida con la del pozo. Esto es obviamente posi
ble con sólo hacer que el lazo que aparece en la trayectoria tienda; 
a cero. 

Todo esto conduce a pensar que la forma de la trayectoria di
bujada en iv es la forma correcta para el potencial coulombiano cor
tado en el origen y en el infinito. 

Como resultado interesante se observa que para V 2 (r) puede 
haber en una misma trayectoria y para un mismo impulso angular
un estado ligado y una resonancia lo cual en V 3 (r) se transforma 
en 2 resonancias posibles. 

Agradezco al Dr. Bollini por sus importantes sugerencias y ayu-
da y por haber sido él quien orientó este trabajo. 
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