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UNE PROPRIETE DES RACINES DE L'UNITE 
par J.Dieudonne 

Ved~cado al P~o6e6o~ Albe~to Gonzalez Vom~nguez 

1. Soient p un nombre premier. wl .w 2 •...• wr (r < p) des racines 

p-emes de l'unite. deux a deux distinctes. et soient 

r entiers. M. Morgenstern. assistant l la Faculte des Sciences 

de Nice. a conjecture que Ie determinant 
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n'ftst jamais nul. Je me propose de donner une demonstration de 

cette conjecture. 

2. Considerons Ie polynome en x l .x 2 •...• x r 
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II est clair que", (x l .x 2 •...• x r ) est divisible par Ie determinant 

de Vandermonde V(xl •...• x ) = TT(x.- xi) et que Ie quotient 
r i < j J 

F(x l .x 2 •...• x r ) est un pOlynome a coefficients entiers. II s'agit 

de prouver que F(w l .w 2 •...• wr ) # 0; or. les wk sont des puissances 

d'une racine p-~me primitive ~ de l'unite. donc F(w l ,w 2 ' ...• wr ) 

s'ecrit comme pOlynome ~(~) de degre ~ p-l en ~. a coefficients 
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entieps; si lIon avait ~(;) = D, on aurait done, vu l'irreduetibi 
A _ (p-l p-2 -lite du polynome cyclotomique, ~(x) - A. x + x + ••• + 1) , 

ou A est un entiep; par suite ~(1) = FC1,1 , ... ,1) serait di.visi­

ble par p, et tout revient a voir que crest impossible. 

3. Or, de fa~on generale, eonsiderons r fonctions d'une variable, 
f l , f 2 , ..• , fr ' indefiniment derivables; alors , pour 

Xl < x2 <; ••• < xr reels on peut eerire Ie determinant 

fl(X I ) f 2 (x l ) 

f l (x 2) f 2 (x 2) 

f2 (x ) . . . f (x ) . r r r 

comme produit du determinant de Vandermonde V(x l , ... ,xr ) et d'un 
determinant de la forme 

£1 (;1) f 2(;I) f r (;I) 

fJ. (;2) f2(E;2) f~(;2) 

1!2!3! •.• (r-1)! 

f(r-l)(E; ) 
1 r f~r-l) (;r). f(r-l) (E; ) 

r r 

0\'1 les E; j sont compris dans I I intervalle d I extremi tes Xl et Xn,( 1) 

Appliquant cela au polynome (1) et faisant tendre les x. vers 1 , 
J 

on ohtient 

(l) Voir G.POLYA und G. SZEGO, Aufgaben und Lehpsatze aus dep 
Analysis, vol. II, p. 54 et 240 (Berlin (Springer), 1925). 



(2) F(1,l, ... ,1) 

1 !2!3! ... (r-l)! 
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et comme r < p, il suffit de montrer que Ie determinant du second 
membre n'est pas divisible par p. Mais par combinaison de lignes. 
on voir aussitot que ce determinant n'est autre que Ie determinant 
de Vandermonde V(m1 ,m2 ••.•• m) = TT(m.-m.). qui ne peut ~tre di-

r i<j J 1. 

visible par p. 
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