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I. INTRODUCCION. 

Sea K un espacio de Hilbert complejo y separable con producto in
terno (.,.)y norma II.II K y consideremos el espacio de Hardy Hi de 
las funciones (anallticas) de cuadrado sumable en aD (D = 

= {z: Izl<1}) con valores en K. Es decir, Hi es el espacio de las 
(clases de equivalencia de) funciones F:aD + K tales que: 

1) (F(e ix), <1» E H2 (espacio de Hardy esca~az'), para to do 
<I> E K , 

2) 

con la relaci6n de equivalencia usual F1 - F2 si Y s6lo si 

2 
HK es un espacio de Hilbert complejo y separable con producto in-
terno 

( I ix ix / F ,G ) = (F (e ), G (e )) dx 211 
an 

y las funciones Hi pueden extenderse de manera natural a funcio
nes anallticas en D con valores en K (indicaremos la extension a
nalitica de F E Hi mediante F(z); ver detalles en 5). 

2 Un 8ubespacio inva~iante de HK es, por definicion, un subespacio 
cerrado M tal que SM eM, siendo S el operador "multiplicacion 
por e ix1 •• 

* Este trabajo ests parcial mente subsidiado por Grant GP-14255 
de la National Science F(~ndation. 
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El subespacio (obviamente cerrado) K = ~ es invariante bajo S# 
el adjunto de S. Sea T el adjunto de S#, considerado como opera
dor en K; es facii verificar que T es una contracci6n completamen
te no unitaria de K. La afirmaci6n inver-sa es tambi€n cierta; dio. 
cho en forma mas precisa: "Toda contracci6n completamente no unit.!! 
ria de un espacio de Hilbert separable y complejo es unitariamente 

equivalente a un operador T del tipo descrito, operando en el com
plemento ortogonal de algun subespacio invariante". (ver: 8, capf
tulo III). 

Sobre esta base, BelaSz.~Nagy y Ciprian Foias, han desarrollado 
el siguiente calculo funcional: 

Sean K Y T como antes, y seaU E Hoo (espacio de las funciones ana
Ifticas uniformemente acotadas en D); para F E K, definimos 

(1) u(T)(F) = P(uF) 

siendo P la proyecci6n ortogonal de H~ sobre K. (En particular, 
se tiene que: TF = P(zF) = P(SF)). 

La aplicaci6n u(z) + u(T) es un homomorfismo de' algebras de Hoo en 

el conjunto de los operadores acotados en K, con las siguientes 
propiedades (8, cap. III): 

(1) u(T) es l1mite fuerte de. polinomios en T, Y 

lIu(T) II .;;; Ilu(z) II"" 

2 (11.11 indica la norma de un elemento de HK, 0 bien, como en este 
caso, la norma de un operador en K). 

(i i) Si {u } es una sucesi6n de funciones uniformemen-
n 

te acotadas que convergen, en casi todo punto (c. 
t.p.) d~ aD a u(eix)(valo~eslimites de u(z)), en 

tonce's un(T) converge fuertemen te a u (T) • 

(iii) Si li(z) = u(z), entonces u(T)'" = li(T*). 

(aquf T* indica el adjunto del operador en K). 

Las propiedades de u(T) dependen obviamente del subespacioinvaria!!. 
te M, y han sido objeto de estudio por varios autores. Por ejemplo, 



187 

D. Sarason (7) se ocupo del caso en que el "espacio base" K tiene 

dimension uno', lcigrando, el siguiente resultado: "Sea L un opera

!iorlineal y continuo en K; entonces, L conmuta con T si y 5610 

si existe una fl1l'l.ci6n u E HOOtal que L = u(T)". 

El resultado.mlis general de es:te tipo file estu!iiado, por variosa!! 

tores, entre ellos SZ.-Nagy y Foias (9; ver tambien 2 y 4). 

En (3), Paul A. Fuhrmann anali za las propiedades es,pectrales de 

u(T) para el caso en que dim K = N < 00. 

Algunos resultados de (3) a dmiten una extensi~n bastante natural,' 

no para el caso mlis genetal, pero 51:' al menos para un espacio K 

de infinitas dimensiones y un subespacio invariante de tipo res

tringido, a saber: 

2 
DEFINICION. Sea M un subespaaio invariante de HK para e~ aua~ 

2 e:r:iste una funai6n (es.aa~ar) in.terior q ta~ que oHK eM En ta~ 

aaso. diremos que M es un subespaaio IN. 

II. ANALISIS ESP~CTRAL. 

Los subespacios IN han sido estudiados en la tesis del autor (6), 

y de aUi tomamos el siguiente re,sultado: 

PROPOSICION 1. Si M es un subespaaio IN. entonaes e:r:isten un oP!: 

rador interior U(es deai'1'. U es una funai6n definida en a. t.p. de 

aD. aon va'Zo'res en Zos operadores unitarios de K. ta~ que 

U(e ix )</> E Hi • para todo ~ E K) y una funai6n interior q. taZes que: 

(i) M 2 
= U~ , Y U esta un:lvoaamente dete'rminado por M. 

a menos de un faator unitario aons'tante a dereaha • 

(ii) qH~ eM. y pq E Hoo 
• para toda fun&i6n interior p 

2 
taZ que pHK eM. 

El 9perador interior U es el operador IN de M y q es la funcion 

interior minimal (FIM) del subespacio. Algunos de los resultados 

que siguen pueden probarse exactamente como en (3), de 'modo que £ 
mitiremos su demostraci6n. 
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LEMA 2. Sea M = UH~ un subespacio inva:riante de H~ y U su ope:ra

do:r inte:r"io:r (no necesa:riamente IN). Si u(T). (u(T"'). :resp.) tie

ne inve:rsa aeotada en K. entonees e:r;iste c5 > 0 tal. que 

-1 -1 
donde IU (z) UK se define igua1.. a ee:ro si U(z) no es inve:rtib1.e 

en K. pa:ra todo ZED. (3. teo:r. 2.3) 

LEMA 3. 

LEMA 4. 

(i) Sean M y U eomo en e1. 1.ema 2 y sea M = UH 2 donde - - -1 K' 
U(z) = U",(z). y K~M • Entonees. T ope:rando en K es 
uni ta:ri amen te equiva1..ente a Sll ope:rando en K. 

(ii) Si U es un ope:rado:r IN eon FlM q. entonees U es un 0-

pe:rado:r IN eon FIM q. 

Sean M y U eomo en e1. l.ema 2 y sea A E D. 

(i)I E ~p(T"') si y s61..0 si e1.. nae1.eo de U"'(l) es distinto 

de (0). Las autofunciones (no:rma1.isadas) de T'" tienen 

l..a fo:rma [(1-llI2)1/2/(1_Iz)1~. siendo ~ un veeto:r uni 

ta:rio de K pa:ra e1.. eua1. U"'(l)~ = 0 • 

(ii) 1 E !:p (T) si Y s61.o si ker U(l) f O. Las autofuncio

nes (no:rmal.isadas) de T tienen la fo:rma V~. siendo ~ 

un veeto:r unita:rio de K pa:ra el eual U(l)~ = O. Y V e1. 

siguiente ope:rado:r inte:rior: si R es la proyeeei6n 01'

togonal de K sobre ker U(l),b(z,l) es el facto:r e1.eme~ 

tal de B1.asehke (I/lll)(l-Z)/(l-Iz) (I/lll se define i 
gua1.. a (-1) si l = 0). Y 

B(z) = (I-R) + b(Z,l)R 

entonces 

La demostraci6n de este lema esti contenida en los resultados de 
(6, cap. III). 
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TEOREMA S. (a) Sean M y U aomo siempre. Los siguientes enunaia

dos son equivalentes: 

(i) M es un s'\.tbespaaio IN. 

(ii) El nualeo de la apliaaai6n j: u(z) -+- u(T) es distinto 

de (0). 

(iii) E:r:iste una funai6n "no invertible" u E Hoo tal que 

u(T) es invertible en K y [u(T)]-l veT) para aierta 

funai6n v E Hoo
• 

(b) Supongamos que vale (i) y que q es laFIM de M; 

entonaes la aondiai6n 

(2) in f { I u ( z) I + Iq ( z) I : ZED} ;;;. 6 ( 0 > 0 ) 

es neaesaria Y sUfiaiente para que u(T) sea invertible. y que di

gha inversa pueda e:r:presarse en Za forma veT). aon v E Hoo
• 

NOTA. Luego veremos que u(t) puede ser invertible aan cuando no 
se satisfaga (2). 

Demostraai6n. (a) (i) es equivdente a· (ii). Es facil verifi
car que, para una funci6n p E Hoo

, las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

1) peT) = 0 ~ 2) pF E M, para todo F E K; 3) pHic M . 

Por otra parte, ker (j) es invariante bajo multiplicaci6n por e ix 

y w* -cerrado en H 00. Por 10 tanto (ver 5 ,cap. IV), 0 bien 
ker (j) = (0), 0 bien ker (j) = qH OO

, para alguna funci6n interior 
q. (Si q es constante, entonces es obvio que K = (0); supondremos 
que no es este el caso). 

En consecuencia: ker (j) 

igual a q. 
qHOO 

, (0) si y s6lo si M es IN con FIM 

(iii) - (i) y aondiai6n neaesaria en (b): Supongamos que u, 
v E Hoo 

, u no invertible y [u(T)]-l = veT). 

Dado que j es un homomorfismo, tenemos que 
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I = u(T)v(T) = v(T)u(T) = uv(T) , en K 

es decir: F = PF = P(uvF), y por tanto 0 
2 F E K, 10 cual implica (l-uv)HK C M. 

P(l-uv)F, par,a toda 

Ahora bien, dado que Uno es invertible, 1-uv '" O. Si P es el fac
tor interior de (l-uv), entonces 

pH~ = i:lausura [(l-uV)H~l c M 

de donde s'e deduce que M es un subespacio IN, cuya FIM, q, divide 
a p. Luego, existe g E H~ tal que 

uv + qg = 1 

y de aqul se sigue la validez de (2), en caso en que uno es inver 
tible. Si u es invertible en H~, entonces (2) se satisface trivial 

-1 -1 
mente poniendo 0 = II u II ~ • 

En este caso [u(T)1-1 = (u- 1)(T), como es facil verificar; esto de

muestra que si u es invertible, 'entonces la condicion (2) de (b) es 

tambien suficiente. 

Condiai6n sufiaiente en (b). Sea M un subespacio IN con FIM q Y 

sea u E H~ tal que se cumple (2). 

De acuerdo al teorema de ~a aorona. de Garleson (1), existen dos 
funciones a',b E Ho!> tales que 

(3) 'au + bq en D . 

Aplicando j a la identidad (3), se tiene 

1= (au+bq)(T) = au(T) = a(T)u(T) = u(T)a(T) 

(en efecto, bq(T) = b(T)q(T), y q(T) = 0, por las observaciones 

que hemos hecho al principio de la demostracion); por 10 tanto 

[u(T)I-1 = afT) 

(i) .. (iii) Sea A E D tal que q CA) '" 0, y pongamos u(z) = Z-A; es 
evidente que u(z) es una funcion no invertible de" H~, Y que vale 
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(2). Sin embargo, u(T) es invertible en K y su inversa puede es-
cribirse en 1a forma a(T), para cierta funci6n a E H~. Q.E.D. 

Si dim K = N < ~ , entonces e1 determinante de U satisface las 
condiciones: 

1) 

2) 

2 ' 
(det U)HK eM, 

para todo zED, tal que q(z) I O. 

Se tiene asf e1 siguiente 

COROLARIO 6 (teor. 2.3, en 3). Si dim K < ~, entonaes Za aondi

rJi6n (2) de Z teorema E, (b) es neaesa:ria y sUfiaiente para, Ja 
existenrJia de [u(T)I-l. Mas aun, en (2). q(z) puede reempZaaarse 

pOl' det U(z). 

Si u(T) es invertibZe en K, entonaes su inve:rsa puede ex:presar,se 

en Za forma v(T), aon v E H~ 

Usando e1 teorema 13 de (5, cap. VIII) y los resultados de (3), 
tenemos: 

COROLARIO 7. Sea U un operador IN y u E H~. Se tiene que: 

(i) Si 1 E D, Y U(l) no es inOertibZe en K, enton

aes U(l) perteneae a'Z espeatro de u(T). 

(ii) Si, 1 E aD~ U(z) no puede aontinuarse anaHtiaa

mente a z = 1 " Y u puede ,e'xtenderse, en forma" ' 

~o~tinua a D U (ll , entnnaes u(l) perteneae aZ 

espeatro de u(T). 

TEOREMA 8. Sea U un operador IN. Si upuede ser aontinuamenteex

tendida a Za a'Z.ausura de D. entonaes 

LEMA 9. 

r(u(T)) = u(r(T)) 

2 Sea M un subespaaio invariante (auaZquiera) de HK, y 
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u E If", u iF O. Entonces ker u(T) # (0) si y s6lo si existe una fu!!. 

ci6n F E Hi - M. Y una funci6n interior p tales que pF E M y 

jiu E Hoo • 

Demostraci6n. Si F Y P satisfacen las condiciones del enunciado, 
es evidente que PF -# 0 y Que p no puede ser constante; ademas, PF 
y P tambi~n satisfaeen dichas condiciones. Por 10 tanto, podemos 
suponer directamente que F es una funci6n de K, F # O. Entonees 

u(T) (F) P(uF) = 0 si Y s610 si uF EM, 

y esto equivale a decir que pF E M, para algun divisor interior p 
de la funei6n u (p no eonstante). Q.E.D. 

TEOREMA 10. Sea M un subespacio IN con FIM q, y u E HW Entonces, 

ker u(T) ~ (0) si y s6lo si u y q admiten un factor i~terior co

mun, no trivial. 

Demo8traci~. Es claro que si la funci6n p del lema 9 es elegida 
minimal con respecto a la eondici6n pF E M, entonces: pq E Hoo , 10 
eual prueba el enuneiado directo. 

En el otro sentido: si jiq , jiu E Hoo , con p interior, y p , 1, en
toneS's: 

1) Si p q entonces u(T) = 0 y ker u(T) = K • 

2) Si p , q sea Mp {F E H~:PF EM} ; entonces 
Mp es un_subespaeio.invariante (IN) que contiene a M, y su FIM es 
igual a pq (ver 6, cap. II). Por 10 tanto, Mp es estrietamente 
mas grande que M, y si F E M -M , entonees PF es una funei6n de K p 
tal que PF , 0 , y pPF E M. En eonelusi6n: uF = (jiu)pF E M, y por 
tanto, ker u(T) , (0). Q.E.D. 

COROLARIO 11. Sea M un subespacio IN con FIM q, Y u E Hoo, u # O. 
Entonces ker u(T*) # (0) si y s6Zo si u y q admiten un factor inte 

rior comun, no trivial. 

Demostraci6n. Usar el lema 3 y e] teorem1 a 10. 

COROLARIO 12. Sea M un subespacio IN. Entonaes e l espectro "res:!:. 

dual" de u(T) es vac{o, para todo u E Hoo . (igual demostraei6n que 
en (3, cor. 2.10)). 
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III. EJEMPLOS. 

Para terminar, ilustraremos los resultados con dos ejemplos. En 
el primero de ellos veremos que el coroZario 6 no puede extenderse 
al caso en que K es de dimension infinita, ni aun cuando el opera
dor U pertenece al tipo mas restringido de operadores anal!ticos 
para los cuales se puede definir el determinante. 

Probaremos que existe un operador U y una funcion interior u, no 
constante, tales que: 

1) U es IN , Y 
FIM de U = determinante de U(z) 
de Blasch)s.e, 

q(z) es un producto 

2 ) j u (z) j + II U- 1 (z) II ~ 1 ;;. (1 /4) , (z ED) , 

3) inf {juCz)j + jq(z)j: zED} = 0, 

4) uCT) es invertible en K (obviamente, el operador inver
so de uCT) no puede expresarse en la forma veT), con 
v E Hoo ). 

Sea {~n }:=l un sistema ortonormal y completo en K, y definamos U 
como el operador "diagonal" tal que 

n = 1,2, ... 

donde los ceros de los factores de Blaschke elementales satisfacen 

la condicion 0 < r 1 < r 2 < ••• < rn < 1 , y q(z) = n:=lb(z,rn) 
es un producto de Blaschke convergente. 

En estas condiciones, 1) se cumple trivialmente. 

No es dif!cil verificar que (2,Zema 3.2) si D±R son los c!rculos 
cuyas circunferencias pasan por {-l,±iR,+1} ,0 < R < , entonces 
IIU- 1 (z) II~ 1 ;;. R , para todo z en el conjunto: D-{D+R n D_ R} . 

Sea u(z) = n:=lb(z,Ak ) un producto de Blaschke cuyos ceros corre~ 
ponden a puntos de la circunferencia que pasa por los puntos 
{-1,C3/4)i,+1} y satisfacen la condicion 
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o < Re A 1 < Re A 2 < ... < Re A k .,. 1 

Es inmediato que, si An tiende a 1 suficientemente rapido, enton

ces la condici6n 2) sesatisface, independientemente de .c6moes

ten distribu1dos los ceros, r n , de U(z). 

Ahora procederemos a e1egir estos Ceros. 

00 mk . 
Sea ~ = Re Ak ' p(z) =TIk=lb (z,Rk ) , donde {mk } es una suce-

si6n no decreciente de enteros positivos que tiende a +00 10 

bastante despacio para que 

(es decir, el producto p(z) es convergente). 

Por otra parte, no es dif1cil ver que 1a sucesi6n {mk } puede ele

girse de modo que valga 3), es decir, 

inf {iu(z)i + ip(z)i: izi<R} + 0, cuando R + 1. 

ffik ffi k 
Para cada k fijo, reemplazamos b (z,~) por ITh=lb(z,Rkh ), donde 

los valores ~h estan elegidos de modo tal que 

• •• < <: 1 , 

y si q(z) '" ffik 
TTk=l ITh=lb(z,Rkh ), la condici6n 3) sigue valiendo pa 

ra u(z) y q(z). 

S6lo resta verificar 4). Para esto, observemos que 

(sumas di rectas ortogonales), donde 

g (z) = (.1 - r2) 1/ 2/ ( 1 - r z) 
r 

AS1, si F E K, entonces F 

IIFII2 = I:=li c n i 2 < 00', y 
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u(T) (F) 

Es decir •. ·u(T) es un operador normal en K. diagonalizable con res

pecto al sistema ortonorJ.Ilal y completo {gr CPn }:=l ; el n-esimo coe 
ficiente de la diagonal es n 

De esta igualdad y de 1). deducimos que u(T) es invertible. y 
U[u(T)l-lU ~ 4 • 10 cual prueba 4). 

Vayamos al segundo ejemplo. Si M es un subespacio IN con FIM q. 
entonces se sigue de los resultados de (8. cap. III; ver propiedad 

(ii). en la introduaai6n) y de la demostracion del teorema 5 que 
si qr(z) q(rz) (z E D). entonces 

limqr(T) = q(T) = O. (r ... 1) • 

en la topologia fuerte. Ahora bien. aqui qr(T) debe entenderse en 

el sentido del calculo funcional (es decir. "via" la proyeccion p. 
etc.). i.Es posible darle un sentido mas directo a la expresion an 
terior? . 

Esto es posi·ble. al menos para los productos de Blaschke. Si 

donde A1 .A 2 ••..• AN son los distintos ceros de q en D. entonces 

q(z) = m(z)TT~=l(z-Ak)' donde m(z) es cierta funcion invertible de 

H~. y no es dificil ver que qr(T) converge a q(T) = 0 en la topol£ 
gia de la norma; se obtiene asi el siguiente resultado 

COROLARIO 13. Si M es un subespaaio. IN auya FIM es e l produato de 

Blasahke fini to q (z) (aomo fue definido mas arriba), entonaes 
N mk 

ITk=l (T-A k) 0 , siendo este produato un polinomio en T (aomo '2 

perador en K) en el sentido usual. 
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m 
Mas aun, TT:=l (Z-Ak) k es eZ poZinomio "minimaZ" de T. 

Inversamente, si M es un subespaaio invariante y T, eZ operador ad 

junto de SH restringido a K = uL, satisfaae una eauaai6n poZin~mi: 
aa, entonaes M es un subespaaio IN y s·u FIM es un produato de BZa~ 

ahke finito aoneatado aon eZ poZinomio minimo de T de Za manera in 

diaada. 

La demostraci6n completa de este corolario fue obtenida en (6) u
sando argumentos directos; de (6, cap. III) tambien se puede extr~ 
er el siguiente resultado: 

PROPOSICION 14. Sea M un subespaaio IN auya FIM es eZ produato ae 
00 mk 

B"Lasahke q(z) = TTk=lb (Z,Ak), y sea K e"L aompZemento ortogona"L 

de M. Entonaes K admite Za desaomposiai6n 

(suma direata aerrada), 

mk 
donde (Tk-A k) o (Tk indiaa "La restriaai6n de T a Kk ), para 

k = 1,2, ... 

Si, ademas, b(T,Ak) (~/IAkl)(Ak-T)(I-AkT)-l (entendido aomo eZ 
N mk 

"Limite uniforme de "La serie de TayZor!), y TN = TTk=lb (T,Ak), 

entonaes IITNU ,.;;; 1 , para todo N, 

lim TN = 0 , (N + 00) 

en "La topoZogia fuerte. 
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