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ABSTRACT. Let A be the infinitesimal generator of a-cosine func

tion C(·) in the Banach space E, P a closed operator in E whose 

domain D(P) contains the domain of A. Assume that I:c (s)uds ED(P 

for all u E E and t near zero and that lim P Iot C(s)uds = O. Then 
t ... o 

A + P generates a cosine function as well. Several variants and 
related results are discussed. 

1. INTRODUCCION. Una funoi6n ooseno. 0 funoi6n ooseno abstraota 

([6]) 0 funoi6n ooseno operaoionaZ ([7]) en el espacio de Banach 
E es una funci6n t ... C(t) (usaremos tambien en 10 que sigue la no
taci6n C(·)) definida en ] -~,~[, a valores operadores acotados en 

E, tal que C(O) = I Y tal que la "ecuaci6n funcional del coseno" 

(1 . 1 ) -C(s+t) + C(s-t) = ZC(s)C(t) 

vale para todo s,t. Supondremos tambien sin mencionarlo explicit~ 
mente cada vez que C(·) es fuertemente oontinua (es decir, que 
t ... C(t)u es una funci6n continua en E para todo u E E). Tales 
funciones aparecen de manera natural en el estudio del problema de 
Cauchy abstracto de segundo orden; vease a este respecto [Z] y [3] 

Escribimos a continuaci6n algunas definiciones y resultados sobre 
funciones coseno. Estos l1ltimos se deducen de manera mas 0 menos 

directa de la ecuaci6n (1.1); los detalles pueden encontrarse en 
los lugares indicados de [Z] 0 en [7]. Suponemos de ahora en ade
lante que E es un espacio de Banach oompZejo; teE) es el espacio 

* This research was supported in part by the National Science 
Foundation, U.S.A., under contract GP-9658. 
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de todos los oper.adores lineales continuos en E munido de su es
tructura usual de algebra de Banach. La norma de E y la de l(E) 

seran escritas indistintamente I· I. 

PROPOSICION 1.1. C(t) = C(-t) , C(s)C(t) C(t)C(s) para todo 

s,t. 

PROPOSICION 1.2. ([2] ), Lemma' 5.5). E:dsten a01istantes K > 0, 
w ;;. 0 taZes que 

(1. 2) -co < t < co 

El generador infinitesimaZ de C(·) es el operador lineal A defini
do por 

y cuyo dominio D(A) consiste en todos los u E E para los cuales 
t ~ C(t)u es dos veces continuamente diferenciable en ]-00,00[. En 

general, ni D(A) coincide con todo E ni A es acotado; sin embargo, 
D(~) es denso y A es cerrado en todos los casos ([2], Lemma 5.4). 

Ademas C(t)D(A) ~ D(A) Y se tiene 

(1.3) AC(t)u = C(t)Au u E D(A) 

PROPOSICION 1.3. ([2], Lemma 5.6). Si A es un numero aompZejo, 

ReA> w(l) entonaes R(A 2 ;A) = (A 2 I_A)-1 existe, es aaotado y puede 

esaribirse 

(1 .4) AR(A 2 ;A)u = Joo e-AtC(t)udt 
o 

u E E 

Vale tambien la siguiente "reciproca" de la Proposicion 1.3: 

PROPOSICION 1.4. Sea C(·) una funaion definida en [0,00[, a valo

res en l(E), fuertemente aontinua y taZ que (1.2) valga. Sea A un 

operadOr aerrado aon dominic D(A) dense en E taZ que R(A 2 ;A) exis

te para ,A > w. Supongamos, finalmente, que Za iguaZdad (1.4) vaZe 

(1) AqU1 Y en 10 que sigue w es la constante en Proposicion 1.2. 
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para A > w. Entonces t ->- C( It I) es una funci6n coseno, A ."ssu g! 

nerador infinitesimal. 

Para la demos trac ion, yeas e [2], Lemma 5.8. 

Un problema de interes en la teorla de las funciones coseno es el 

de encontrar condiciones necesarias y/o suficientes sobre un oper~ 

dor dado A para que A genere una funcion coseno. Una tal condi

cion, similar al teorema de Hille-Yosida para generacion de semi 

grupos puede verse en ~], p. 27 0 en ~], p. 358 (referimos al 
lector tambien a [3], Theorem 3.1 para una demostracion diferente, 

valida en ciertos espacios vectoriales topologicos). Lamentable

mente esta condicion es diflcil de verificar directamente (observ~ 

se de paso que 10 mismo es cierto del teorema de Hille-Yosida, ex

cepto en el caso de semigrupos de contracciones 0 en casos que se 
reducen a este). Por este motivo es recomendable disponer de re

sultados de perturbacion para generadores de funciones coseno, es 
decir de resultados del tipo "si A genera una funcion coseno y P 

pertenece a una cierta clase peA) entonces A+P genera tambien una 
funcion coseno". El objeto de esta nota es presentar un resultado 

de esta forma (Teorema 2.1), analogo a uno clasico de la teorla de 
semigrupos (vease [5], Corollary 1, p. 398 0 bien [1], Theorem 

VII.1 .19). Varias consecuencias y hechos relacionados se discuten 

luego. 

2. EL RESULTADO PRINCIPAL. 

TEOREMA 2.1. Sea P un operador cerrado tal que D(P) ~ D(A). Su

pongamos que: a) 

(2 . 1 ) It C(s)uds E D(P) 
o 

para todo u E E Y t sUficientemente pequeno; b) 

(2.2) lim P It C(s)uds = 0 
t->-O 0 

para todo u E E. Entonces A+P (con dominio D(A+P) 

una funci6n coseno. 

D(A)) genera 
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Para simplificar la notaci6n definimos 

(2.3) :r (t)u r C(s)uds 
o 

-oo<t<oo. 

Es claro que T es una funci6n continua a valores en £(E) y que 

(2.4) T(-t) = - T(t) 

Haremos uso en lo que sigue del siguiente: 

LEMA AUXILIAR 2.2. T(t)E C D(P) para todo t, t ~ PT(t) es fuerte

mente continua y 

(2.S) lim sup t -llog I PT (t) I .;;; w 
t+ oo 

Demostraci6n. Integrando la igualdad (1.1) con respecto a t en el 

intervale (O,t'), t' > 0 y cambiando t' por t en el resultado obte 

nemos 

(2.6) T(s+t) - T(s-t) = 2C (s)T(t) = 2T(t)C(s) 

para todo s,t (la "ecuaci6n funcional de seno"). 

Escribamos la ecuaci6n (2.6) para s = to/2+h y t t o /2 y luego p~ 

ra s = t = to/2~ Substrayendo la segunda igualdad asi obtenida de 

la primera vemos que 

(2.7) 

Echando mana de la hip6tesis (2.1) y aplicando P a ambos lados de 

(2.7) obtenemos por medio de un sencillo argumento inductivo que 

T(t)E ~ D(P) para todo t. El operador PT(t) - evidentemente cerra 

do - esta entonces definido en todo E; luego es acotado, por el 

teorema del grafico cerrado. Mas aun, usando nuevamente (2.7) pe

ro ahora en combinaci6n con (2.2) vemos que la funci6n t ~ FT(t) 

es fuertemente contina en 1 _00,00[. Finalmente, escribamos nuevame~ 

te (2.6) pero ahora para ambas variables iguales a t/2. Obtenemos 

T(t) = 2T(t/2)C(t/2) 
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Iterando n veces, 

Usando esta ultima igualdad en combinacion con (1 .Z), vemos que 

para t > O. Por el teorema de Banach-Steinhaus y la continuidad 
fuerte de PT('), existe una constante L tal que 

(Z.9) I PT (t) I .;;; L ,0';;; t .;;; 1 (2) 

Sea ahora t cualquier numero positivn_ n el menor entero tal que 
t/Zn.;;; 1. Entonces, 

(Z.10) n < (log t/log Z) + 1 

Pero, comhinando (Z.8) y (Z.9) 

10glpT(t) I .;;; n 10g(ZK) + wt + log L 

10 cual, en vista de (Z.10) implica (Z.5). 

Demostraaion del Teorema 2.1. La llevaremos a cabo modificando Ii 
geramente la del Teorema VIII.l .19 en [1] por 10 cual omitimos mu

chos de los detalles t€cnicos. Comenzamos por definir dos funcio
nes medibles X,~ ~ 0 por las formulas 

(2.11) x(t) = IC(t) I , ~(t) = IPT(t) I , t ~ 0(3) 

De acuerdo a la Proposicion 1.2 y al Lerna auxiliar Z.2 si w' > w 
existe una constante K > 0 tal que 

(2) Para cada u E E la funci6n t + PT(t)u es continua, luego aco
tada; entonces {PT(t); 0';;; t .;;; l} es acotada en £(E). 

(3) La funci6n x(-) es el supremo de la familia de funciones con
tinuas {C(-)u}, u en la esfera unitaria de E. En consecuen
cia X es semicontinua inferiormente, luego medible. La misma 
observaci6n vale para ~. 
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t ;;. 0 

Una condici6n adicional sobre w' sera impuesta mas adelante. 

Acto seguido, definimos una sucesi6n C (0) de funciones en [0, ... [ 
n 

a valores en leE) por la f6rmula inductiva 

C (t) 

(2.13) 

= Jt Cn _ l (t-s)PT(s)u 
o 

Puede demostrarse facilmente que las funciones Co'C l "" definidas 
por (2.13) son fuertemente continuas en t;;' 0 para todo 

n = 0,1,2, ... Y que se tienen las acotaciones 

(2.14 ) *n I C (t) I "(x*w ) (t) 
n 

t ;;. 0 n = 0,1, ... 

donde el exponente *n indica la potencia enesima con respecto al 

producto de convoluci6n. Supongamos ahora - si es necesario aume~ 

tandolo - que el exponente w' en (2.12) satisface 

(2.15) J"'e- wlt w(t)dt = y < 1 
o 

Entonces no es diffcil demostrar, haciendo uso de la desigualdad 

de Young que 

n ;;. 1 

10 que muestra, por comparaclon, que la serie L Cn (·) conve:ge ab
soluta y uniformemente en compactos de [0,"'] a una funci6n C(·) a 

valores en leE), fuertemente continua y tal que C(O) = I. Mas aun, 

/ 

Como la misma acotaci6n vale para las sumas parciales de la serie 

es claro que podemos transformarla Laplace termino a termino para 

ReA> w'. Haciendo uso de esto y del hecho de que la integral de 

Laplace transforma convoluci6n en producto ordinario obtenemos me

diante (1.4) Y la igualdad 
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(2.16) R(A 2 ;A)u = [ e-AtT(t)udt ReA > w' , u E E 

(la cual se obtiene de (1.4) mediante una integracion por partes) 
que 

(2.17) ReA> w' , U E E 

donde 

(2.18) 

y la serie en el lado derecho converge en leE), ya que en virtud 

de (2. 1 5) Y (2. 1 6) , 

Observemos ahora que 

por otra parte, si u E D(A+P) 

que 
D(A), un calculo similar muestra 

En consecuencia, R(A) = R(A 2 ;A+P). Combinando e~te resultado con 

(2.17) y (2.18) y aplicando la Proposicion 1.4 obtenemos que C(·), 
extendida simetricamente a 1- 00 ,00[ es una funcion coseno cuyo gene

rador infinitesimal es A+P, precisamente 10 que se querfa de
mostrar. 

OBSERVACION 2.3. Es interesante notar que la hipotesis (2.2) en 

el Teorema 2.1 - la cual, en virtud de (2.7) equivale apostular 
la continuidad fuerte de t ~ PT(t) en 1- 00 ,00 [ - puede ser substan

cialmente relajada, aunque solo en apariencia. En efecto, basta 

suponer que t ~ PT(t) sea fuertemente medible (con respecto a la 

medida de Lebesgue ~). Observemos primero que, bajo esta hipote

sis, IPTC·) I debe ser acotada en subconjuntos compactos de [0,00 [. 
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Por el teorema de Banach-Steinhaus, basta demostrar qQe IPT(o)ul 
es acotada en compactos para todo u E Eo Supongamos que esto sea 

falso y sea u E E, {tn } una sucesi6n de reales tal que Itnl~a<oo, 

(2.19) IPT(t )ul + 00 cuando n + 00 
n 

Ya que t + IPT(t)ul es una funci6n medible existe una constantc 
M < 00 Y un conjunto e C ~a,al de medida jJ (e) > 0 tal que 

IPT(t)ul ~ M tEe 

Sea, finalmente en = {s; s n ~ 1 , 

E ( - ) 1 . (Uoo ) ~ 1 () ntonces jJ e = 1m jJ k=nen ~ 2 jJ e > o. 
n+ oo 

Pero si tEe , obte-

nemos de la ecuaci6n (2.6) premultiplicada por P que, para una 
constante K conveniente 

K I PT (t) I I u I + M ~ 

para un numero infinito de subindices n, 10 cual s610 seria posi

ble si fuese IPT(t)1 = 00 ,absurdo. Una vez que la acotaci6n de 

IPT(o) I en compactos ha sido establecida continuidad fuerte de 

PT(o) se demuestra como sigue. Dados to y h escribimos la ecua
ci6n (2.6) para s = to+h-t y para s = to-to Combinando las dos de 

sigualdades asi obtenidas, y aplicando P a ambos lados vemos que, 

para cualquier u E E 

Integrando - en el sentido de Bochner - la igualdad precedente en 
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un intervale cualquiera (a,e) , a < S obtenemos 

K,'sup{ i [C(t+h)-C(t)]ui 

It -2a 
+ 0 i [PT(t+h)-PT(t)]uidt 

t o -2S 

10 que demuestra la continuidad fuerte de PT(o). Observese que la 

demostracion precedente es una sencilla adaptacion de un resultado 

similar sobre semigrupos ([5], Lemma 1 0.2.1, Theorem 10.2.3); vea

se tambien [2], Lemma 5.2. 

QBSERVACION 2.4. Se P un operador cerrado tal que D(P) ~ D(A) Y 

tal que para todo t el operador T(t)P (con dominio D(P)) admite u-

na extension acotada T(t)P a todo el espacio E. (4) Entonces A+P 

genera una funcion coseno. La demostracion puede hacerse modifi

cando ligeramente la del Teorema 2.1. Observemos en primer lugar 

que, ya que para cada u E E·y para todo t, 

T(t)Pu lim T(t)Pun 
n-+ oo 

({ud cualquier sucesion en D(P) tal que un -+ u) donde las funcio

nes en el lade derecho de (2.20) son continuas, T(·)P es fuertemen 

te medible. Mediante manipulaciones en un to do similares a las 

descriptas en la Observacion 2.3 es posible demostrar que esto im

plica continuidad fuerte de t -+ T(t)P en t ~ 0; mas aun, tenemos 

lim sup t- 1 log iT(t)Pi ~ w 
t-+oo 

-
La funcion C(·) se define ahora mediante la serie I:=oCn(o), donde 

Co(t) = C(t) , Cn_ 1 (t) = (TP*Cn_1) (t). Convergencia de esta serie, 

que C es una funcion coseno y que A+P es su generador infinitesimal 

3e demuestran exactamente como en el caso del Teorema 2.1. 

(4) Por supuesto, esto ocurre si y s6lo si T(t)P es acotado como 
operador de D(P) en E. 
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OBSERVAcrON 2.5. El Teorema 2.1 se reduce para ciertos espacios 

(al menos en un caso particular) a un teorema bien conocido sobre 

perturbaci6n de grupos. Sea en efecto E = LP(X,L,~), 1 < p < 00 

donde (X,L ,lJ) es un espacio de medida ([1]). Entonces - como ha 

sido demostrado en [3], Teorema 2.3 - si b ;;;. w la raiz cuadrada 

del operador A-b 2 r obtenida mediante la teoria de potencias frac

cionarias de Balakrishnan genera un grupo fuertemente continuo . 

Ya que la traslacion de A por un multiplo del operador identidad 

no afecta su propiedad de ser el generador infinitesimal de una 

funci6n coseno ([2], Lemma 6.1) supondremos para simplificar que 

el mismo A tiene una raiz B = A1/2 que genera un grupo fuertemen

te continuo t + U(t). Podemos tambien suponer que B tiene una in

versa acotada B- 1 ([2], Lemma 6.2). Sea entonces P tal que 

D(P) ~ D(A) Y que las condiciones (2.1) y (2.2) - tambien invarian 

tes por traslaci6n - se verifiquen para C(·). Ya que 

(2.20) C (t) = 2 (U (t) + U ( - t)) 

(verificaci6n inmediata) y 

It[U(S) + U(-s)Juds 
o 

B-1[U(t) - U(-t)]u u E E 

estas condiciones se reducen a 

B-1[U(t) - U(-t)]E C D(P) 

para todo t y 

t + PB-1[U(t) - U(-t)]u 

~s una funci6n continua en E para cada u E E. Entonces, ambas co 

liciones se verifican si PB- 1 es un operador definido en todo E y 

lcotado 10 cual, por el teorema del grafico cerrado equivale a 

[2.21 ) D(P) ~ D(B) 

Es posible que - al menos en la clase de espacios considerada en 

esta Observaci6n - la condici6n (2.21) sea necesaria para el cum

plimiento de las hip6tesis del Teorema 2.1, aunque no disponemos 

je una demostraci6n~ Supongamos pues que (2.21) vale, y sea C e: 
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producto cartesiano de E por 51 mismo munido de su estructura al

gebraica usual y de cualquiera de lasnormas que definen la topolQ 

giaproducto (por ejemplo, lui c l(u l ,u 2)1 = lUll + lu21). Enton
ces 

U(t)+U(-t) U(t)-U(-t) 
U (t) 

2 
U(t)-U(-t) U(t)+U(-t) 

(la notaci6n matricial se explica por S1 sola) esun grupo fuerte

mente continuo en C, como un calculo directo demuestra. Su gener~ 
dor infinitesimal es 

o B 

B 

B 0 

(D(B) = D(B) x D(B)). De acuerdo a un resultado bien conocido en 

teor1a de grupos, B+P donde P es un operador acotado es tam -

bien el generador infinitesimal de un grupo U(·). Tomemos enton

ces 

P 

o 0 

y sea 

-
U (t) 

La resolvente R(A;B+P) existe para A suficientemente grande; sea 

pues 

R(A;B+P) = 
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Observando la primera columna de la ecuaci6n "matricial" 

(AJ - B - P) R (A ; B + P) = ] 

] el operador identidad en C, obtenemos 

- BRII (A) + ARZI (A) = 0 

combinando estas igualdades, 

Trabajando de la misma manera con la ecuaci6n 

R(A ;B+P) (AJ-B-P)u u 

para u E D(B+P) = D(B) obtenemos 

para Pero entonces, 

Por ultimo, observando el elemento en la primera fila y primera 

columna de la ecuaci6n 

R(A ;B+P)u u E C 

obtenemos 

AR(;;A+P)u = foo e- AtUII (t)udt 
o 

para A suficientemente grande, 10 que demuestra,- haciendo uso de 

la Proposici6n 1.3 - que UII es una funci6n coseno y A+P su gene

rador infinitesimal tal como se querfa demostrar. Un argumento 

similar demuestra que A+P genera una funci6n coseno si B- I p admi-

te una extensi6n acotada B- I p; basta reemplazar la perturbaci6n 
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P par 

o o 
pI 

o 

Este teorema ha side demostrado de una manera ligeramente diferen

te por Goldstein (vease [4], especialmente Teoremas 2.1 y 4.1). 
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