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SUR CERTAINES CLASSES D'ENSEMBLES PARFAITS LINEAIRES 
par Jean-Pierre Kahane 

en hommage au P~o6e~~eu~ A. Gonzdlez Vom~nguez 

.One fois pour toutes, choisissons un ensemble denombrable dense 
sur l'intervalle ouvert 10 , 1 [ , et ordonnons Ie sous la forme 

x1 ,x2,· .. ,xn , .... A toute suite reel Ie Y = (Yo 'Y1""'Yn '''' ) 

tel Ie que Yn > 0 pour n > 0 et L7 Yn < ~ on fait correspondre un 

ensemble parfait de mesure nulle sur la droite R, que nous note -

rons E , dont les intervalles contigus puissent s'ordonner en une 
y 

suite I 1 ,12, ... ,I n , ... de fa~on que 1°) la longueur de In soit 

Yn 2°) pour chaque n, I 1 ,I 2 , ... ,In aient meme disposition que 

l'extremite gauche de E so it y. L'ensemble y 0 

E peut s'obtenir ainsi: so it T la fonction de sauts sur [0,11 y y 

definie par 

T 
Y 

alors E est la fermeture de T ([0,11). Tout ensemble parfait 
y y 

totalement discontinu peut s'obtenir de cette maniere. 

Dans Ie cas ou la suite x 1 ,x2 , ... ,xn , ... est la suite 1 
2 

1 3 
4 ' '4 ' 

3 
8 ' "8 , .... (c' est-a.-dire 

2n+1 j x, = 2J'+1 pour 0 .;;; n < 2 ), on dira 
2J +n 

que la construction de E est canonique, 
y 

Choisissons maintenant deux suites reelles I = (lo,ll, ... ,ln"") 

et d = (do ,d 1 , ... ,dn , ... ) telles que In > 0 et dn > 0 pour n > 0, 

E7 In < 00 et E7 dn < ~ , et designons par n l'ensemble de toutes 

les suites w = (w ,w 1 , ... ,w·, ... ) telles que 0 .;;; w.;;; (n ;;;. 0). 
o n n 

A tout wEn on associe l'ensemble El +wd ' Munissons n de la 
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mesure de probabilit€ naturelle. On s'intdressera l des propri€

tIs presque s~res de E'+wd quijouent un rale en analyse de Fou
rier. 

1. LEMMES PRELIMINAIRES. 

Etant donne un ensemble fermI lin€aire E et une function positive 

h(6) (0 >0), sous-additive et croissante, rappelons que la mesu· 

re de Hausdorff de E par rapport i h, que no us noterons Ah(E) , 

est la limite, quand £ -> 0, de l'expression H h(E)=infI.h(llI.I), 
E, 1 1 

ou {lI i } est une famille d'intervalles de longueurs Illil ~ £ telle 

que Uill i ~ E , et la borne inf€rieure est prise sur tou~es les 

familIes {lI i }. On aD ~ Ah(E) ~ 00 

Quand h(o) = aa (0 < a ~ 1) , on €crira Aa(E) au lieu de Ah(E) ; 

c'est la mesure de Hausdorff en dimension a. La borne inf€rieure 

des a tels que Aa(E) < 00 est la dimension de Hausdorff de E, qu'on 

note dim E. 

Le lemme suivant est du i Frostman (voir p. ex. [5] p. 27). 

LEMME 1. Les propositions suivantes sont equivaZentes: 

a) Ah(E) > 0 b) E porte une me sure positive P, de masse totaZe 

1, teZZe que, pour tout intervaZle I, on ait p(I) ~ C helll) , C 
etant une aonstante independante de I. 

Ce qui suit est tire ou inspire de [1]. 

Posons r = I oo YJ. , et n n 

aCyl = lim 
n->oo 

LEMME 2. Sous Z'hypothese 

r 
lim nh (-E) 

n 

log n 

< 00 (resp. 0) 
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on a Ah (EP < 00 (resp. 0). En consequence dim E .;;; (l(Y). 
y 

Les intervalles I 1 , I z" .. , I divisent E en n por -
n-1 y~ 

tions P1 , ... , P noues ecrirons IP. I pour Ie diam~tre de p. On a 
n J J 

IP I + •.• + IP I = r 
1 n n 

Si h(6) est concave, il en resulte que 

r 
n (h ( I P 1 I) + ••• + h ( I P n I )) .;;; h ( nn) 

En tous cas 

r 
n (h ( I P 1 I) + + h(IP I)) ';;;h*(~) 

n n 

r 
.;;; h(4--.E) 

n 

ou h*(&) est la fonction, lineaire entre Z-(j+1) et z-j 

que h*(Z-(j+1») = h(rj) (j entier). D'ou la conclusion. 

LEMME 3. On suppose Za construction de E canonique, et 
y 

• •. ;;. Y ;;. Sous Z'hypothese 
n 

r 
1 im nh ( If) > 0 (resp. 00) 

n-TOO 

On a dans ce cas dim E 
y 

telle 

(l(Y) . 

Preuve. II est commode ici de designer les n portions en lesquel 

les I 1 , I z ,· .. I n _ 1 divisent Eypar Pn ' P n + 1 , ... , P Zn - 1 ' en 

convenant que P. est la portion dont Ie support convexe contient 
J 

I.. Ainsi (dans Ie cas n = zj) les portions P .,P. , ... ,P "+1 
J 2J 2J +1 2J-1 
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sont disposees de gauche a droite, et l'on a 

;;. IP '+1 I 
2 J -1 

On veri fie de plus 

IP '+1 I;;' IP '+1 1 ; la suite IP I est done decroissante. 
2J -1 2J n 

Designons par pl'image de la me sure de Lebesgue sur [0,1] par la 

fonction croissante T •• 
J 

II s'ensuit que, pour 

on a pCl) ~----
2j -1 

L'hypothese 

lim 
j-+oo 

Alors pCP. 
2J +n 

pour 0 ~ n < 2j . 

tout intervalle I tel que III ~ Ip '+1 I 
2 J -1 

entraine done AhCEy) > O. Le reste en decoule, compte tenu du 

lemme 2. 

LEMME 4. Si y~ ;;. Yn Cn 

Evident. 

LEMME 5. On suppose la construction de E canonique, et y 

CO<a<l) (le signe ~ signifie que le rapport des 

deux membres est compris entre deux nombres strictement positifs). 

Alors dim E = a 
y 

Preuve. lemmes 3 et 4. 

LEMME 6. Notons ffi E l'ensemble de tous les nombres de la forme 
p 

'Ji paCy) < 1, l'ensemble 

c. x. 
J J 

ffi E 
p y 

Cc. rationnels, x. E E). 
J J 

est de mesure de Lebesgue nulle. 
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Preuve. Reprenons les notations du lemme 2. Fixons c1 , ... ,cp 

soit A x. E E} 
J 

et b = sup 1 c·1 . J 
Pour tout n 

A C U 
1<a 1 , •.• ,a <n - p-

(c 1P + ... +c P ) 
alP a p 

Chaque parenthese est contenue dans un segment de longueur ~ 

~ b (I P 1 + ••• + 1 PI) , donc 
a 1 a p 

Sous l'hypothese 

(plus faible que celIe de l'enonce), on a donc mes ffi E O. 
p y 

LEMME 7. Si a(y) 
mesure nulle. 

o , le groupe additif engendre par E est de y 

Preuve. Lemme 6. Remarquons que a(y) o equivaut a 

pour tout A > O. 

lim r nA 0 
n n->-oo 

Voici enfin une version forte du theoreme classique d'approxima
tion diophantienne de Kronecker. 

LEMME 8. Soit TO, ..• , Tn_I' <Po, .. ·, <P n -1 des nombres reels, 

o < E < io ' et I un intervalle reel. Posons 

. , 

la premiere somme etant etendue a taus les systemes d'entiers m. 
J 

tels que -M ~ m. ~ M 
J 

(j = 0, ... ,n-1) et 



282 

'I,n-l 1-1 P Z =2 LL · m.T.-T k J =0 J J 

la premiere somme etant etendue a tous les systemes {m. ,k} tels 
J 

que -M .;;; m .;;; M 
j 

(j = O, ••• ,n-1) ,0';;; k';;; n-1 

Si l'on a M ~ 4n et 
E 

I I I 

et 

4nP1 4p z 
> sup (-E- , -E-) , 

il existe A E I tel que 

T • A i¢ . 
sup Ie J - e J I < E 

°2 j 2n - 1 

Preuve. On utilise la methode classique des produits de Riesz, 

en posant 

P (A) 
-i(T.A-CP·) 

e J J 

R (A) rrn-1 z:M ( I m I . (1+2 I1--M)cosm(T.A-cp.) 
J=O m= J J 

R (A) 1 + S (A) 

P(A)R(A) (1 - ~)n+ T(A) 

et on observe que 

d'ou 

I J I S (A ) dA I .;;; PI 

I J I T (A ) dA I .;;; P Z 

PI 1 J 1 Pz 
sup Re PCA)(1 + I-II) ~ - Re IP(A)R(A)dA ~ (1 - -)n-
AEI I I I M I I I 

d'ou la conclusion (pour le detail des calculs, voir [5], p. 175). 
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2. ENSEMBLES DE MULTIPLICITE. ENSEMBLES DE SALEM. 

Pour tout a ~ 0 , on appelle ensemble de type M tout ensemble 
a 

ferme sur la droite qui porte une me sure 1l'1= 0 dont la trans-

formee de Fourier satisfait n(u) = o(lul-a / 2) (lui ->- ~). On dit 

aussi qu'un ensemble de type Mo est un ensemble de multiplicite 
au sens strict. 

La'borne superieure des a tels qu'un ensemble ferme lineaire E 

sans point interieur soit de type Ma est la dimension de Fourier 
de E; on la note F-dim E. On a toujours F-dim E ~ dim E , le

second membre designant la dimension de Hausdorff. Si 
F-dim E = dim E , on dit que E est un ensemble de Salem. Sauf 

pour les dimensions 0 et 1, les seules methodes connues pour la 

mise en evidence d'ensembles de Salem sont des methodes aleatoi

res, dont Ie prototype est [9] (voir aussi [S] chap. 8, [4] , [3] 

chap.1S). 

Nous allons donner des conditions simples sur d garantis3ant que 

l'ensemble En so it presque surement un ensemble de type Mo' et ",+wd . 

des conditions simples sur R. et d garantissant que ER.+wd soit p.s. 

un ensemble de Salem. Voici d'abord Ie theoreme principal. (1) 

THEOREME 1. Supposons que h(o) soit une fonation sous-additive 

et aroissante, par rapport a ZaqueZZe Z'ensembZe E ait une 
d 2 

mesure de Hausdorff striatement possitive. QueZZe que soit Za 

suite R., iZ est presque sur que Z'ensembZe ER.+wd porte une me sure 

llw positive, de masse totaZe 1, dont Za transformee de Fourier 

satisfait 

A I 1 
II (u) = O( h(--..)1og u) 

w u'" 
(Iul+~)· 

Demonstration. Soit p une mesure positive de masse totale 1 , 

portee par E 2' telle que p (1) ~ C h( I I I) (lemme 1). Soit 
d 

(1) Ce theoreme permet d'obtenir l'enonce principal de [2]; 
I' esquisse de demonstration donnee en [2] est incorrecte, 
comme me l'a signale M. Frode Poulsen. 
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II' 12"", In"" la suite des intervalles contigus a l'ensemble 

Ed 2 , numerotes suivant la convention initiale: IIn l d2 , et la 
n 

disposition relative de II' 12"", In est celIe de xl' x 2""'Xn ' 

Pour simplifier les notations, on suppposera '0 = do = 0. Soit 
x' la p-mesure de la partIe de E 2 situee i gauche de I. La 
'n d n 

suite xi""'x~", est dense sur 10,1] , at la disposition de 

xi"" ,X~ est celIe de xl' ... 'Xn quel qU!;l sO it n. On peut done 

supposer~ ce que rious ferons, X = x, (n = 1,2, ... ). La mesure 
n n 

pest alors l'imale de la mesure de Lebesgue sur [0,1] par la 

fonction croissartte Td2(t) = t d2 
Lx <tn 

n 

On pose 

dt) T R.+wd (t) 

et on definit \.I w comme l'image de la mesure de Lebesgue sur [0,1] 
par la fonction croissante T. Ainsi 

En designant par & l'integrale sur g (esperance), on va etudier 

(p entier> 0) . On a 

En ordonnant sl, ... ,sp,si, ... ,s; 

t 1 ,t2 , ... ,t2p , on obtient 

en une suite croissante 
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la somme etant prise pour tous les systemes {E.} tels que E. ±1 
J J 

(j = 1,2,. ... ,2p) et E + ... +E = 0 Ainsi 
1 2p 

avec 

En utilisant l'independance des variables aleatoires wn ' on 

obtient successivement (on pose to = 0 et on commence par une 
transformation d'Abel) 

2p 
I(t 1 ,···,t2p ) =8. exp(iu I (E.+ ... +E 2 )(T(t.)-T(t._ 1 ))) 

j=1 J p J J 

=n 8. exp(iu(EJ.+ ... +E2p)("C(tJ.)-"C(tJ·_l))) 
j=1 

=nn Jl exp(iu(E.+ •.. +E 2 )(JI.+W dJ)dw 
·It to J pnn J = . 1 <x < . J- - n J 

II(t 1 ,···,t2p )1 =n n 
J=1 t. I<X <to 

J- - n J 

sin 

avec la convention que cette derniere fraction vaut 1 quand 
Ej + ... +E 2p = o. Quand j est pair, on a I Ej + ... +E 2p I ;;'·1 ; donc 

sin 1 (Ej+ ... +E2p)u dn 2" 
1 (Ej+ ... +E2p)u dn 2 

11 en resulte que 
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2 2p 
II(t1 ,···,t2p )1 0;;;; exp(-,uo I I inf(d2 , ..L2))· 

J'=1 t n u 2j_l::.x n<t 2j 

En integrant 

t 1 ,···,t2p _1 

obtient 

avee 

x 

, 
suecessivement par rapport a t 2 , ..• ,t2p puis 

, et en observant qu'il y a (2p) systemes {E,} 
p J 

sup 
0< a< 1 

I1-a . 2 

exp(-nr I inf(d2 , ~))dt 
o a<x <a+t n U 

- n 

Par hypothese, on a pour tout intervalle I 

me s {t I T 2 (t) E l} = p (I) 0;;;; C h ( I I I ) 
d 

done, pour tout eouple (a,t) tel que 0 0;;;; a < a+t 0;;;; 1 et 

T 2(a+t)-T 2(a) 0;;;; a , .on a to;;;; C h(o). Posons 
d d· 

w = sup{t I 3 a E [O,l-t] I 
a<x <a+t 

- n 

, on 

1· . 
on a w 0;;;; C h(z). Pour tout w' > wet tout a E [O,l-w ' ], on a 

u 

I 
a<X <a+w ' - n 

inf(d 2 ,..l.2);;' -2 
n u u 

done, s i a E [0, 1 ~ j w'] , on a 

II en resulte que 

1 2 
-TO -TO 

Xo;;;;w ' (l+e +e + ... )o;;;;ZOw ' 
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done X":; 20 C h( ~). En definitive 
u 

40 C) • 

Etant donne E > 0 , on pose peEn) 
(n entier > e et on obtient 

partie entiere de log En 

E 

done p.s. 

e n>
E 

( <"" 

pour n assez grand. Comme~ est portee par l'intervalle compact 

[O,L) = [0, L (R. +d)) , i1 en resul te, en choisissant E < 21TL -1, 
n=1 n n 

que p.s. 

10 (u) 1 ..:; C" Ih( .l2)log u 
w u 

pour u assez grand, et C" 20 /e . 

Le resultat est un peu plus precis que ne l'indique Ie theoreme 1 

et permet, par un choix convenable des suites R. et d, de mettre 

en evidence des ensembles ER.+wd qui ne sont jamais de type Mo' et 

qui cependant portent p.s. des mesures positives ~w de masse 

totale 1 t.elles que lim 1 ~ (u) 1 < 1. Nous n' insisteronspas sur 
w 

u-+-"" 

ce point. Observons que ER.+wd est p.s. de type Mo des que 

Pour'i.nterpreter cette condition,' faLsons ,appel aux lemmes 3 et t 
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THEOREME 2. Supposons que Za aonstr~ation des ER.+wd est aanonique, 

et que lim (n-1logir) = O. AZors ER.+wd est p.s. un ensembZe de 
n+co n 

(Le lemme 3 s'applique quand la suite d 
n 

est decroissante, et Ie 
lemme 4 donne Ie cas general). 

De meme, en appliquant Ie lemme 5, on obtient 

THEOREME 3. Supposons que Za aonstruation des ER.+wd est aanonique. 

dn ~ R. n ~ n- 1/ a (0 < a < 1). AZors ER.+wd est p.s. un ensembZe de 

dimension a. 

Si par exemple on choisit dn = R. n = 3- j quand 2j - 1 ~ n < 2j , on 
obtient pour ER. l'ensemble triadique de Cantor, dont il est bien 
connu qu'il n'est pas de type Mo (done a fortiori n'est pas un 

ensemble de Salem); mais presque tous les ensembles ER.+wd 

(obtenus a partir de ER. en faisant subir aux intervalles contigus 

des homotheties de rapports aleatoires et independants compris 

entre 1 et 2) sont des ensembles de Salem de dimension 

3. ENSEMBLES INDEPENDANTS. ENSEMBLES DE RUDIN. 

PROPRIETES ARITHMETIQUES. 

~ 
lo~ 3 

Rudin a mis en evidence, a partir d'une construction de Salem, 
des ensembles fermes rationnellement independants sur la droi te 
qui sont de type Mo [7]. On appeUera de tels ensembles ensembles 
de Rudin. Comme pour les ensembles de Salem, les seules methodes 
connues pour les mettre en evidence sont des methodes aleatoires 

(voir references citees). 

Donnons d'abord des conditions simples pour que ER.+wd so it p.s. 

un ensemble Q.-independant. 
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THEOREME 4. Supposons do ~ o. Les propositions 8ui~a~tes sont 

equivaLentes. a) E d est p.s. Q-independant b) Ze groupe 
JL+w 

additif (engendre par EJL+~d est p.s. de meSure de Lebesgue nuZZe. 

Demonstration. La partie a) ~ b) decoule du fait suivant bien 

bien connu: siK est un ferm~ Q-independant sur R, Ie groupe 
additif G(K) qu'il engendre n'est pas R entier (en effect, G(K) 

est une reuniondenombrable de fermes de la forme 

{n1t 1+···+n r t r ; tl E K1 , ... ,t r E Kr } ou les nj sont des entiers 

rationnels non tous nuls, et les K. des portions disjointes de 
J 

K; un tel ferme est homeomorphe a Kl x ••• x Kr ' donc non dense) 

Monstrons maintenant b) * a). Pour chaque entier k et chaque 

ensemble Ey defini dans l'introduction, ordonnons de gauche a 
droite les intervalles contigus I 1 ,I 2 , ... ,Ik : on obtient 

I q (I),l q (2),···,l q (k)· Designons par Po ,P 1"",Pk les portions 

de Ey qui se trouvent respectivement a gauche de Iq(I)' entre 

Iq(1) et I q (2) , ... , a droite de Iq(k) Dire que E est 
y 

Q-dependant, c'est dire qu'il existe un entier k > 0, des entiers 

relatifs n 
o , ... , nk non tous nuls , et des 

(j = O,l, ... ,k) tels que 

n x + \ k n. (x. -x. ) = 0 
o 0 Lj=1 J J J-l 

x. E P. 
J J 

Quand y = JL+wd , les Pj sont des ensembles aleatoires, que nous 

no tons Pj (w). 11 s'agit de montrer que, sous l'hypothese b) , 
l'evenement 

A: 3 x. E P.(w)(j=O,1, ... ,k) I n x + L~ I n .(x.-x. 1) 0 
J J 0 0 J= J J J-

est de probabilite nulle, pour tout choix de k,n ,n1 , ... ,n . 
o· k 

Choisissons q tel que nq # 0; po sons v = 0 si q = 0 et q = q(v) 

sinon. Soit >Iv l'espace des suites {w. , j # v}. Si l'on fixe 
J 

Wv = a , la fonction To. (t), l' ensemble Eo et les portions 
~+wd ~+wd 

p. (w) deviennent des objets aleatoires sur >I~, que nous notons 
J 
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T R.+wd (t,a} , E~+wd (a) et Pj (w;~) . L I hypothese b) entraine que, 

pour pr-esq:UEil tOt,lt ,a. E l'o,n , on a p. s. (dans fl) 

.mes GfE~+Wd(a)) 0 

FixORS aPOU~ q).l'il en soH ainsi. A tout x E ER.+wd associons 

con;tilj;ument x, E EHwd(.il) de telle fac;on que, si x = THWd(t) , 

on ai t x I = T R.+wd (t,a ),' L I evenement A peut s i /:ic'rire 

A : 3 x! E P. (w;a)(j=O, ... ,.k) n x' + L~ n. (x!-x! )=-n d (w -a) 
J J 0 0 J=l J J J-1 q v v 

11 implique donc 

P. s. (dans fl ) l'ensemble des w tels qu'il en so it ainsi est de v v 
me sure nulle. .11 en resulte bien que la probabilite de A est 
nulle. Cela acheve la demonstration du theoreme 4. 

Appliquons maintenant Ie lemme 7. On obtient: 

THEOREME 5. supposons d = 0 , et a(R.+d) = 0 (e'est-a.-dire 
o 

lim (R.n+d[JnA = 0 pour tout A > 0). AZ,ors ER.+wd est p.s. 
n+oo 

Q-independant. 

Les hypotheses du theoreme 5 et du theoreme 2 sont evidemment 

compatibles, et donnent des exemples d'ensembles E'+wd qui sont 
p.s. ensembles de Rudin. 

En se referant au theoreme 1, on peut aussi verifier que, pour 

toute fonction positive w(u) tendant vers 0 a l'infini moins vite 
que toute fonction puissance, c'est-a-dire telle que limw(u)u£= 00 

u+oo 

pour tout £ > 0, il existe un ensemble de Rudin portant une 

mesure positive jJ, de masse 1, telle que ~(u) = O(w(u)) Cu -+ 00). 

On ne peut pas aller plus loin, puisqu'un ensemble de type M 
ex. 

avec a > 0 n'est jamais Q-independant. 
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Plus precisement, si E est de type Ma et pa > 1 (p entier) , 
l'ensemble 

E9 E 
p 

E+E+ ... +E (p fois) 

po rte une me sure 1.1 * 1.1 * ... * 1.1 (p fois) dont la transformee de 
~ 

Fourier est O(lul- 2) , done absolument continue. 11 s'ensuit 
que $ E est de me sure positive. 

p 

En application du theoreme 3 et du lemme 6, on obtient: 

THEOREME 6. Supposons que la construction des ensembles E~+wd 
1 

est canonique, et que (O<a<l). Pour p en tier 

1 
> -, l 'ensemble 

a E9 E~+wd est p.s. de me sure positive, et pour p 
p 

en tier < E9 E~+wd est p.s. de mesure nulle. 
p 

4. ENSEMBLES DE KRONECKER. 

Un ensemble ferme E sur la droite est appele ensemble de Krone -
cker si, pour toute fonction continue reelle ~ definie sur E , il 

existe une suite reelle A. telle que 
J 

i~(T) 
lim sup Ie 
j~oo xEE 

iA .T 

e J I o . [8] 

Un ensemble de Kronecker est toujours Q-independant et n'est 
jamais de type Mo. On va montrer Ie theoreme suivant. 

THEOREME 7. Supposons la suite d 1 ,d2 , ... ,dn , ... decroissante, 

d ". 0 , et 
n 
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Alors E~+wd est p.s. un ensemble de Kronecker. 

Demonstration, Posons x = 1 , T. = T '+ d (x.) et r c r' (~. +d. ) o J Tv W J n J =n J J 
(la suite xl,xZ, ... etant celIe de l'introduetion). Pour ehaque 

n, E~+wd est reeouvert par n intervalles fermes; dont les extre

mites droites sont To,T I , ... ,T n_1 ' et dont la somme des longueurs 

est rn. Quand T varie dans l'un de ees intervalles, e iAT varie de 

moins de lAir. Si cf> est une fonetion eonstante sur ehaeun de 
n 

ces intervalles, et qu'on pose cf>(T j ) = cf>j , on a 

sup I eicf> (d 

TEE~+wd 

icf> . 
sup Ie J 

O:::.j:::.n-l 

iAT. 
-e JI+IAlr. n 

Utilisons maintenant Ie lemme 8 et ses notations. Chaeune des 

sommes X = ,~-1 m.T. ou 
LJ=o J J 

,n. -1 
LJ=o mjTj-T k est une variable aleatoire 

dont la densite ne depasse Pas d-l Si l'on a PI > P , l'une de n-l· 

des sommes X es inferieure a 2(2M+1)n 
P 

4(2M+1)Zn 
P(p 1 > p) ,,;; 

De meme, pour tout p' > 0 , 

4n Choisissons E > 0 , M;;;' E 

p 

p' 

-1 
E 

-1 
E 

, done, pour tout P > 0 , 
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Le lemme 8 donne alors 

et 
T .). 

sup Ie J 
icj> . 

- e J I < d :;;;. 1 - 2E • 
O::.j::.n-l 

L'hypothese du theoreme entraine l'existence d'une suite n i ~ 00, 

d'une suite E. tendant vers 0 plus vite que i- 2 , et d'une suite 
l 

M. :;;;. 
l 

4n. 
l 

, telles que la suite pi correspondante veri fie 
Ei 

o . 

II s'ensuit que, pour toute fonction cj>(T) localement constante 

sur E£+wd (on entend par la que ~(t) = cj>(T(t)) est une fonction 

ordinaire - non aleatoire - definie sur [0,1], continue a gauche, 

constante par intervalles, avec discontinuites en des points xn) 

i 1 ex is te 
i)..T .() 

p.s. une suite e J qui approche uniformement elcj> T 

Quitte a choisir un ensemble denombrable de telles 

fonctions cj> (ou ~) permettant d'approcher uniformement toute 

fonction continue reelle sur E£+wd' on obtient Ie resultat. 

A titre d'exemple, supposons l'ensemble E£+wd construit canoniqu~ 

mente, avec £ = d , et 

6 . 
J 

pour 

Ainsi E£ est un ensemble parfait symetrique. Sous la condition 

lim 

on a 

I .(£+d) 
n>2J n n 

done E£+wd est p.s. un ensemble de Kronecker des que 
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lim (zj (~)Z-(j+2») 0 
0. 

J 

Soit d'autre part h la plus petite fonction concave tclle que 

h (0 ~ ) 
J 

(j 0,1 , ... ) 

Alors A (E 2) > 0 , donc 1 e theoreme 1 est appl icable, et par 
h d 

consequent E£+wd porte p.s. une mesure ~w positive, F 0 , tclle 

que 

I C (u) I ,,;;; C Z- j /2 110 g u 
w 

pour 

(C independant de j ct de u). 

Voici quelques applications. 

Soit A une suite d'entiers positifs trcs rapidement croissante 

de sorte que pour tout $.,~, l' intervalle ] j , j3 Z.i] soit 

disjoint de A, et soit L > 0 petit. 

° = 1 o 

°j+1 

° . J 

s i 
Z 

exp ( - j 2 zj ) 

On d6finit la suite 0. par 
J 

j $. A 

s i EA. 

En dehors des intervalles [j , j3 Zj] (j E A) on a 0j+1 > (t - ZE)j 

pour j assez grand, donc 

~ (u) ,,' 
O(z-j/2 If) pour 

et comme en taus cas 0 ,,;;; (1 - l)j on obtient 
j Z 

U ,,;;; ·r- 1 
u. 1 

J+ 
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ou F' es la re"mion des intervalles 

(j E A) 

log 1/2. Enoncons Ie resultat. 

THEOREME 8. Soit F une reunion d'interval'les de la forme 

[exp y ,exp(y3 /v)] OU Yv est une suite positive croissante 
v v 

arbitraire et E > O. It existe un choix des suites £, et d tel 

que E£'+wd soit p.s. un ensemble de Kronecker et porte p.s. une 

mesure ~w positive. ¥ 0 • satisfaisant 

u Cu) w 

Si, au lieu de poser 0j+l = OJ (} - E) (j e A), on pose OJ+l=t OJ 

(j ~ A), on obtient seulement pour conclusion G (u) 
w 

0(1) , 

(u + ~ , u e F). Mais dans ce cas, on a, pour tout A> 0 

lim (£, +d )nA 
n n 

n+~ 

o designons cette condition par C (£'+d). Soi t 

1 FO) F(K) 't d' bl t 11 t a ors , ... , , ... une SUI e ensem es mu ue emen 

disjoints, definis comme l'ensemble F du theoreme 8. 11 corres-

pond a F(K) des suites £,(K) et d(K), satisfaisant a la condition 

C(£,(K) + d(K»), et telles que p.s. E (K) (K) soit un ensemble 
£, +wd 

de Kronecker et porte une mesure ~(K) positive, ~ 0 , satisfai
w 

sant ~~K)(U) = 0(1) (u + ~ , u ~ F(K»). 

Soit n' TG' n (K) , ou n (K) est un espace de probabili te 
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isomorphe a 0; on note .. (It) e n (It) , Ij\' e I'l' et 

E(I:) 
• E .. (It)+w(I:)4(1:) , Ainsi E(I:) est un objet a16atoire sur 

1'l(1:) , et aussi bien sur Q' , et les E(I:) 
~ comme objets a16a,-

toire. sur 0' , sont ind6pendants. Quitte a supprimer un nombre 

fini de termes de chaque suite .. (X) et d(X) , l'ensemble 

E U.. 2-1:(1 + E(I:») 
.. 1t-1 

est un ensemble a16atoire construit sur I'l' , de la forme E"+~'d ' 

les suites .. et d satisfont a la condition C( .. +d). 

Le r6.ultat est Ie suivant. 

THEOREME 9. II e~iste u~ choi~ des suites .. et d tel que p.s. 

10 ) l'eMsemble E· E .. +llld - T(IO,ll) soit un ensemble 

i~d6pendant. 

1. • E (X) • T ([2-1: , 2-I:+l[) c,.aque port~on 

Ironecker 

30) E(I:) porte une mesure ~(I:) positi~e. de masse totale 1. telle 

que pour chaqxe K 

lim (I po( 1) (u) I + ••• + I ii (X) (u) I) .; 1 • 
-u+oo 

II r6sulte du 30) que E n'est pas un ensemble de Helson ([5], 
p. 143). On obtient ainsi une version a16atoire d'une construc
tion de Korner, mettant en 6vidence des ~nsembles independants , 
r6unions denombrables d'ensembles de Kronecker disjoints, et non 
de Helson [6]. D'autres resultats de Korner peuvent s'obtenir 
par la meme methode. 
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