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INTERPOLACION A LA MARCINKIEWICZ 

* Nestor M. Riviere 

Vedlcado al pno6eaon Albento Gonzdlez Vomlnguez 

En este trabajo se estudiara la interpolacion para operadores en 

el estilo iniciado por J.J. Marcinkiewicz [6). La tecnica de I!!. 

terpolacion us ada que difiere de la de A. Zygmund [16), E. Stein 

y G. Weiss (15),J. Peetre y .1.L. Lions [101, 0 R. Hunt [4), pero 

que en cambio tiene cierta similitud con la de A.P. Calderon [1); 

se bas a en el uso de una formula de representacion (por mayora

cion) del operador una vez conocido el comportamiento de la fun

cion de distribucion de este al actuar sobra las funciones carac 

teristicas de conjuntos meJibles, vease el Teorema 1.1. Tal re

presentacion permite, por ejemplo, una demostracion muy sencilla 

de la forma del Teorema de Marcinkiewicz considerada por R. IIunt 

[4), vease el Teorema 1.2. 

El trabajo esta dividido en dos secciones, en la primera se de

muestra el Teorema de Representacion y su aplicacion inmediata , 

el Teorema de Marcinkiewicz. En la segunda seccion se definen 

los espacios Eo(U t ), de oscilacion media acotada para una fami

lia regular de Vitali, vease [11), y una ulterior aplicacion 

del Teorema de Representacion para extender el Teorema de Inter-
00 

polacion (Teorema 1.2) cuando L es reemplazado por Eo(U t )' vea-

se el Teorema 2.1. Este resultado se aplica a la teoria de inte 

grales singulares y a la teoria del potencial. 

Quiero agradecer al Prof. G. Stampacchia quien sugirio el probl~ 

rna estudiado en la segunda parte de este trabajo. 

* Este trabajo fue realizado en parte con el subsidio de la 
National Science Foundation GP. 15832. 
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PRELIMINARES. 

Sea (M,~) un espaeio de medida. F(M,Ii) Y 5 (M,Ii) (*) denotaran 
o 

respeetivamente los espaeios de funeiones medibles y de funeiones 

simples. 

Un operador T, definido de So(M,J.1) en F(N,v) se dira sublinea.l 
si: 

(i) IT(H)(x)l.;;; IAlIT(f)(x)1 

(ii) IT(f+g)(x)l.;;; IT(f)(x)1 + IT(g)(x)1 

en easi todo punto con respeeto a la medida v 

Sea f una funeion de F(M,J.1); A denotara su funeion de distribu f,J.1 
cion, en otras palabras 

f* denotara la funeion reordenada de la funeion f, 0 sea la "in

versa" de la funeion no-ereeiente de distribueion Af . Mas ex-
,J.1 

plieitamente f* queda definida por las desigualdades 

f*( Af ,J.1(t)) ~ t ; Af ,J.1(f*(t)) ~ t. Finalmente la funeion doble 

reordenada de f; f**, se define por la identidad 

f** (t) 

Observese que 

tf** (t) 

y por 10 tanto 

t 
( f*(S) dS . 

sup fE1f(X) I dJ.1 
J.1 (E) ~ t 

(*) 

(*) Por simplicidad consideraremos medidas no a~6micas. 
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(i) ( 0:£) ** (t) Ill! I f** (t) 

(ii) (f+g) ** (t) ..; f** (t) + g** (t) 

Para ..; p ..; ~ , 1 ..; q ..; ~ , definiremos los espacios 

LP,q(M,M) como los subespacios de F(M,M) tales que 

II £*11 
LP,q 

Cuando q = ~ entiendase 

sup f*(t) t 1 / p 

t 

Cuando p = ~ 5610 se considerara q ~. 

Para los va10res de p tales que 1 < P ..; ~ , los espacios LP,q son 

normab1es, usando 1a funci6n f**. 

En ese caso se define 

III f III 
LP,q 

Como f*(t) ";f**(t) es inmediato que IIf*11 ";11£**11 
LP,q LP,q 

Por otra parte un simple argumento de integraci6n por partes mues 

tra que 

11£**11 ";p' 
LP,q 

11£* II 
LP,q 

1 + 
p' p 

De las observaciones anteriores se conc1uye que, para 1 < P ..; 00 , 

11I·IIILP,q es una norma. Es faci1 ver que con dicha norma e1 es

pacio es comp1eto. 

Otra propiedad interesante de 1a que gozan los espacios LP,q es 
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e1 estar te1esc6picamente ordenados con respecto a1 segundo subl~ 

LP ,Q1 C LP ,Q2 
dice. De otro modo si q1";;; q2 entonces Ademas 

cuando p = q , LP,P = LP(M,~), LP denota los c1asicos espacios de 

funciones p-integrab1es. Basta observar que 

Para e1 estudio de los espacios LP,Q vease [1] y [4] , [8]. E1 

lector encontrara referencias mas comp1etas en dichos trabajos. 

§1. UN TEOREMA DE REPRESENTACION. 

x denotara 1a funci6n caracterlstica del conjunto E. 
E 

W(s,t) denotara una funci6n no creciente y continua a izquierda 

en 1a variable t. w- 1 (s,t) denotara su "inversa" para va10res fi

jos de 5, en otras pa1abras 

r1 (s,W(s,t)) ::;. t W(s,r 1 (s,t)) ;;;. t 

Para e1 siguiente teorema consideraremos una tal funci6n W que a-

demas satisfaga, (:-5 w) E L1 (R2) W(O t) = 0 para t > 0 . os loc ,., 

TEOREMA 1.1. Sea T un operador sub lineal definido sobre funcio

nes simples, W como se describe mas arriba. Supongamos que para 

cualquier conjun~o medible E 

Entonces, si 

f E S (M,~) 
o 

K(s,t) = l/tJt (:W) (s,u)du, para toda 
o 5 

(Tf)**(t) ,,;;; J: K(s,t) f*(s)ds . 
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Demoatraaion. Como?\ T( ) (t)";; 1/1-1 (!l(E) , t) cntonccs 
XE ,II 

J
!l (E) a1/l 

(T(~))"'(t) ..;;1/1 (!l(E) ,t) =. . - (s,t)ds = 
o as 

= f~ (:~) (s,t) (X E)'" (s)ds. Por 10 tanto 

(T(XE ))** (t) ..;; r K(s,t) ex E )'" (s)ds . 
o 

Para completar la demostraci6n, dada una funci6n simple f la es-

cribiremos de modo tal que f = Li c i X E. Y 
~ 

f'" = L. I c. I ex E ) '" • 
~ ~ i 

El teorenia esentonces una consecuencia inmediata de la subaditi· 
vidad y homogeneidad de los operadores T y (.)"''''. 

El teorema 1.1 da una representaci6n bastante fie 1 del operador 
T. Para mostrar su grado de precisi6n sacaremos como consecuen
cia facil de ~l la siguiente forma del Teorema de Marcinkiewicz 
considerada por E. Stein y G. Weiss [15] y R. Hunt [4] . 

TEOREMA 1.2. Sea T un operador aublineal tal que 

11q = s(1/Ql)+(1-s)(1!q2) • 0 < 5 < 1 ; ae Uene que para toda 

D(T(f))"''''U ..;; C Uf"'n , 0 equivalentemente 
Lq,r p,q LP,r 

lilT (f)11I ..;; C' III fill , para todo r tal que 1..;; r ";;.00 • 
Lq,r p,q LP,r 

Demoatraaion. Supongamos primero que qi > 1 , i 1,2. 
Elijamos 

min 
I/P2 q2 

( _5 __ ) 
, t 
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Entonces K(s,t) s H(s,t), donde 

H(s,t) min 1 . 

Por 10 tanto es consecuencia del Teorema 1.1 que 

(Tf)**(t) ~ C J~ H(s,t)f*(s) ~s Por otra parte observese que 

si E = 

o 

1~ql - 1/qz 

1/P l - 1/pz 

entonces H(XEs,Xt) = xO/. H(s,t), 0 sea H(s,t) = to/. H(t-Es,1) 0 

sea que la representaci6n mayorada del operador T est' dada por 

una convoluci6n sobre el grupo multiplicativo R+. Esto facilita 
considerablemente el c'lculo. Escribimos primero 

(Tf)**(t) ~ C J~ to/. H(s,1) f*(tEs) dss 
o 

Usando luego las hip6te-

sis del teorema en p y q (0/. 

kowski 

E/p - 1/q) Y la desigualdad de Min 

ds II (Tf)**11 ~ C J~ H(s,1) litO/. f*(t€s)11 
Lq,r 0 Lq,r s 

Pero II to/. f* (t€ s) II r 
Lq,r 

= r 
o 

(u 

J~ (to/.+ 1 / q f*(t€s))r d: 
o 

Cambiando variables 

II (1£)**11 ~ C J~ H(s,1) s-l/PIlf*1I 
Lq,r 0 LP,r 

ds ~ C 
s p, q 

Finalmente 

IIf* II 
LP,r 

Para completar la demostraci6n en el caso en que ql 1 (qz # 1), 
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observese que si (l/p,l/q) es interior al segmento 

[(l/Pl ,1/ql) ( lIP2' l/q2)] entonces 

lip q 

t 
) 5 

En otras palabras el caso extrema se puede obviar trabajando con 

puntos interiores al segmento de interpolaci6n. 

La misma observacion es valida cuando Pi 6 qi = 

La Onica razon para reducir el problema al caso qi > 1 , i = 1,2, 

es el permitir el uso de funciones homogeneas (evitando factores 

logaritmicos) y de ese modo presentar una demostracion simple. A 

la ventaja de este argumento se contrapone el empobrecimiento de 

la constante C p,q 

NOTA. La condici6n impuesta en el Teorema 1.2 sobre la funci6n 

de distribuci6n de T(X E) es mas debil que la condicion clasica de 

tipo debil (Pi,qi). 

Cuando 1 < qi < 00 la condici6n es equivalente a que el operador T 

p.,l q.,oo 
sea acotado de L 1 en L 1 

Una consecuencia del Teorema 1.2 interesante de citar e5 el 5i

guiente corolario. Vease tamhien (1) , [4]. 

COROLARIO. Sea f E LP (Rn ), 1 < P .;;; 2, si F (f) denota La Tr>ansfo£. 

mada de Foupiep de f, 

F (f) (x) = f· f (y) exp (2 7r i 
Rn 

.;;; C \If II 

x, y) ) dy 

II FCf) II , 
LP,P P LP,P 

entonces F es un 0-

o sea 

La demostraci6n es con5ecuencia inmediata de las siguientes desi

gualdades: 
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(a) (b) 

§2. CLASES DE OSCILACION MEDIA ACOTADA. 

G. Stampacchia [13] ha observado que las clases de oscilacion me

dia acotada, en muchos casus, reemplazan con ~xito al espacio L= 

como rango del operador en el caso extreme del Teorema 1.2. En 

esta seccion mostraremos como se comporta la funcion de distribu

cion de T(X E ) en ese caso, vease el Teorema 2.3, de modo tal que 

el Teorema de Representacion (Teorema 1.1) nos permitira extender 

los resultados previos (vease [13], [3]) al caso sublineal y al ca 

so extreme qi = 1. 

Haremos previamente una somera revision de definiciones. 

DEFINICION 2.1. Una familia {(U t ,¢) 

Vitali cuando: 

t E R+} se dira Regular de 

(i) Los conjuntos Ut son abiertos acotados de Rn; 

estan telescopicamente ordenados, 0 sea 

Uti C Utz cuando ti ~ t z ; n t Ut {O}; y, si 

m (.) denota la medida de Lebesgue de Rn , 

cuando t t t . 
o 

(ii) ¢ es una funci6n suryectiva d'e R+ en R+ tal 

que: 

(a) Ut - Ut = {z , z=x-y ; x,y E Ut } C U¢(t)' 

(b) m(U¢(t») ~ A m(U t ), donde A es una con~ 

tante dependiente de la familia sola -

mente. 

Observese que ¢(t) > t Y que la funcion ¢ puede reelegirse de mo 

do tal que sea 5 iempre no decreciente.-
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Ejemplos ue tales familias es 

Ut = (x, lxi, tl,¢(t) 2t (A 

Otros ejemplos de tales familias pueden encontrarse en [11] 

F. John y L. Nirenherg [6] uefinen la clase de oscilaci6n media a 

cot ada usando la familia de Vitali de nuestro ejemplo anterior. 

Tal definici6n se puede extender a cualquier familia regular de 

Vitali. Las nuevas clases gozarAn del mismo tipo de propiedades 

que la clAsica clase de oscilaci6n media acotada. 

Sea 0 un abierto de Rn. Eo(Ut,O) denotarA la clase de funciones 

localmente integrables tales que 

fx+u fey) dy 
t 

cuando x+U t CO, Y 

Definiremos "f"E como el infimo de los valores M que satisface 
o 

la dcsigualdad anterior para todo x,t (x+U t CO). Observese que 

"f"E = 0 si y 5610 si f es constante en casi todo punto de 0 . 
o 

Por 10 tanto II • "E es una semi-norma, para transformar el espacio 

en un espacio de Banach es necesario hacer el cociente por el sub 

espacio de las constantes (R 1). 

La propiedad fundamental de las funciones de las clases Eo(Ut,O) 

es el decaimiento exponencial local de sus funciones de distribu

ci6n. Este decaimiento caracteriza dichas clases. 

TEOREMA 2.1. f E Eo(Ut,O) si y s6lo si para todo x+U t CO 

m({x , If(y)-cfl > s} n (x+U t )) .;;; c 1 exp(-c 2 sllfll~!) m(U t ) 

c 1 Y c 2 son constantes absolutas que dependen s6lo de la familia 

regular de Vitali. 

La demostraci6n de este teorema es identica a la de F. John y 
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L. Nirenberg [6], si en lugar de la forma de A.P. Calder6n y 1\. 

Zygmund [2] del lema de F. Riesz se utiliza [11], Teorema 3.1 

capitulo I. 

EI siguiente teorema es una extensi6n del Teorema 1.2 cuando el 

espacio L~ es reemplazado por Eo(Ut,O). 

TEOREMA 2.2. Sea T un operador sublineal de So(M,~) en F(O,m) 

tal que para eada eonjunto medible E: 

(2) "T(XE)"E < C ~(E) l/pz 
o 

Donde, 1 < Pi < ~ , i 

Entonees, si 
q q 

(1 -s) 
Pz 

o < s < 1 , 

f E So (M,~), se cone luye que 

lIlT (f) 111 
Lq,r 

< C "If "I p,q LP,r 

C depende de p, q, 
p,q 

las eonstantes de (1) y (2) -y La familia de 

Vitali, pero es independiente de O. 

Para demostrar el Teorema 2.2 haremos uso del teorema de represe~ 

taci6n pero para ella necesitamos estudiar previamente la funcion 

de distribuci6n de T(X E). 

TEOREMA 2.3. Si T es un operador sublineal que satisfaee las con 

diciones (1) y (2) del Teorema 2.2, entonees 

A ( )(t) < lji-l(m(E),t) , donde 
T X E 
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c l y c2 son aonstantes que no dependen de o. 

Demostraai6n del Teorema 2.2. Aceptando 

2.3 basta observar que cuando 1 = s....L + 
P PI 

o < s < 1 , entonces 

llPl ql 
1/1-1 (s,t) ..; c min { (_s -) 

t 

y aplicar el Teorema 1.2. 

el enunciado 

(1 - s) - , -
P2 q 

lip q 

(7) }, 

del Teorema 

= s - , 
ql 

Demostraai6n del Teorema 2.3. Sea r , 0 < r < 1 , f = XE Apli 

cando el Teorema 3.1, Capitulo I de [11], a la funci6n IT(f)l r oQ. 

tenemos una sucesi6n de conjuntos disjuntos, {Xk + Ua } , tales 
k 

que: 

(i) IT(f)(x)I"; t , en casi todo punto del complemento de 

u~=o (xk + U¢(a ») 
k 

-1 J Observese que si ak = m(U¢(a ») T(f)(y)dy , entonces 
k x k +U¢ (a ) 

k 

lakl < t. Por 10 tanto 

m({x , IT(f)(x)I > 2t}) = 

m({x 
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~ (usando el Teorema 2.1) ~ 

~ (usando la hipotesis (2) y (ii)) ~ 

-1/P2 -r J r 
~ A c 1 exp (-c 2 t m(E) ) t IT(f) (y) I dy 

Uk(xk+Ua ) 

Por otra parte usando la hipotesis (i) 

-r 
r t 

desigualdad que demuestra el teorema. 

k 

E 1 teorema 2.2 ex t i ende trabaj os previos de G. Stampacchia [131, 

J. Peetre [9), S. Campanato f3) y S. Spanne [12). Permite que el 

operador sea sublineal, es valido para ql = 1 e impone una condi

cion mas debil en los extremes del intervalo de interpolacion. 

El caso PI = ql = 1 , P2 = 00 tiene una interesante aplicacion a 

la teoria de Integrales Singulares. 

Sea k un nucleo singular para la familia regular de Vitali 

{Ut,rp} ; ver [11], Definicion 4.1, Capitulo I. Para f E So(Rn,m) 

definiremos 

K(f)(x) lim J 
s->-O u' n U s t 

k(y)f(x-y)dy 
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Tal limite existe en casi todo punto; ver [11], Teorema 6.2, Capi 
tulo I. 

TEOREMA 2.4. Si k es un nucleo singular para la familia {Ut'~} y 

ademas 

J !k(x-y)-k(x) !dx ~ c , cuando y E Ut · 

u~ (t) 

Entonces 

(1 ) 
II f ilL 1,1 

XK(f) (t) ~ c 
t t 

(2) II K(f) II E ~ c E 
o o 

Demostraci6n. La primera parte del teorema puede leerse en [11], 

Teorema 4.1, Capitulo I. La segunda parte se demuestra con el si 

guiente argumento que imita al de E. Stein [14] dado para el caso 
eliptico. 

Sea entonces Q = x + U~(t) , f E So(Rn). Escribiremos f = h + g 

donde h = fX Q • Obs€rvese que la acotaci6n del operador K en 

L 2 (Rn) (ver [11], Teorema 4.1, Capitulo I) se concluye 

Por otra parte como la misma estimaci6n vale para el promedio de 
1 2 K(h), dominando la norma L con la norma L , se tiene que 

Basta entonces demostrar una desigualdad similar para K(g). 
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J IK(g)(y) - cK(g)ldy 
x+U t 

J I<J K(y-z)f(z)dz) 

x+U t (x+U~(t»' 

-~ <J dx 1J K(X 1-Z)f(Z)dz)ldY 
m(U t ) 

x+U t (x+U~(t»' 

sando la hip6tesis hecha sobre K) < C m(Ut)HfU 00 , y el teorema 
L 

queda demostrado. 

Por 10 tanto, como consecuencia del Teorema 2.2 se obtienela si

guiente cota para la funci6n de distribuci6n de K(X E) 

La cota es inmejorable, salvo constantes. E. Stein y G. Weiss 

[lS]demostraron una identidad de este tipo para la transformada 

de Hilbert. 
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