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RESUMEN. Se considera un juego diferencial anormal, en el senti-
do de que la funcidn '"pago'" es una funcional expresada como inte-
gral curvilinea de la trayectoria, pero con la propiedad de que
aparecen diversos valores de la v.riable independiente en el inte
grando. Se da este ejemplo para llamar la atencién sobre formas
funcionales de la funcién '"pago'" que escapan a la teoria clédsica.

1. INTRODUCCION. De acuerdo con Isaacs [1] un juego diferencial
de tiempo prefijado estd dado por una ecuacidén diferencial vecto-
rial

(1) x' = f(t)X’u:V) ’

donde t es la variable independiente (tiempo), x es la variable
"estado'", que es un vector n-dimensional, mientras que u, v son
las respectivas variables de control cuya eleccidén estd a cargo
de los dos jugadores.

Se consideran admisibles todas las funciones de control u(t) ,
v(t) que son medibles y toman valores en conjuntos dados
u(t) € v, v(t) € V.

El juego comienza en el instante t = 0 y termina en el instante

t = T prefijado. Se dan las condiciones iniciales
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(2) x(0) = x

o

y una vez alcanzado el instante T se evalGa la funcién "pago"
T

(3) P- | ntex(o,um,vm) de
o

que el jugador u debe pagarsal jugador v.

El jugador u debe elegir su control u(t) de manera de hacer mini-
mo el pago P, mientras que el jugador v trata de elegir v(t) de
manera de hacer P midximo. En los juegos de informacién perfecta
(considerados en el presente trabajo), en cada instante t ambos
jugadores conocen las reglas del juego, vale decir las condicio-
nes (1), (2), (3), los conjuntos U,V ,asi como la evolucién del
juego en el pasado (es decir las funciones u(r) , v(r) , x(7) para

0 <7 < t); con esta informacidn deben elegir u(t) , v(t).

Esta dltima condicién referente a la informacidén de ambos jugado-
res es esencial y distingue claramente a los juegos diferenciales
de los problemas de simple optimizacién. La forma cldsica de una
estrategia para, digamos, el jugador u, es elegir u(t) como fun-
cién del estado: u(t) = u(x(t)) (véase [1]1). :

Llamamos ''juegos diferenciales normales'" a aquéllos en que en ca-
da instante t ambos jugadores poseen la informacidén necesaria pa-
ra evaluar la parte de la integral (3) del '"pago" correspondiente
al intervalo [0,t]. Ello estd de acuerdo con el principio de cau
salidad en la mayoria de los modelos fisicos conducentes a juegos
gos diferenciales. Pueden darse, sin embargo, juegos en que ello
no sucede y la teoria cldsica no es por lo tanto aplicable. En

tal caso diremos que el juego diferencial es 'anormal'.

2. EL JUEGG CONSIDERADO. Consideramos el estado del juego carac
terizado por un vector bidimensional (;) . Cada jugador actfia so

bre una componente de acuerdo al sistema diferencial

]

X' ax+ u

(€3

y' by+ v
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donde son admisibles todas las funciones de control medibles que
toman valores en el intervalo [-1,+1]:

(5) -1 <u(t) <1 s -1 <v(t) <1 .
Fijamos valores iniciales
(6) x(0) =y(0) =0 ,
y para la funcién ''pago" la funcional
1
(7) P =J x(t) y (1-t)dt .
o

Debe notarse que esta funcional no es del tipo (3), por aparecer
los valores de x e y en instantes diferentes. Seguimos suponien-
do, sin embargo, que en el instante t ambos jugadores conocen
x(t) ,y(r) para 0 <7 < t

3. SOLUCION. Se denomina "estrategia' del jugador u a toda '"re-
ceta" que le permita determinar, en cada instante t, su correspon
diente control u(t) en funcidén de la informacidén que posee en ese
momento. Se supone que dicha '"receta" es tal que, bajo todas las
condiciones posibles del juego, determine un control u(t) admisi-

ble. Andlogamente se define una estrategia para el jugador v.

Una vez que ambos jugadores han decidido sus correspondientes es-
trategias, toda la evolucidn del juego queda determinada; asi por
ejemplo quedan determinadas las funciones de control u(t) , v(t).
Para diferenciar las funciones de control u(t) , v(t) de las estra
tegias que determinan estos valores, escribiremos u, v para las
estrategias. Asi, la funcidén "pago" P también queda determinada
por las estrategias de ambos jugadores y puede escribirse

P = Plu,v].

Se dice que las estrategias u* , v* son "6ptimas" ue forman un
q g s p y q

"punto de ensilladura' si, para cualquier otro par de estrategias

u,v se verifica que

(8) Pu*,v] < P[u*,v*] < P[u,v*]
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Es fdacil ver que; de existir, estas estrategias Optimas pueden no
ser Gnicas, pero todos los posibles pares de estrategias Optimas
determinan el mismo valor de la funcidén '"pago', que entonces se

denomina '"Valor'" del juego.

En nuestro caso es fdcil ver en qué forma ambos jugadores deben

determinar sus controles en la segunda mitad del juego, es decir
para % <ts 1. Efectivamente, en este intervalo el pago (7)

se puede descomponer en

9) P = Jl/zx(r) y (1-7)dr + Jl x(r)y (1-7)dr ,
0 1/2

donde en la primera integral x(r) es comocida, mientras que en la

segunda integral lo es y(1-r). El problema para cada jugador es

por consiguiente el de optimizar una integral sobre la cual el o-

tro jugador no posee ninguna influencia. Este es un caso clasico

del calculo de variaciones que no ofrece mayor dificultad.

Queda el problema de determinar en forma 6ptima la estrategia de
los jugadores en la primera mitad del juego. La simetria del pro
blema hace plausible esperar que adoptar u(t) = 0 , v(t) = 0 sean
las estrategias 6ptimas. Demostremos directamente que ello es

cierto.

Es evidente que para u* = v*¥ = 0 se verifican las desigualdades
(8) siendo u,V cualesquiera. Afdn mis, es evidente que si en la
primera mitad del juego, u(t) = 0, pero el jugador v adopta otra
estrategia, entonces en la segunda mitad del juego el jugador u
puede obtener un pago mejor (menor, dado que u desea minimizar).
Para ello basta elegir uf(t) tal que, donde y(1-t) > 0, resulte
x(t) < 0 y vice-versa. Esto demuestra que el jugador v, al adop-
tar una estrategia distinta de v* = 0, se ha perjudicado.

L. COMENTARIOS. Se ha podido llegar a la solucién de este jue-
go debido a su extrema sencillez. Posibles generalizaciones en
las que se adopten otras ecuaciones (4), condiciones iniciales
(6) o funcién pago (7) quedan a cargo del lector. Puede, sin em-
bargo, preverse que adoptando ecuaciones y funcionales bastante
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generales, la obtencidén de las estrategias dptimas es sumamente
dificil. Por lo menos el método clidsico, basado en la "ecuacidn
principal" de Isaacs ([1]) o en el Principio del mdximo de Pon-
trjagin ([2]), no es aplicable (a menos que se considere su posi-
ble generalizacidén en un espacio de Banach). Por otra parte, la
aproximacién del juego diferencial por un juego discreto, a la ma
nera propuesta por Friedman ([3], [4]), permite resolverlo por el
método de programacién dindmica de Bellman. ( [5]).

Queda como problema abierto el de encontrar una teoria satisfacto
ria aplicable a tales tipos de juegos diferenciales anormales.
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