
Revista de la 
UniiSn Hatematica Argen.tina 
Volumen 25, 1971. 

LA SEMI-SIMPLicITE DES ALGEBRES DE BOOLE 

TOPOLOGIQUES ET LES SYSTEMES DEDUCTIFS 

par Antonio Mpnteiro 

Vedic.a.do a.t pJLo6e.6oJL AtbeJLt:o Gonzatez Vom.lnguez 

1. LES ALGEBRES DE BOOLE TOPOLOGIQUES. 

C. 1. LEWIS et C. H. LANGFORD ((1932)(*) , pag 501) dans leurs etu
des sur la theorie de 'L'impliaation striate ont ete conduits a con 
siderer Ie ~aJau'L propositionne'L modal. S 4. 

TANG TSAO-CHEN(1938) a He Ie premier auteur qui a Habli un rap
~l'ochement entre ce calcul et la theorie des espaces topologiques 
en montrant: qu'a chaque th~se du calcul S4 correspond une egalite 
valable dans tous les espaces topologiques. Cette decouverte a 
joue un rSle tres important par la suite. La reciproque a ete e
tabliepar J. C. C. McKINSEY (1941) . 

Pour etudier Ie calcul S4 au point de vue de I ;'algebre cet auteur 
a 6te conduit a utiliier la notion suivante: 

1.1- DEFINITION: Un syst~me A = (A,C) forme par une 'a'Lgebre de 

Boote Aet--une---azrpUea'tion C de A dans A, te'L'Le que 

C3) C(avb) CavCb 

(*) Voir la liste bibliographique ~ la fin de ~ette note. 
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sera dit une.algebre de Boole topologique (closure algeb.ra; en an

glais). L 'element <;a sera dit la fermeture de a. Un element a est 

ferme si Ca.- ~. L'element la - -C-a sera dit l'interieur de a et a 

est ouvert si la - a. 

Dans Ie calcul S4 si p designe une proposition alors Cp et lp desi~ 

nent respectiv;ement les propositions "p est possible" et "p est ne

cessaire". Cette notion (*) avait ete introduite par H. TERASAKA 

(1937), (1940) comme une generalisation naturelle de la notion d'e~ 
pace topologique, au sens de C. KURATOWSKI (1922). En effet si 

A - 2E est I' algebre de Boole de toutes les parties d 'un e.nsemble 

E alors C1) - C4) sont les axiomes que KURATOWSKI a introduit pour 

definir un espace top~logique, et ils sont equivalents aux axiomes 

duaux: 

Il) I 1 

12) la a II Ia 

13) I (a II b) - lea) /I I(b) 

14) I I a - la 

Nous pouvons done definir une algebre de Boole topologique comme 

un systeme (A,I) ou I verifie 11) - 14). 

Le role que joue cette notion dans l'etude du calcul propositionnel 

S4 a ete mis en evidence dans les travaux de J. C. C. MCKINSEY 

(1941) et JrC.C. MCKINSEY et a. TARSKI (1944, 1946), dont les raci

nes se trouvent, il me semble, dans A. TARSKI (1938). 

Un cas tres particulier du calcul S4 c'est Ie calcul S5, dont l'e

tude, au point de vue de l'algebre, conduit a la definition suivan

te: 

1.2- DEFINITION. Une algebre S4 est une aZgebre S5 si I-Ia la. 

(Voir C. DAVIES, (1951)) 

l ) Nous adoptons ici la terminologie de R. SIKORSKI (1949),(1954). 
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Rappellons que l'egalite precedente est equivalente, d'apres HAL
MOS (1955) a 

I(a v Ib) = Ia v Ib 

Cet auteur a donne aux algebres 55 Ie nom d'algebres de Boole mon!. 
diques. Dans Ie cas particulier des espaces topologiques cela re

vient a dire que tous les ensembles ouverts sont des ensembles fer 
meso 

P. Halmos a montre dans ses importants travaux (1954, 1955) que la 

notion d'algebre de Boole monadique peut ~tre consideree comme une 

version alg'"Q.riqu"e de la notion de quantifiaation monadique (I 130-

rrespond au quantifiaateur universel et C au quantifiaateur existe~ 

tiel). Il a montre, en part:ltulier que: 

Les alg~bres de Boole monadiques sont semi-8~mples. P. HALMOS, 
(1955, pag. 229). 

II remarque a ce prop~s: 

"The semi-simpliaity of the alosure algebra of a topologiaal spaae 

appears to depend on whiah separation axioms the spaae satisfies" 

en posant done ainsi Ie probleme de determiner les algebres 54 qui 

sont,semi-simples. 

Nous nuus proposons "de montrer dans cette note que: les alg~bres' 

S4 semi-simples Mont pr'aisement les alg~bres de Boole monadiques. 

En particulier pour que l'algebre de Boole topologique (2 E,I), d'un 
espace topologique E(*) soit semi-simple il faut et il suffit que 
tout ensembre ouvert soit un ensemble ferme. Cette condition peut 

d'ailleurs avoir lieu sans que l'axiome de separation To soit veri 
fie. 

Au §2 nous indiquons une demonstration de ce resultat en utilisant, 

comme il est naturel, la theorie des homomorphismes. 

(*) Dans la definition d'un espaee topologique E, on suppose, en 

general, que E f ~, done A = 2E a plus d'un el~ment. 
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Pour connaitre les images homomorphes d'une algebre de Boole top~· 
logique donnee A il suffit de connaitre les filtres ouverts de A, 
c.a.d. les filtres H de A tels que si a E H alors la E H. Par une 
construction intrinseque, effectue sur A, on obtient alors l'alge
bie quotient A/H, qui est une image homomorphe de A. 

Au §3 nous indiquons certains resultats sur la theorie des syste
mes deductifs qui auront un role a jouer par la suite. Nous in-. 
sistons sur l'etude de la notion de semi-simplicite deductive qui 
est caracterise par la loi de Peirce. 

Au §4 nous etudions plusieurs operations d'implication qu'on peut 
considerer dans la theorie des algebres de Boole topologiques: 
l'implication stricte de Lewis. l'implication contraposable. l'im
plication faible et l'implication intuitioniste. Nous montrerons 
alors que par rapport aux deux dernieres implications la semi-sim
plicit6 deductive de A coincide avec la notion de semi-simplicite 
considere au §2. Ces resultats sont susceptibles d'intereser un 
logicien. 

Pour simplifier une demonstration que nous indiquerons plus loin 
il est convenable d'etablir Ie resultat suivant: ou a ~ b = -a v b 

1.3. LEMME. Pour qu'un systeme (A,I) forme par une algebre de 
Boole A et une application I de A dans A soit une algebre de Boole 
topologique il faut et il sUffit que les conditions suivantes 
soient verifiees: 

B1) 11 
B2) la ~ a = 1 
B3) I(Ia.~ b) ~ (Ia ~ Ib) = 1 

Vem. Les conditions sont necessaires. Rappelons que dans une al
gebre de Boole nous pouvons afirmer que: 

E1) a ~ b est equivalent a: a ~ b = 1 
E2) a II c ~ b est equivalent a: c ~ a ~ b 

Cela etant, soit (A,I) une algebre de Boole topologique. Les con
ditions B1) et B2) sont verifiees. Pour demontrer B3) remarquons 
que: 
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la " I(a ~ b) = I(a" (a ~ b)) = I(a "b) = la " Ib .;;; Ib 
d'oll, d'apres E2) I(a ~ b) .;;; la ~ lb. En rempla~ant a par la nous 
aurons l(la ~ b) .;;; la ~ Ib, ce qui est €quivalent i B3). 

Les oonditions sont suffisantes. Supposons que I v€rifie Bl)-B3) 

et remarquons que B2 et B3 peuvent s'ecrire seus la forme 

B2) ia';;; a B3) 1(la ~ b) .;;; la~ Ib 

Montrons'sucessivement que: 

12) 8i a .;;; b aZbrs la';;; lb .. Supposons que a .;;; b; en uti

lisant B2) no us aurons' la .;;; b, c.a.d. la ~ b = 1. En portant 

cette condition dans B3) et en utilisant 11) nous aurons Ia -~ Ib = 
= 1 , c.a.d. la .;;; Ib 

22) IIa = la. En rempla\;ant b par la dans B3) nous aurons 
la .;; IIa d'autre part par B2) IIa';;; la, donc IIa= Ia 

32) I (a ~ b) .;;; Ia ~ Ib (inegaZite de GodeZ) . De Ia .;;; a on 

tire a ~ b .;;; Ia ~ b, d'oll par 12) 

(1) l(a ~ b) <;; 1(la ~ b) 

De (1) et B3) on d€duit 32). 

I (a " b) la " lb. 
De a " b .;;; a et a " b .;;; b et de 12) on d€duit 

(1) I(a"b)';;;la"lb 

D'autre part 32) est €quivalente a 

(2) la " I(a ~ b) .;;; Ib 

En :cemplas:ant dans (2) b par a " b nous aurons 

(3) la " I(a ~ (a " b)) .;;; ICa " b) 

Comme a ~ (a " b) = a ~ b nous pouvons €crire (3) sous la forme 

(4) la II I(a ~ b) .;;; ICa II b) 
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De, b ..; a :> b on deduit Ib <, I (a :> b) , d I oh : 

(5) IaAIb";JaAI(a:>b) 

De (4) et (5) on tire : 

l6) I a " Ib '''; I (a A b,) 

et 4°)est une consequence de (1) et (6). Les conditions,B1), BZ), 
ZO) et 4°) montrent que (A,I) est une algebre de BO,ole topologique. 
Ce resultat peut ~tre c~msidere comme une version algebrique de 
l'axiomatisation·du cal cuI propositionnel S4 obtenue par J.F.F. 
NIELAND et E.W.BETH (196'1, pag. 68-69)~ Nous remercions Ie Prof. 
M.GUILLAUME de nous avoir signale ce travail. 

2. HOMOMORPHISMES ET SEMI-SIMPLICITE. 

Une algebre de Boole topologique est une algebre definie par des 
egalites. Si A et A' sont des algebres de cette nature, alors une 
application h de A dans A' est un hQmomorphisme si (SIKORSKI , 
(1954)) : 

Hl) hex v y) = hex) v hey) 
HZ) he-x) -hex) 
H3) h(Ix) = Ih(x) 

On pourrait aussi dire avec R. SIKORSKI que h est un homomorphisme 
topologique, pour distinguer cette notion de celIe d'homomorphisme 
booleen h definie par les conditions H1) et HZ). 
De Hl) et HZ) on deduit: hex A y) = hex) A hey), hel) = 1, h(o) 
= o. 
On voit de suite que heAl est une sous-algebre de A'. Si h(A) ~' .. ' 
on dit que A' est une image homomorphe de A. 

2.1- DEFINITION: Si h est un homomorphisme de A sur A I. Ze noyau 
de h est l 'ensembZe H des elements x E A tels que hex) = 1 E A I. 
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Rappelons que: 

2.2- DEFINITION: Une partie H d'une algebre de Boole Aest un fil

tre de A si: 

F1) E H 

F2) Si a,b E H alors a II b E H 
F3) Si a E H et a ~ b alors b E H 

Si nous posohs a J b = -a V b alors on peut demontrer que: 

2.3. THEOREME. Pour qu'une partie H d'une algebre de Boole A 

soit un filtre il faut et il suffit que: 

D1) 1 E H 

D2) (Modus ponens) Si a,a J b E H alors b E.H. 

II est bien connu qu'on peut obtenir toutes les images homomorphes 
d'une algebre de Boole A au moyen d'une construction effectue di
rectement sur A. 
Etant donne un filtre H de A, on ecrit 

a = b (mod. H) 
s i (a J b) II (b J a) E H. 

La relation binaire _ ainsi definie est une relation d'equivalence 

compatible avec les opera.tions booleennes II , v , - • 
Nous pouvons donc definir sur l'ensemble quotient A/O' les opera

tions II, V , - et nous obtenons ainsi une algebre de Boole A' 
qu'on appele Ie quotient de A par H (en notation A' = A/H). II 
est aussi bien connu que toutes les images homomorphes d'une alge

bre de Boole peuvent etre obtenues de cette maniere (a un isomor
phisme pres). 

Dans Ie cas des algebres de Boole topologiques etant donne un fil
tre H la relation de congruence que nous venons de definir n'est 

pas en general compatjble avec l'opchateur I. 

En realite on voit de suite que: 

2.4. Si h est un homomorphisme de l'algebre de Boole topologique A 
sur l'algebre de m~me nature A' alors le noyau H de h est un filtre 

tel que 

F.4) Si a E H alors Ia E H 

Un filtre qui verifie F4 sera dit un filtre ouvert. H est propre 

si H";. A.' 
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Alors on montre facilement (SIKORSKI (1954)) que si H est un filtre 

ouvert la relation = (mod. H) est compatible avec l'operateur I. 

Nous pouvons donc definir sur l'ensemble quotient A/= l'operation 

I et nous obtenons ainsi une algebre de Boole topologique A' qu'on 

appele l'algebre quotient de A par H. 

On voit d'ailleurs facilement que toutes les images homomorphes 

d'une alg~bre de Boole topologique peuvent ~tre obtenues, k un iso 

morphisme pres, de la maniere que nous venous d'indiquer. 

Si a E A est un element ouvert (c.a.d. si Ia = a) alors Ie filtre 

principal engendre par a (c.a.d. l'ensemble F(a) des elements x 

tels que a ~ x ) est un filtre ouvert, donc l'algebre A/F(a) = A' 

est une image homomorphe de A. 

Remarquons maintenant que 

2.5. La famille des filtres ouverts propres de A est inductive 

superieurement. 

2.6.DEFINITION: Un filtre ouvert H sera dit maximal si H est 

maximal dans la famille des filtres ouverts propres. 

donc d'apres 2.5 

2.7. Tout filtre ouvert propre est contenu dans un filtre ouvert 

maximal. 

Ce resultat permet de determiner de suite les algebres de Boole 

topologiques simples. 

2.8- DEFINITION: Une algebre de Boole topologique A est simple si 

A contient plus qu'un element et si les seules images homomorphes 

de A sont lQ) l'algebre de Boole topologique ayant un seul ele

ment et 2Q) les algebres isomorphes a A. 

Pour determiner les algebres simples remarquons tout d'abord que 

2.g. Si F et G sont des filtres ouverts alors H = F A G(*)est le 

plus petit filtre ouvert qui contient F et G 

Dem. II e~t bien connu, M.STONE (1936) , (1937), que H est Ie plus 

petit filtre qui contient F et G et on voit de suite que H est un 

filtre ouvert 

(*) Si X et Y sont des parties non vides de A , nous represente

rons par X A Y l'ensemble des elements de la forme x A y ou 

x E X et y E Y. 
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2.10. Si G est un fiLtre ouvert et a u~ftLement de A aLors Le pLus 

petit fiLtre ouvert qui aontient G et a est egaL a H = G A F(Ia). 

Dem. Tout filtre ouvert F qui contient a doit contenir Ia' et aussi 

F(Ia); si en outre F contient G alors F doit contenir H 

= G A F(Ia) qui d'apres 2.9 est un filtre ouvert et 2.10 est demon

tre. 

2.11. THEOREME. Pour qu 'un fi Ltre ouvert propre M soi t maxima L 

iL faut et iL sUffit que si a ~ M aLors - Ia E M. 

Dem. rour qu'un filtre ouvert propre M sbit maximal il faut et il 

suffit que si a t M alors Ie plus petit filtre ouvert H qui cpn-' 

tient M et a soit egale a A = F(o). 

Mais H = M A F(Ia). 

Donc pour que Ie fi-I tre ouvert propre M soi t maximal il faut et il 

suffit que pour tout a ~ M il existe (1) m EM et (2) n E F(Ia) 

tels que (3) mAn = o. 

La condition (1) est equivalente a (1') 1m m' EM et (2) est equi 

valente l Ia < n c.a.d. a (2') Ia < In . 
Si M est un filtre ouvert maximal alors de (3) il resulte 

o = 10 = 1m A In 
en utilisant (1') , (2') nous aurons 

(4) m' A Ia = 0 

d' ou m' < - Ia 

et , d'apr~s (1') nous aurons - Ia EM. 

La reciproque est immediate. 

2.12. 

= AIM 

et a' 

THEOREME. Si M est un fiLtre ouvert maximaL de A aLors A' 

est une aLgebre de BooLe topoLogique teLLe que si a' E A' 
# 1 aLors la' = 0 • 

Dem. Soit M un filtre ouvert maximal et A' = AIM. Soit a' E A' 

c.a.d. une classe d'equivalence modulo M: a' lal ou a E A. 

Dire que a' # 1 E A' est equivalent a dire que a ~ M , alors 

- I a E M c. a . d . I - I a I = 1, donc - I I a I = 1 E A' so i t I I a I = 0 E A' 
ce qu'il faIIait demontrer. 

Remarquons que I'algebre A' = AIM a seulement deux elements 6uverts 

o 'et 1 . Montrons main tenant que : 
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2.13. THEOREME~ Pour qu'une alg~bre de Boole t6pologique A soit 

simple il faut et il s~ffitque: 

Sl) A aontient plus d'un element 

S2) Les Beula ouverts de A sont 0 et 1. 

~em. Si A est simple alors Sl) est verifiee. Si S2) n'etait veri

fiee alors il exlstirait un element ouvert a tel que a ~ 0, a # 1. 

Le filtre principal F(a) etant ouvert et propre est contenu dans 

un filtre ouvert maximal M, donc AIM = A' serait une image homo

morphe de A et comme A' a seuleme»t deux elements ouverts (0 et 1), 
A' ne peut pas ~tre isomorphe a A , car A a·· au moins trois elements 

ouverts 0, a, 1 Cette contradiction montre que les seuls ouverts 
de A sont 0 et 1 . 

Reciproquement supposons que l'algebre de Boole topologique A veri

fie S1 et S2. Toute image homomorphe de A est isomorphe a un quo

tient A/H ou H es _ un filtre ouvert de A. Les seuls filtres ouverts 

de A etant F(1) = {1} et F(o) = A, alors A/F(1) = A et A/A = {o} 

donc A.est simple. 

2.14. DEFINITION: Une algebre de Boole topologique A ayant plus 

d 'un element sera dite semi-simple si elle est isomoY'phf:! a une 

sous-algebre d'un produit aartesien d'algebres simples. 

2.15. THEOREME. Pour qu'une algebre de Boole topologique ayant plus 

d'un element soit semi-simple il faut et il sUffit que A soit-une 

aZgebre de BoDle monadique, a.a.d. que (1) I(x V Iy) = Ix V Iy. 

Dem. Si A est une algebre simple aZors l'egalite (1) est verifiee. 

En effet dans une algebre simple Iy ne peut prendre que les valeurs 
o et 1 et dans les deux. cas l'egalite (1) est evidemment verifiee. 

II en est de meme dans tout produit cartesien d'alge.hres simples 

et dans une·sous-algebre d'un tel produit et alors d'apres la defi

nition 2.15 dans toute algebre semi-simples l'egalite (1) est ve

rifiee, c.a.d. toute algebre semi-simple est une algebre de Boole 

monadique. Comme P. HALMOS a demontre la reciproque la demonstra

tion est terminee. 

REMARQUE: II est bien connu que si A est une algebre de Boole topo

logique, alors la famille 0 des elements ouverts de A est une alge

bre de Heyting. Si H est un filtre ouvert de A alors F = I(H) est 

un filtre de 0 et l'on voit de suite que Fest une base du filtre H. 
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On voit tres faci1ement que l'app1ication.r est un isomorphisme 
entre Ie reticule des ·filtres-ouverts de A et Ie reticule des fi1-
tres de 0 • Nous avons dem9ntre (A. MONTEIRO (1954, pag.157)) que: 
"poul' qu'une a'tgebl'e de Heyting 0 soit semi-simp'te i't faut et i't 

sUffit que 0 soit une a'tgebroe de Boo'te". 

Nous pouvons done affirmer: "Poul' qu'une a'tgebl'e de Boo'te topo'togi

que A soit semi-simple i't faut et iZ sUffit que 't'algebl'e de 

Heyting 0 des .l'ments ouverots de A soit semi-simpZes". 

3. LES SYSTEMES DEDUCTIFS. 

La ~heorie des sys~~mes deductifs a etefonde par ALFRED TARSKI 
(1930) et deve10ppee par Ie m~me auteur dans ses importants travaux 
(1956) . 

D'autre part DAVID HILBERT (1923) a mis en evidence l'importance 
du aaZaul impliaatif positif, dont l'etude au point de vue de l'al
gebre a ete deve10ppe par L. HENKIN (1950) et A. DIEGO (1965). La 
notion de modele implicatif au sens de Henkin (a ] aquelle on peut 
donner Ie nom d'algebre de Hilbert) a une grande importance dans 
l'etude du calcul considere par D. Hilbert. II existe tependant 
d'autres calculs propositionnels, de nature tres variee, et dis
tincts du calcul implicatif positif ou il est· utile de considerer 
une situation plus generale, que nous allons indiquer. 

SOlt (A , +) un systeme forme par un ensemble non vide A et une 
~plration binaire + (nomee operation d'impliaation) definie sur A. 

3.1. DEFINITION: Une pal'tie D de A est un systeme d'duatif (de A. 
si les aonditions suivantes sont v'l'ifi'es: 

D1) x + (y + x) E D quels que soient les .l'ments x et y de A. 

D2) (x + (y .... z)) + ((x + y) -+ (x .... z)) E D, quels que soient les 

el'ments x • y • z de A. 

MP) (Regle de Modus Ponens) U a, a + bED alol's bED. 

Un systeme d'duatif D sel'a dit pl'opl'e si D 'f A. 
On voit de suite que 

3.2. L'intel'seation d'une famille quelaonque de systemes d'duatifs 

est un systeme d'duatif. 
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Remarquons que d'apres D1) et D2) un systeme deductif D n'est pas 

vide et ~ue A est un systeme deductif; donc 

3.3. La fami lZeV de tous le-s systemes deduatifs de (A, ... ) est 

un retiaule aomplet. 

3.4 .. DEFINIT.ION,: Representons par T'o l'ensemble de tous les ele-

ments de A de la forme x ... (y ... x) ou' de la forme 

(x ... (y ... z)) ... ((x'" y) ... (x "'z)). Nous dirons que TO est l'en-

semble des theses elementaires de A. ,L'interseation T de tous les 

systemes deduatifs de A sera appele l'ensemble des theses de A. 
Il est alair que TO ~ T. Le systeme (A, ... ) sera dit deduativement 

aonsistant si T # A et dans le aas aontraire deduativement inaon

sistant. 

EXEMPLE 3.1. 

> ... 0 2 I 

0 1 1 

2 2 1 

0 2 

Soit A = {o,2,1} et soit > ... l'operation binaire de

finie sur A au moyen de la table ci-jointe.Le 

systeme (A , > ... ) est tel que TO = {2,1} et l'on 

voit de suite que T = A, donc Ie systeme consi

dere est deductivemente inconsistant. 

Remarquons que l'operation > ... definie sur A est celIe qui a ete 
utilisee par J. Lukasiewicz pour definir l'operation d'implication 

dans son calcul trivalent. 

EXAMPLE 3.2. Si nous posons x'" y = X > ... (x > ... y) nous aurons la 

table indiquee ci-jointe pour l'oper~tion ... (appelee impliaation 

faible). Dans ces conditions on voit facilement ... 0 2 (A, ... ) deductivement consistant que est et que 
0 T = {1} Les seuls systemes deductifs de (A, 
2 sont T et A. 

0 2 I 

Indiquons maintenant quelques proprietes des systemes deductifs 

que nous aurons a utiliser par 1~ suite. 

... ) 

3.5. DEFINITION: Si H est une partie de (A, ... ) nous represente

rons par D(H) l'interseation de tous les systemes deduatifs que 

aontiennent H et nous dirons que D(H) est le systeme deduatifs en

gendre par H. 

Cette definition n'a pas un caractere constructif et par cette rai

son il est utile de considerer la definition suivante: 

3.6. DEFINITION: Si H = {h1,h2, .... ,hn } est une partie finie de 
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(A, +) nous 'arirons H ~ t ou 

h1 ,h2,·· .,hn ~ t 
pour indiquer que 

hI + (h~ + (: •• (hn + t) ... )) ~ T 
Nous 'arirons ~ ~ t pour indiquer que t E T .FinaZZement si H. est 

une partie. queZaonque de A nous 'arirons H ~ t pour indiquer 

qu'iZ e:x:iste une partie finie F de H teZZe que F ~ t. 

On peut demontrer facilement, comme on Ie fait dans Ie calcul impli 
catif positif, que 

3.7. THEOREME. (de Za aompaait') Pour que t E D(H) iZ faut et iZ 

sUffit que H ~ t. 

3.8. THEOREME .(de Za d'duation de Tarski). Si H est un systeme 

d.duatif de A et si a E A aZors pour que t E D(H U{a}) iZ faut et 

iZ sUffit que a + t E H. 

Nous allons maintenant considerer une clase tres speciale de syst~ 
mes deductifs: 

3.9. DEFINITION: Un syste,me d'duatif M sera dit ma:x:imaZ si: lQ) 

M est un systeme d.duatif propre; 2Q) Si D est un systeme d.duatif 

teZ que M ~ D aZors ou bien D = M ou bien M = A . 

Dans l'exemple 3.1. il n'existe aucun systeme deductif maximal et 
dans l'exemple 3.2., T est Ie seul systeme deductif maximal. 

La famille M de tous les systemes deductifs maximaux de (A, + 

peut etre vid'e, mSme si A est consistant. 

EXEMPLE 3.3. Soit A l'ensemble des nombres reels r tels que 
o < r.~ 1. Si a,b E A posons: 

si a ~ b 

si a > b 

alors on peut verifier que Ie systeme (A, + ) ales propri€tes 
sUivantes: 12) L'ensemble des theses de A est T {1} (voir 
McKINSEY et TARSKI (1946, pag. 128, Exemple 2); 22) 11 n'existe 
aucun systeme deductif maximal de (A, + ). 

11 est tres important au point de vue theorique de savoir que: 
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3 • .1.0. THEOREME. Pour qu'un syst~me deduatif M soit maxima'l i'l faut 

et iZ sUffit que: lQ) M ; A ;2Q) Si a,b ~ M, a'lors a ->- b EM. 

3.11. DEFINITION: L'interseation R(A) de tous 'les syst~mes de

ductifs maximaux de A sera nomee 'le radica'l deductif de A et A 
sera dit deducpivem~nt semi-simpZe si lQ) A est deductivement aon

sistant; 2Q) T = R(A). 

3.12. DEFINITION: Un BZement de 'la forme p =((a ->- b) ->- a) ->-,a 
sera dit peiraien. 

'On peut demontrer les resultats suivants : 

3.13. THEOREME. R(A) est Ze syst~me deduatif engendre par 'l'en

semb'le P des e'lements peiraiens de A • c.a.d. R(A) = D(P). 

Finallement 

3.14. THEOREME. (de 'la semi-simp'licite). Pour que (~, ->- ) soit 

deductivement semi-simpZe i'l faut et i'l sUffit que lQ) A soit 

consistant ; 2Q) La 'loi de Peirce est verifiee c.a.d. 

((a ->- b) ->- a) ->- a E T • queZs que soient a,b EA.' 

Ce theoreme de la semi-simplicite est susceptible de nombreuses 
applications, qui montrent l'interet de ce resultat. 

Si A est consistant il peut arriver que la famille des systemes 
deductifs propres ne soit pas inductive superieurement, comme Ie 
montre l'exemple 3.3. Mais on voit de suite que: 

3.15. THEOREME.Si A est consistant et si c ~ T. a'lors 'la fami'l'le 

des syst~mes deductifs que ne contiennent pas c est inductive su

perieurement. 

Cette situation nous conduit a la definitioh suivante 

3.16. DEFINITION. Si A est consistant et si c rJ; T nous dirons que 

'le syst~me deductif C est 'lie a c • si C est un systeme deductif 

maximaZ parmi ceux que ne contiennent pas c. 

D'autre part 
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3.17. DEFINITION: Un syst.me e serd dit aompZ~tement irpeduatibZe 

si 19) e est un syst.me deduatif propPf!. 29) ttant donnee une fa

miZZe. non vide. {D i } i E I de syst.mes deduatifs teZZe que 

e = n D. 
i E I 1 

iZ existe un indiae i E I teZ que e = Dr' 

On voit faci1ement que: 

3.18. THEOREME. Tout syst.me deduatif propre est Z'interseation 

de syst.mes aompZetement irreduatibZes. 

3.19. THEOREME. Pour qu'un syst.me deduatif e soit aompZ~tement 

irreduatibZe iZ faut et iZ sUffit que e soit Zie a un eZement c. 

Remarquons, en passant , que comme une consequence immediate du 

theor~me de 1a deduction de Tarski, on peut a~firmer que 

3.20. THEOREME. Pour qu'un syst.me deduatif D soit Zie a Z'eZe

ment c iZ faut et iZ sUffit que: 19) c e D ; 29) Si x ~ D aZops 

x + c E D. 

3.21. DEFINITION: Un syst.me deduatif D sera dit irreduatibZe si: 

19) D -# A ; 29) Si D' et D" sont des syst.mes deduatifs teZs que 

D = D'n D" aZors ou D = D ,; ou D = D". 

II est clair que tout systeme comp1~tement irreductib1e est irre

ductib1e~ mais 1a reciproque n'est pas va1ab1e. 

On voit faci1ement que 

3.22. THEOREME. Si CA, + ) est aonsistant aZors pour que Zes no

tions de syst.me deduatif irreduatibZe.aompZ~tement irreduatibZe 

et maximaZ soient identiques iZ faut et iZ sUffit que A soit semi

-simpZe. 

Les demonstrations de ces resu1tats seront indiquees dans un autre 
travai1~1) . 

(1) En tout cas elles coincident avec celles qui on ete presentes 

dans A.MONTEIRO (1960) • dans Ie cadre plus restreint des algebres 

de Hilbert. 
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4. SEMI-SIMPLICITE ,DEDUCTIVE DES ALGEBRES DE BOOLE TOPOLOGIQUES. 

Nous allons maintenant examiner Ie probleme de la semi~simplicite 
deductive des algebres de Boole t6pologiques, en cherchant des 
operateurs binaires Idefinis srir une algebre de Boole topologique 
A, qui verifiant les conditions suivantes: 

Sl) L'ensembZe T des thlses du syst'me (A, I) est Z'ensembZe 

T = U} . 

S2) Les fiZtres ouverts D de Z'aZg.bre de BooZe topoZogique A 
sont aaraat'ris's par Zes deux propri't's suivantes: 
11)1 ED 

12) (r'gZe de modus ponens pour Z'op'rateur I ) a.a.d. 
Si a E D et a I bED aZors bED 

S3) Pour'que Ze syst'me (A, I ) soit deduativement semi-simpZe 

iZ faut et iZ sUffit que A soit une aZg'bre de BooZe mona

dique. 

Pour cela nous allons examiner les operations d'implication sui
vantes : 

A) L'impZiaation aZassique ~ .• d'finie par a ~ b = -a v b 

B) L'impZiaation striate de Lewis * • d'finie par 

a ~ b I (a ~ b) 

C) L'impZiaation faibZe + • d'finie par 

a ->- b = la ~ b 

D) L'impZiaation intuitioniste -. d'finie par 

a - b = l(la ~ lb) 

E) L'impZiaation aontraposabZe faibZe >+ • d'finie par 

a >->- b = (a + b) A (-b + -a) 

A) L'lMPLlCATION CLASSlQUE. Nous savons que 

Al) a,~ (b ~ a) = 

AZ) (a ~ (b ~ c)) :;:> ((a ~ b) ~ (a ~ c)) 

A3) 1 ~ a = a 
A4) ((a ~ b) ~ a) ~ a = 1 

Les conditions ,Al), A2), et A3) montrent que l'ensemble des theses 
de (A, ~ ) est T = {l} , done Sl) est verifiee 
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Les systemes d6ductifs de (A, :::» sont les fiI tres de l' algebre de 

Boole A, donc 52 n'est pas v6rifi6e a moins que Ix = x quel que 
.soit x • 

Le systeme CA, :::» 6tant deductivement semi-simples d'apres A4) et 
3.14 , la condition 53. n'est pas v6ri.fi6e a moins que Ix = x quel 

que soit x. 

B) L'IMPLICATION 5TRICTE DE LEWIS. Cherchons tout d'abord a 

caract6riser. les fi'Lt:roes ouve:rots au moyen de cette op6ration. I1 

est facile de voir que : 

4.1. THEOREME. Pou:ro qu'une paJ'tie D -d'une aZg~b:roe de BooZe topo

Zogique Boit un fiZt:roe ouve:rot iZ fautet iZ sUffit que Zes condi

tions suivantes soient ve:roifiees: 

BI1) 1 E D 

BI~) (Modus ponens st:roict) Si a E D et a ~ bED 

aZo:ros bED. 

BI3) Si a E D aZo:ros Ia E D 

Dem. (I) Les conditions sont necessai:roes .5upposons que (1) t) 
soit un filtre ouve·rt. Les conditions BI1) et BI3) sont verifi6es. 

5upposons que (2) a E D et (3) a ~ bED. Comme (4) a ~ b 
.. I(a :, b) < a :::> b alors de (1) (3) et (4) on .deduit (S) a :::> b E]; D. 

De. (1) (2) et (S)on tire b f;: D, donc BU est v6rifi6e. 

(II) Les conditions 80nt suffisantes. 50it Dune p.artie de A qui 

. v6rifie les conditions Bll - BI3. Montrons que'D est un filtre. 

Nous avons tout d'abord: 

Fl) .1 ED.· 

Montrons que: 

F2) Si a E D et a < b aZo:ros bED 

De a < b Q.n dedui t a :::> b = 1, donc (1) a ~'b = 1 E D et alors de 

(1) et (2) a ED. en utilisant BI2), on d6duit bED. 

F3) Si a.b E D aZo:roB a Abe D 

Pourcela remarquons que 
(1) a ~ (a A b) • I (a :::> (a.A b)) .. I (a :::> b) = Ii ~ b 

De b ~ D on deduit par BI3) que: (2) Ib E D. De b < a :::> b on tire 

(3) Ib < I (a :::> b) = a ... b 

De (2),(3) et (F2) il r6sulte 
(4) a ... bED 

De (1) et (4) on d6duit (S) a ... (a A b) E D et comme par hypothese 
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(6) a E D de (6) et (5) il re'sul te par BIZ) all bED. 

Les conditions F1) - F3) mont rent que D est un filtre qui est 
ouvert d'apres BI3). 

Montrons sur un exemple q~e la condition B13) ne peut pas etre 
supprime. 

EXEMPLE 4.1. Soit A l'algebre de Bo~le avec deux atomes a et b 
dont Ie diagramme est indique sur la figure. Soit I l'operateur 

defini sur A de la maniere suivante: Ib = 0 

et Ix = x pour x # b. Alors (A, I ) est une 

algebre de Boole, topologique. La partie D = 

= {b , If verifie les conditions Bl1) et BIZ) 

sans verifier BI3).D est un filtre qui n'est 
pas ouvert car bED et Ib = 0 , D. 

Remarquons que si nous posons 

(x S y) = (x +> y) II (y +> x) 
alors la matrice que nous obtenons en prenant D = {b,l} comme ta

mille d'elements des ignes ,est une matrice normale au sens de J.C. 

McKINSEY (1941) car la condition x~ y E D est equivalente a x = 
= y. 

Ces remarques montrent qu'on ne peut caracteriser les filtres ou

verts par les conditions Bl1) et BIZ). 
La regIe de cal cuI 

B1) x +> (y +> x) = 1 

n'est pas valable (comme on Ie voit en posant x = b , Y 
l'exemple precedent) mais il est bien connu que 

BZ) (x +> (y +> z)) +> ((x :'y) +> (x +> z)) = 1 

(voir G.E. HUGHES and M.J. CRESSWELL ,(1968) , pag.Z95) 

a dans 

Pour que la condition Sl soit verifiee il faut et il suffit que 

Ix = x comme on Ie voit facilement . 

C) L'IMPLICATION FAIBLE 

ble a ~ b = C -a v b 
Montrons que 

Examinons maintenant l'implication fai

la:::> b. (Voir J. PORTE (196Z)) . 

4.Z. THEOREME. Pour qu'une partie D d'une aZgebl'e de BooZe topo

Zogique soit un fiZtl'e ouvel't iZ faut et iZ sUffit que Zes aondi

tions suivantes soient vel'ifiees: 
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CI1) lED 

CI2) (Modus ponens faible) Si a, a ... bED alors bED 

Dem. Les cond.itions sont necessaires. Soit D un filtre ouvert. La 
condition CI1) est v€rifi€e. Supposons maintenant que 

(1) a ED (2) a ... bED 

De (1) on deduit (3) Ia ED. De (2) et (3) on tire 

a = Ia II (a ... b) = Ia II (-Ia v b) = Ia II bED 

et comme a .;:; b alors bED et CI2) est v€rifi€e. 

Les conditions sont sUffisantes. Soit Dune partie de A qui veri
fieCI1) etCI2). 

Montrons que F2) Si a ED et a .;:; b alors bED 

En effet soit (1) a ED et (2) a ';:;b. Comme (3) Ia.;:;a 
de (2) et (3) on tire (4) Ia .;; b c.a.d. (5) a ... b = 1. De (1), 

(5) et CI1) on deduit en utilisant CI2): bED. 

F3) Si a,b ED alors a II bED 
Remarquons que (1) a'" (a II b). = a ... b >b 
De (2) bED, (1) et F2) on deduit (3) a ... (a 11 b) ED et en te
nant compte de (4) a ED on peut affirmer par (4) ,(3) et CI2) que 
a II bED. 

F4) Si a E D alors Ia E D. 
Supposons que (1) a ED. Remarquons que (2) a ... Ia = 1. Alors de 

(1),(2),CI1) et CI2) on tire Ia ED; CI1),F2),F3),F4) montrent que 
D est un filtre ouvert et la demonstration est terminee. 

Montrons mqintenant que 

4.3. THEOREME. Si (A,I) est une algebre de Boole topologique alor 

l'operationd'implication faible a ... b = Ia ::J bales proprietes 

suivantes: 

C1) a ... (b ... a) = 

C 2) (a ... (b ... c)) ... (( a ... b) ... (a ... c)) 

C3) 1 ... a = a (Modus ponens faible) 

Dem. On voit de suite que C1) et C3) sont v€rifi€es. Pour d€mon
trer C2) rappellons que: dans toute alg~bre de Boole, noui avons 

(1) a ::J (b ::J ~) = (a ::J b) ::J (a ::J c) 
(2) Si a .;:; b alors b ::J C .;:; a ::J c 
Alors 
a = a ... (b ... c) = Ia ::J (Ib ::J c) (Ia ::J Ib) ::J (Ia ::J c) 
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D'un autre cot~ 
~ = (a -+-b) -+- (a -+-c) = I(la:J b) :J (Ia:J c) 

Mais d'apres l'in~galite de. Godel nous avons 

I(la :J b) ... Ia :J Ib 

d'ou l'on d~duit en utilisant (2) 

(3) a = (Ia :J Ib) :J (Ia :J c) ... I (Ia :J b) :J (la :J c) ~ 

et comme (4) Ia'" a; de (3) et (4) on tire 

Ia :J ~ = 1 c.a.d. a -+- ~ = 1 

ce qu'il fallait d~montrer. 

Nous allons maintenant d~montrer que les propriet~s Cl),C2),C3) 

de l'implication faible caract~risent les algebres de Boole topo

logiques; plus pr~cisement: 

4.4. THEOREME. Soit (A,I) une systeme forme par une aZgebre de 

BooZe A et une appZiaation I de A dans A, aZors pour que Z'ope

ration binaire 

a -+- b = Ia :J b 

verifie Zes egaZites Cl) C2) et C3) iZ faut et iZ sUffit que Ze 

systeme (A,I) soit une aZgebre de BooZe topoZogique. 

Dem. Dans Ie th~oreme pr~cedent nous avons demontre que les con~ 

ditions sont suffisantes. 

Supposons maintenant que ... verifie les conditions Cl),C2),C3). 

En rempla~ant dans C3) a par 11 nous aurons 11 :J 11 c.a.d: 

Bl) 1 = 11 

La condition C2) est equivalente a: 
C2) I(Ia:J (Ib:J c)) :J (l(Ia:J b) :J (Ia:J c)) = 1 
En rempla~ant dans C2) a e~ b par 1 et en utilisant Bl) nous au

rons: 

B2) IC:J c = 1 

En rempla~ant dans C2) c par Ib nous aurons: 

B3) I (Ia :J b) :J (la:J Ib) = 1 

Nous avons d~montre au §1 que les conditions Bl),B2),B3) caracte_ 

risent les algebres de Boole topologiques (A,I) et Ie th~oreme 

est d~montr~. 

REMARQUE. Comme l'~galit~ Cl) n'a pas ~t~ utilis~e dans la d~mons

tration pr6cedente nous pouvons affirmer plus g~n~ralement que Bl), 

B2),B3) sont d~moritrables a partir de C2) et C3), donc les alge

bres de Boole topologiques peuvent etre d~finies par les ~galit~s 

C2) et C3) . 
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Les.theoremes 4.2 et 4.3 montrent que Ie systeme (A, + ) veri fie 
les conditions Sl) et 52) et alors d'apres Ie theoreme 3.14 pour 
que (A, + ) soit deductivement semi-simples il faut et il suffit 
que A ait plus d'un element et que 

((a + b1 + a) + a = 1. 
Pour demontrer que la condition 53) est verifiee nous avons a de 
montrer Ie resultat suivant 

4.5. THEOREME. ,Si A est une aZgeb~e de BooZe topoZogiquepou~ que 

Z'impZication faibZe ve~ifie Z'egaZite 

(P) ((a + b) + a) + a -= 1 

iZ faut et iZ sUffit que A soit une aZgeb~e de BooZe monadique. 

Dem. La condiHon 'est fJuffisante. 50i t A une alge,bre de Boole 
monadique alor~ 
(a + b) + a ~ I(Ia ~ b) ~ a = -I(-Ia V b) V a = C(Ia A -b) V a = 
= C(CI~ A -b) V a = (CIa A C-b) V a = (Ia A C-b) Va -
= (Ia V a) A (a V C-b) = a A (a v C-b) = a 
et comme a + a 1 nous aurons (a + b) + a) + a = 1 

La condition est neaessai~e. 5upposons que + verifie la condition 
(P), c.a.d.: 

(P) I(I(Ia ~b) ~ a) ~ a = I 
soit 

I(-I(-Ia V b) V a) < a 
En remplacant a par la et b par 0 dans cette relation nous 
aurons 

I(Cla VIa) < la 
et comme la < CIa , nous pouvons ecrire 

(I) ICla < la 
Cette condition a ete considere par PARRY (1939). Les algebres de 
Boole topologiques que verifient (I) sont des algebres de Boole 
monadiques. Ce resultat a ete demontre par DUMMErT et LEMMON 
(1959, pag.251), par 50BOCINKI (1964, pag.74) et par FEYS (1965, 
pag.130-131) . 
Demontrons ce resultat. Comme la < CIa nous aurons aussi 

(II) Ia < ICla 
Par (I) et (II) nous pouvons ecrire: 

(1 ) ICla Ia 
ce qui est equivalent a 

(2) CICa Ca 
11 est bien connu que Fra = r.a A C-a es t un ele,ment ferme, donc 
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par (2) nous a.Hons 
(3) FrCa = CIFrCa = CI (Ca 1\ C-Ca) 

D'un autre cote par (2) 

IC-Ca = -C-C-Ca -CICa -Ca 
et alo.rs 

(4) ICa 1\ Ic-Ca = ICa 1\ -Ca = 0 

C (lCa 1\ IC-C!1) . 

De (3) et (4) on tire FrCa =0 ,c.a.d. Ca 1\ C-Ca = 0 

.. soit 
(5) Ca·";; -C-Ca = ICa 

et comme (6) lCa";; Ca, alors de (5) et (6) on deduit 
Ca ICa et cela montre que tous les elements fermes sont.ouverts 
et A est une algebre de Boole monadique~ 

. M.Guillaume nous a. indique (tc) une demostration plus simple qui a 

d'ailleurs une portee plus generale. Supposons que f so it un ele
ment ferme, c.a.d. I-f = -f, alors I(f :) If) = f :) If. 
Posons dans (P) a = f :) If et b = f, alors (P) s'ecrit sous la 
forme: 

I (I ((f :) If) :) f) :) (f :) If) :) (f :) If) 

Soit 
I(If:::> (f:) If)) :) (f:) If) = 11:) (f:) If) = f :),If =1 

donc f ..;; If et comme If ..;; f nous aurons If = f et tous les ele~ 

ments fermes sont ouverts. 

D) L'IMPLICATION INTUITIONISTE. 

Cherchons tout d'abord ~ caracteriser les filtres ouverts au mo
yen de l'implication intuitioniste, en demontrant que 

4.6. THEOREME. Pour qu 'une. partie D d 'une a Z,gebre de Boo z'e topo

Z,ogique A soit un fiZ,tre ouvert iZ, faut et iZ, sUffit que z,es aon

ditions suivantes s9ient verifiees: 

DI1) 1 ED 

DI2) Si a~a -b ED az'ors bED (modus.ponens intuitio

niste). 

Dem. Les aonditions sont neaessaire. Soit D un filtre ouvert, a
lors DI1) est verifiee. Pour demontrer DI2) supposons que 

(1)aED, (2)a_bED 
De (1) on deduit (3) Ia ED. Comme ~ - b ..;; Ia :) Ib et D es un fil
tre nous pouvons afirmer que (4) Ia :) Ib ED, 

De (3) et (4) on tire Ib E D.Mais Ib ..;; b et par consequent bED, 

ce qu'il fallait demontrer. 

(tc) Pendant notre sejour a C ermont Ferrand (Nov-Decembre 1969). 
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Lea Clonditiona aont auffiaantea. Supposons que D est une partie de 
A verifiant 1es conditions DI1) et DI2). Montrons que 

F2) Si a E D et a '" b alors bED. De a .;;; b on tire Ia .;;; Ib c.a.d. 
1a J Ib = 1 d'ou a ~ b = 1 et comme a E D par DI2) nous pouvons 

affirmer que bED. 

F3) Si a,b E D aLora a AbE D. Remarquons que 
(1) a" (a A b) = I(Ia J I(a A b)) = I(Ia J (Ia Alb)) = 
= I«Ia J Ia) A (Ia JIb) = 1(1 J (Ia JIb)) = I(Ia JIb) = a ~ b. 

D'un autre cote Ib .;;; la JIb, donc Ib.;;; I(Ia JIb), d'oa la J Ib = 

= 1 ..;; Ib J I(Ia JIb) et a10rs 

Ib J l(1a JIb) 

d'ot! 1(lb J II(Ia JIb)) , c.a.d. 

(2) b ~ (a ~ b) = 1 

De b E D et (2) on deduit, par D11) et DI2), que (3) a => bED 

et en tenant compte de (1) nous aurons a ~ (a A b) E D et comme 

-.a!;:D a10rs a A b E D. 
Les conditions D1), F2) et F3) montrent que D est un fi1 tre. 

F4) Si a E D aLora la ED. C'est une consequence de 1a formule 

a .. Ia = 1; nous pouvons affirmer que D est un fi1tre ouvert et Ie 
theoreme est demontre. 

Mort.;rons maintenant que 

4.7. THEOREME. Si (A, I) eat une aLg'bre de BooZe topoZogique alors 

L'operation d'impLiCiation intuitioniste a ~ b a Lea proprietes sui

vantea: 

D1) a ~ (b ~ a) = 

D 2) (a '* (b ~ c)) ~ «( a ~ b) ~ (a ... c)) 

D3) 1 ~ a = la 

Dem. La conditions D1) vient d'~tre demontree. D3) est aussi vala

b1e. 11 nous reste a demontrer D2). 

Pour ce1a posons 

A = a .. (b .. c) = 1(la J I(lb J Ie)) 

B = (a ~ b) '* (a '* c) = I (I (Ia JIb) J I (Ia J Ic)) 
De Ix ..;; x on deduit: 

(1) 1(la JIb) .;;; Ia J Ib 

(2) A..;; Ia J I (Ib J Ic) 

(3) I(Ib J Ic) .;;; Ib J Ic 
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De (3) il resulte 

(4) Ia :J I (Ib :J Ic) ,,;;; la :J (Ib :J Ic) 
De (2) et (4) on tire 

(5) A ,,;;; Ia :J (Ib :J Ic) 
En tenant compte de (1) nous aurons 

(Ia :J Ib) :J I (Ia :J Ic) ,,;;; I (Ia :J Ib) :J I (Ia :J Ic) 
d'oll 

(6) 1((la :J Ib) :J 1(la :J Ic)) ,,;;;B 

De (5) on deduit 
A = la ,,;;; l(Ia :J (Ib :J Ic)) I (CIa :J Ib) :J (Ia :J Ic)";;; 

,,;;; I (la- :J Ib) :J 1(la :J Ic) . 
d'oll 

(7) A,,;;; I (I (I a :J Ib) :J I (I a :J I c) ) . 

De (7) et (6) on tire A";;; B et comme IA = A, IB = B nous aurons 
A ~ B = I(IA :J IB) = I(A :J B) = 11 = 1 et D2 est demontre. 

Considerons maintenant Ie systeme (A, ~). 
La oondition Sl est verifiee. D'apres Ie theoreme 4.7 l'ensemble 
TO des theses elementaires est identique a l'ensemble {1} . Pour 
montrer que T = {1} , il suffit de montrer que "Si 1 o~ a = 1 a

lars a = 1" ce qui est une consequence immediate de D3 (Th.4.7). 
La oondition S2 est verifiee , d'apres Ie theoreme 4.6. 

Montrons maintenant que la condition S3 est valable , c.a.d. que: 

4.8. THEOREME. Pour que le systeme (A, ~ ) soit deduotivement 

semi-simples il faut et il sUffit que (A, ~) soit une algebre de 

Boole monadique. 

Dem. La s~mi-simplicite deductive de (A, ~) est equivalente a 
((a ~ b) ~ a) ~ a = I 

cette condition est equivalente a chacune des conditions suivantes: 

I(I((a ~ b) ~ a) ~ Ia) = 1 

I((a ~ b) ~ a) ~ Ia = 1 

I (I CCa ~ b) ~ a) :J Ia) = 

I((a ~ b) ~ a) :J Ia = I 

I(I(a ~ b) :J Ia) ,,;;; Ia 

(1) IeI(Ia :J Ib) :J Ia) ,,;;; Ia 
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D'autre part nous avons toujours 

(2) J-a.;;; ICIa JIb) J Ia 

ee qui est d'ailleurs fiquivalent I 

(3) Ia.;;; I(ICIa JIb) J Ia) 

De (1) et (3) on tire 

(P') Ia = I(ICIa JIb) J Ia) 

et nous pouvons affirmer que (1) est fiquivalente a (P'). 

Supposons que (A, I) soit une algebre de Boole monadique, alors 
ICIa JIb) = I(-Ia V lb) = I-Ia V Ib = -Ia V Ib = Ia :;lIb 

done 

(4) I (Ia JIb) J Ia = CIa JIb) J Ia = Ia 
et eette figalitfi montre que (P') est vfirififie. 
Supposons que (P') est vfirififie; en posant b = 0 dans eette formu 
Ie nous aurons : 

e.a.d. 

Ia I (I - Ia J Ia) 
Ia I (CIa VIa) 

Ia = ICla 

done d'apres Ie thfior~me 4.5 A est une alg~bre de Boole monadique. 

E) L'IMPLICATION CONTRAPOSABLE FAIBLE . 

Examinons maintenant l'implieation eontraposable faible>+ dfifinie 

par 
a>+ b (a + b) /I (- b + - a) = (C - a vb) /I (Cb v - a) 

-a V b V (C-a /I Cb). 

Montrons que 

4.9. THEOREME .Pour qu'une partie D dTune aZg.bre de BooZe topo

Zogique soit un fiZtre ouvert iZ faut et iZ sUffit que les con

ditions suivantes soient verifiees: 

E1) lED 

E2) Si a,a>+ bED aZors b E D.{Modus ponens contraposa

bZe faibZe) 

Dem. Les conditions sont necessaire~.Soit D un filtre ouvert . El) 

est vfirififie. Supposons que 

(1) a E D et (2) a>+ bED 

De (2) et a>+ b .;;; a + b on dfiduit : 
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(3) a ... b = -Ia v bED 

De (1) il resulte (4) Ia ED d'ou par (3) 
(5) Ia II (a + b) = Ia II b ED 

D etant un filtre, de (5) on tire bED et E2) est verifiee. 

Les aonditions sont suffisantes. 

Soit Dune partie de A verifiant les conditions El) et E2). 

Nous allons mo:p.trer que D verifie aussi la condifion 

CI2) (Modus ponens faible) Si a,a + bED alors bED. 

On verifie facilement l'egalite 
(1) a + b = a >+ (a >+ b) 

Alors de (2) a ED et (3) a + bED on tire en utilisant (1) et E2). 

(4) a >+ bED 

et de (1) et (4) on deduit bED 

Nous avons montre (Th.4.2.) qu'une partie D de A qui verifie les 

conditions El) et CI2) est une filtre ouvert et Ie theoreme se 
trouve demontre'. 

Remarquons maintenant que >+ verifie l'egalite 

El) x >+ (y >+ x) = 1 

Pour voir que l'egalite 

(x >+ (y >+ z)) >+ ((x >+ y) >+ (x >+ z)) = 

n'est pas verifiee il suffit de poser dans l'exemple 4.1 x = y 

= b et z = 0 

En resume nous pouvons affirmer que parmi les cinq operations d'im

plications que nous avons examine, seuls les operations d'implica
tions faible et intuitioniste verifient les conditions ~1),S2) et 

S3) . 

5. COMPARA~SON AVEC LES ALGEBRES DE HILBERT. 

Rappelons la definition suivante introduite par L.HENKIN (1950) 

5.1. DEFINITION: Soit (A,l, + ) un systeme fprme par un ensemble 

non vide A,un element 1 E A et une ope~ation binaire + definie 

surA te1-1-e que: 

AXIOME Hl) x + (y + x) = 1, que1-s que soient 1-es ele-

ments x et y de A. 

AXIOME H2) (x + (y + z)) + ((x + y) + (x + z)) 

quets que soient x,y,z de A. 

AXIOME H3) x + 1 =1, que1- que soit x E A. 
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AXIOME H4) Bi x ~ y 1 et y ~ x = 1 aLors x = y. 

Nous dirons que A est un modeLe impLicatif ou une aLgebre de 

Hilbert. 

Mlle.Luisa Iturrioz a demontre que l'axiome H3) est une consequen

ce de H1) et H4) et de les axiomes ij1),H2) et H4) sont indepen
dants. 

C'est dans·l'etude du calcul propositionnel implicatif positif que 

L.HENKIN (1950) aete conduit a intioduire cette notion, au moyen 
d'une construction a laquelle on peut donner une portee plus gene
rale. 

5.2. DEFINITION: Boit (A, ~ ) un systeme forme par un ensembLe non 

vide A et une operation ~ binaire definie sur A. Boit D un systeme 

deductif de A (d'apres La Definition 3.1). ALors si nous po sons • 

avec L. Henkin. 11 =: b (Mod .D) pour indiquer que a ~ bED et 

b ~ a E D. La reLation binaire =: ainsi d'finie est une reLation 

d'equivaLence compatibLe avec L'operation ~ . 

Dans ces conditions on peut rnontrer, en suivant les raisonements 
meme de Henkin(*) que: 

5.3. THEOREME DE HENKIN. L'aLgebre quotient AI=: est une aLgebre 

de HiLbert. 

Cette remarque est utile dans l'etude des algebres de Hilbert, car 

elle permet d'afirmer tout de suite que Ie quotient d'une algebre 
de Hilbert A par un systeme deductif D de (A, ~ ) est aussi une al 
gebre de Hilbert. 

Considerons une alg~bre de Boole topologique A. Nous avons vu que 
les operations d'implication faible ~ et d'implication intuitioni~ 

te ~ sont utiles dans l'etude de ces algebres, car elles permetent 
definir les noyaux des images homomorphes de A en utilisant de mo

dus ponens faible et intuitioniste. Remarquons que ces deux impli
cations verifient les axiomes H1),H2) et 

L'axiome de Modus ponens. 8i 1 ~x alors x = 

(Respectivement si 1 ~ x = x alors x 1} 

Mais l'axiome H4) n'est pas verifiee, 

(*) Cette remarque a ete reproduite dans A.DIEGO (1965,pag.4) , 

(l966,pag .4). 
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En effet onvoit de'suite que 

A) POl,lr que a'" b = 1 et b. ... a 

la = lb. 

1 i1 faut et il s_uffi t que 

B) Pour que - a ".b 
la = lb. 

1 et b"a _1 il .faut et il suffit que 

Dans.une algebre de Boole topologiqueon peut avoir la 

a -; b. 
Ib ,avec 

Etant donnt} un fil tre ouvert D d' une a'lgebre de' Boole topologique 

A pour obtenir Ie quotient AID on doit dt}finir la rt}lation de 
congruence au moyen deS deux conditions 

a:J bED et 

Ces reinarques montrent que la considt}ration qesalgebres de 
Hilbertrestreint .inutilement les applications de la tht}orie des 

systemes deductifs telle que nous l'avons developpt}e au § 3.Cela 
avait deja t}tt} remarq~t} dans A. MONTEIRO (1962 et 1963) . Pour 
montrer que cette gt}nt}ralisattion est vraiment utile, etqu'il ne 

sagit pas d'une simple remarque, il suffit de dire qu'il existent 
de nombreux calculs propositionnels dis tincts auquels on peut ap

pliquer les ,r~sultat? indiqut}s au §3 et qui ontett} objet d'une 
exposition d'ensemble dans notre conft}rence au IV Congrt}s des 

Matht}maticiens d'Expression Latine (Bucharest,Septembre de 1969). 

Les rt}sultau indiqut}s dans cette note on t}te obtenusa Bucharest 

(Octobre de 1969) quaIid l'auteur jouissait d'une bourse du "Con
sejo Nacional de lIives·tigaCi-ones Cientlficas y Tt}cnicas de la 
Argentina" et on ett} exposes en partie dans une conference a 
l'Universitt} de Cluj. 
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