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SOBRE EL ANILLO DE COBORDISMO 

DEL ESPACIO PROYECTIVO REAL 

DE DIMENSION INFINITA 

por Oscar Valdivia Gutierrez 

INTRODUCCION. En este trabajo calculamos el anillo del espacio 
proyectivo real de dimension infinita utilizando la sucesion de 
Gysin. 

Agradezco al Profesor A. Liulevicius de la Universidad de Chicago, 

por las discusiones y sugerencias que me brindo durante la elabo
racion de este trabajo. 

I. GRUPOS DE COBORDISMO Y BORDISMO COMPLEJOS. 

Consideremos una teoria de eohomotogia generatizada en una cate
goria cuyos objetos son complejos regulares finitos y sus morfis
mos son funciones continuas (ver [1]). Un espeetrum E es una su
cesion {En / n E Z} de espacios y una sucesion de funciones con-

tinuas 

donde SEn es la suspension del espacio En (ver [6] ,[8]). 

Por ejemplo, tenemos el espectrum MU unitario de Thorn, que se 
construye como sigue: Para cada ~ fijamos un U(n)-espacio fibrado 

vectorial universal En sobre el espacio clasificante BU(n) del 

grupo unitario U(n), tal que: 

i) E1 sobre BU(l) = CP(oo) , espacio proyectivo complejo de dimen
sion infinita, es el espacio fibrado canonico de dimension 1, ~ 

sobre CP(oo). 

ii) Si in: BU(n) -----+. BU(n+1) es la aplicacion inducida por la 

inclusion natural U(n) ~ U(n+1) entonces el fibrado indu

cido i~(En+1) es equivalente a la suma de Whitney Ene1, donde 1 
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es el fibrado trivial de dimension 1. 

iii) Si Pkl: BU(k) x BU(l) -----+. BU(k+l) es la aplicacion in-

ducidi por la inclusion natural U(k) x U(l) ~ U(k+l) enton

ces el fibrado inducido P~l(Ek+l) es equivalente al espacio fibra 
do producto Ek x El . 

Sea E ----+ X un espacio fibrado, D(E) y SeE) los espacios tota

les de los fibrados de discos y de esferas asociados respectiva

mente. El espacio de Thom ME = D(E)/S(E) ([4] ,[ 7]) es un CW

complejo sin celdas en dimension menor que 2n, excepto el punto 
base, y M es un functor de la categoria de espacios fibrados a la 

categoria de los CW-complejos con puntos bases. 

Sean E ----+ X Y F ----+ Y, respectivamente, U(n) y U(m)-fibrados. 

Entonces E x F ----+ X x Y es un U(n+m)-espacio fibrado y son ho
meomorfos M(E x F) y el wedge ME A MF., Si Y es un punto entonces 

MF = S2ID, esfera de dimension 2m,y la suspension S2ID ME = ME A S2ID 

es isomorfa a M(Eem), donde ~ es el espacio fibrado trivial de di
mension m. 

Sea MU(n) el espacio de Thom del espacio fibrado En ----+ BU(n). 

Entonces por (ii) se tiene una aplicacion continua 

-i : S2 MU(n) 
n 

---+. MU(n+l) 

Luego MU consiste de la sucesion {MU(n)/n E Z} de espacios y de 

la sucesion U In E Z} de funciones conHnuas (ver [4] ,[6]). 
n 

Segun G. W. Whitehead (ver [9]), un espectrum determina una teo

ria de cohomologia y de homologia generalizadas. Las teorias de 

cohomologia asociadas al espectrum unitario de Thom MU se llaman 

Cobordismo y Bordismo complejo respectivamente (ver [3]). 

Si X es un CW-complejo finito, estos grupos son 

MUn(X) = [S2k-nX, MU(k)] , MUn(X) = [S2k+n, MU(k) X] 

para ~ 5uficientemente grande, donde [A,B] designa las clases 

de equivalencia de homotopias de A en B. 

2. SUCESION DE GYSIN. 

Sea ~ el fibrado complejo canonico de dimension 1 sobre BU(l) = 
CP(~) con fibra la esfera de dimension 1, Sl = U(l), 

p: E = EB(~) ----+ BU(l) Y PO: EO = ES(~) ----+ BU(l) los fibra-
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dos asociados de disco y esfera respectivamente y la inclusion 

i: E C (E, Eo)' Consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

..• --+ 

p* 
o 

--+- q() q-l 00 MU Eo -+ MU (CP) -+ •.• 

donde la primera fila es la sucesion exacta del par (E,E o)' • es 

el isomorfismo de Thorn (ver [3] ,[5]), y sea g E MU 2 (E,E o) la cla

s e de Thorn de 71. 

Para cada a E MU q - 2 (Cp oo ) se tiene que: 

1 1 -1 -1 p*- i* .(a) = p*- i*(p*a u g) = p* (p*a v i*g) = a u p* i*g 

-1 PROPOSICION 2.2. Se tiene que p* i*g es Za clase caracteristica 

de Conner-Floyd de 71. 

Demostraci6n. En efecto, la clase caracteristica de Conner-Floyd 

de 71, que designamos con cf 1 (71) = W es la representante (ver [4] , 

[6] ,[ 8]) de la composicion de las aplicaciones continuas 

CpOO E MU (1) o-seCC10n 

10 que implica 

S2n A (Cpoo)+ 1Af l S2n A MU(1) ----+ MU(n+1) 

es decir, f E {(Cpoo)+ , MU}_2 = {(Cpoo)+ , MU}2 

Por otra parte, la clase de Thorn g' E MU 2n (E,E o) de un fibrado 

complejo sobre el espacio X se construye como sigue: 

Sea fa: X ---+ BU(n) la aplicacion clasificante del fibrado a es-

to es EB(a) 

f 1 'Y n 
X ________ ~a ______ ~l BU(n) 

donde 'Yn es el fibrado canonico, Eo = ES(a) espacio total del fi

brado asociado de esferas. 
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f 
Como B2n Ci E = EB(a) _-::.(l--+l EB ('Y n) 

y ES (a) 

A 

la aplicacion continua f induce 
(l 

A 

f 
EIEo ~ MU(n) = S2n U celdas de dimension ma-

yor. 
E . '0 1 M-u 2n (M()) MU 2n (E,Eo) sta composlcl n representa una case [ en a = 

y la imagen de [ bajo i*: Mh 2n(M(a)) ---+ Mh2n(S2n) es 

E MiJ2n(S2n). 

En el caso del fibrado complejo ~ se tiene 

CP" f 
--------~l EIEo 

A 

fn 
---------~, MU(l) , 

1 

Luego f es un representante de la clase cfl(~) = WE MU 2 (CP"), 

o sea, f*(g) es la clase representada por f = w. Por tanto, 
p*w = i*g 

Utilizando la naturalidad resulta la 

PROPOSICION 2.3. Para aada fibrado aompZejo a de dimension 1 so

bre X se tiene 

a 

PROPOSICION 2.4. Para aada fibrado aompZejo a,de dimension 1 so

bre X, Za suaesi6n 

q-2 q q q-l 
---+ MU (X) ---+ MU (X) ---+ MU (Eo) ---+ MU (X) ---+ ••• 

es e:x;aata. 

OBSERVACION. A esta sucesion por analogia a la cohomologia ordi

naria la llamamos sucesion de Gysin y podemos obtener el caso g~ 
neral usando un argumento usual. 
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3. CALCULO DEL ANILLO DE COBORDISMO MU*(Rp oo ). 

Sea ~ el fibrado can6nico complejo de dimensi6n 1 sobre BU(1) y 
consideremos el diagrama' conmutativo de transformaciones de fibra 

dos 

• EU (1) 

1 ~ 
f a. BU (1) = Cpo. • BU (1) 

donde fa. es la aplicaci6n clasificante del fibrad.o complejo IX de 

dimensi6n 1. 

La esfera S1 es fibra tanto de IX como de ~ y la aplicaci6n de S1 

en S1determinada por la transformaci6n BO(1) -->- EU(1) induce un 
. 2 00 homomorflsmo de MU (CP ) en 51 mismo que lleva el elemento 

y = cf1 (~) en el elemento 2y; por consiguiente, 

(3.1) IX = ~ ®~ 

Aplicando la sucesi6n de Gysin al fibrado ~ ®~, teniendo en cuen 

ta que el espacio total de su fibrado asociado de esferas es 

EO(~ ®~) = Rp oo , obtenemos 

(3.2) 

ef 1 (n ®n) 
--"-----+. MUq (Cpoo) 

---+ •... 

Pero cf1(~ ®~) = L(~,~) satisface la ley de un grupo formal (ver 

[2]) y es de la forma 

(3.3) 2W + L a .. Wi +j +2 
~J 

PROPOSICION 3.4. Para Cpoo. en La sucesi6n de Gysin (3.2), v L(~,~) 

es un monomorfismo. 

Demostraci6n. En efecto, L(~,~) 

mayor. 

2W + terminos en W de dimensi6n 

Sea X E MU*(Cp W
), entonces X = L a.W i , IX. E MU*(SO). $upongamos 

i=O ~ ~ 

que a k es el primer coeficiente no nulo, entonces 
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X = a Wk + a Wk+1 
k k+l + ..• 

y L(m m)x 2- Wk+1 ~. ."., = ~k + termlnos en W de dimension mayor. 

Sin embargo, para Cpn es Wn+1 = 0, por consiguiente, 

L('IIn,'II n) v Wn = 2Wn+ 1 = 0 

De la sucesion (3.2) y la Proposicion 3.4 se deduce la 

PROPOSICION 3.5. La sueesi6n 

o 1t* • MU*(Rp co ) ---+. 0 

es exaeta. 

OBSERVACION. Como ~* es un epimorfismo, entonces Ker ~* es el i
deal en MU*(Cpco

) generado por L('II,~). 

De las anteriores proposiciones se deduce el 

TEOREMA 3.6. Et an0tto de Cobordismo MU*(Rp co
) es isomorfo at ani

tto de series formates ~*(MU)[[Wll m6duto et ideat generado por 

L ('II , 'II) = 2W + La.. wi+j. 
1J 
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