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SOBRE UN TEOREMA DE R. PALAIS 

y LOS METODOS DE PROYECCION rr~{Pn} 

Ca rmen Casas 

En esta nota examinamos la relación entre un teorema de Palais 
[3], reformulado adecuadamente, y un teorema de la teoría de los 
métodos de proyección rr de Galerkin [ 2] • Mostramos que en el caso 
considerado por Palais, de un álgebra A~ "approximately tame", 
a. t., ambos teoremas son equivalentes. En caso de álgebras A ge
nerales el teorema de Palais sugiere la introducci6n de un méto
do de proyecci6n que llamamos rr~, y damos para el método rr~ dos 
teoremas de estabilidad así como un criterio general para que se 
verifique T E rr",. Previamente examinamos la relaci6n entre la 
noci6n de álgebra a. t. y la de ideal simétrico mono-normante, y 

de paso extendemos el teorema de Palais al caso de bases equiva
lentes a ortonormales y sustituímos la condici6n "tame" por otra 
más débil vinculada a la noci6n de operador casi triangular. 

Cuestiones más finas. tales como caracterizaci6n de la clase rr~, 

caso de bases generales. etc .• serán consideradas en un trabajo 
pr6ximo. 

El tema me fue sugerido por el Prof. M. Cotlar a quien agradezco 
su generosa ayuda. 

1. PRELIMINARES. 

1.1. NOTACIONES. En todo 10 que sigue H designará un espacio fijo 
de Hilbert. {e } una base ortonormal fija del mismo, H el subes-n n 
pacio generado por {el •..• ,en}, Pn la proyecci6n ortogonal de H 

sobre Hn' B(H) el espacio de los operadores lineales acotados 
A: H -- H con la norma usual IIAII, K = {K E B(H); dim. K(H) = n}, 

n .. 
K = U K • Y 0 .. el espacio de los operadores XE B(H) compactos 

n-l n 
con la misma norma IIXII. Si A es invertible y {IP j} =. {A e j }, en-
tonces {IP j } se llama base equivalente a ortonormal; p~niendo 
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L c. 'P., vale PI 
j =1 J J n 

(1) 

En algunas situaciones más generales consideramos en vez de {en} 
una base {'Pn} equivalente a ortonorma1 con {P~} en vez de {Pn}' 
Observemos que P x ~ x, "Ix E H, o sea P ~ 1 fuertemente pero n n 
no en norma. Sin embargo se tiene (cfr. [3] pág. 274): 

1.1.1. Si Pnx -- x, "Ix EH, IIPnl1 .;;; 1, entonces IIPnA - AII -- O 
Y IIAPn - AII -- O para todo A E '1"" 

A E B(H) se dice triangular (respectivamente casitriangu1ar) res
pecto de la sucesi6n {P} (cfr. [4],[5]) si PAP - PA = O "In. n n n n 
(respect. IIPnAPn - Pnll --+ O). 

Si A E Sl~ entonces, por 1.1.1, la última condici6n IIPnAPn-PnAII-+O 
equivale a IIPnAPn - APnll --+- O. 

Para todo A E Sl", indicaremos con {s. (A)} a la sucesi6n de los nú
J 

meros de Schmidt de A (cfr. [1J) de modo que 

A x = L s.(x, 'P.) 1jI. , sJ'= sJ.(A) 
j=1 J J J 

(2) 

donde {'P j } (resp: {ljIj}) es una base (sistema) ortonorma1. 

Si e = H; = (C)ECO: ~. = O desde un j} , (3) 
J J 

~(~) t(~1'~2"") es una funci6n normante simétrica definida 
en e (cfr. [1], cap. 111), y si 

- sup ~(~1"'~n'0 .•. 0) < "'} 
n 

(4) 

indicaremos con Sl~ {X E Sl",:{Sn(X)} E c~} al ideal normado si
métrico asociado a ~, con 

(S) 

Si A E '1", es dado por (2) y si Qn es el proyector ortogonal so

bre el subespacio {'P l' ... ,'P n} des ignemos con 

n 

An = QnA = L sJ'(x, 'PJ') IjIJ' 
j =1 

Se tiene entonces [1] que 

min IIA - KII~ = DA - Anllt 
Ke:K 

n 

(2a) 

(6) 
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(6a) 

1.2. LA CONDICION TAME. A e B(H) designará un álgebra de Banach de 

operadores, cuya topo10gia es mis fina 
B(H). B(H ) designará la subálgebra de 

que la inducida por la de 
B(H) formada por los ope-

n .. 1 
radores A tales que A(Hn)=Hn y A(Hn) = O, de modo que 

PnAPn E B(Hn), V A E B(H). 
Siguiendo a Pa1ais [31 diremos que A cumple la condición "tame", 
o que A es un 11gebra "approximate1y tame" respecto de la base 

{en} fijada si: 

V n=1 ,2, ... ; 2) P AP - A en la norma de A, V AE A n n 

En particular si A = n~ entonces 2) equivale a 

(7) 

Y 2) implica que A e n~. 

La condición 2a) implica estas otras dos 

3) IIP AP - P AII", - O Y 3a) IIP AP n n n '" n n - APnll~ - O puesto que 

IIPnAPn - PnAII~ = IIPn(PnAPn) - PnAII~ .;;; 11 P 11 11 P AP - AII '" n n n '" 
A su vez la 3) implica obviamente la 

4) IIPnAPn - PnAII -+ O o sea toda A E A es casitriangu1ar. 

Diremos que un operador A E n~ e~ aasit~ianguZa~-~ a de~eaha (res

pecto de {Pn }) si verifica 3), Y aasit~ianguZa~-~ a i2quie~da si 
verifica 3a). 

La casi triangu1aridad-~ es pues una condici6n más débil que la "ta
me" de Pa1ais. 

1.3. EL TEOREMA DE PALAIS. 

Pongamos: 

G L (H) = {T E B (H): T invertib1e en B (H)} 
G L (n,{Pn }) {T E G L (H): T = 1 + A,A E B (Hn )} 

G L (oo,{Pn }) 1im G L (n) = limite inductivo de las G L (n), 
n -+ 00 

G (A) = {T E G L (H): T = 1 + A, A E A} 
O = {A.E A: 1 + A E G L (H)} 

Entonces se tiene: 

(8) 

1.3.1. TEOREMA DE PALAIS. Si A es un á7;geb~a"app~oximateZy tame" 
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de operadores en H. entonaes Za inyeaaión j: G L ( ~) ~ G (A) es 

una equivaZenaia homotópiaa. O sea. e~iste una apZiaaaión aonti

nua ql ; G (A) ~ G L (~), ql (G(A)) = G L (~) e G(A), taZ que jql 

as! aomo qlj son homotópiaas a Za apZiaaaión identidad. 

Para 10 que sigue conviene recordar la idea de la demostración de 
este teorema. Primeramente se define Pt para todo t > O, por la 
fórmula 

(8a) 

Luego como O es un abierto de A, se define en O la función: 

t'(A) = inf{t ~ O, Pt A Pt + 1 = Qt +1 es inversible en A} (8b) 

Se prueba que t'(A) es continua superiormente, y que por tanto 
existe una función contínua t (A). en O, tal que 

t (A) ~ t' CA) , A E O '.' (8c) 

Se define qT: G (A) ~ G L (~) por la fórmula 

(8d) 

P~t(A) (l+A) P~t(A) 

Se prueba entonces que 

1 .3.2. Si A es "approximately tame" entonces V A E A, 

qT (1 + A) ~ + A en A, cuando T ~ O, 

qn (1 + A) - + A en A si n - ~. 

De 1.3.2, resulta enseguida que qlj es homotópica a la identidad 
de G L (-),así como j ql homotópica a la identidad de G (A), 10 

que prueba el teorema 1.3.1. 

1.4. LA CLASE n {P }. 
n 

Sea {Pn} una sucesión de proyectores de H que convergen fuerte
mente a 1, Pnx - x, x E H. Diremos (cf [21) que el operador 
A E B(H) pertenece a la clase n(Pn) si A es inversible en B(H) 
y si vn> nO es Pn A Pn invertible en B(Hn) (o sea consideran
do Pn A Pncomo operador de Hn en Hn), y además 
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(P A P ) -1 P x __ A- 1x, 'ti x 
n n n 

Son de especial interés los dos casos siguientes: 

a) {Pn } es la sucesi6n de proyectores ortogonales correspondien

tes a una base ortogonal {e }. 
n 

b) {Pn } es la sucesi6n de proyectores correspondientes a una ba

se {~j}no necesariamente ortonorma1, pero equivalente a la 

base ortonorma1 {e.}. 
J 

Vale la siguiente propiedad (cf. [2]) de frecuente aplicaci6n: 

1.4.1. A E ll{Pn} si y sólo si A es invertible y existe un c > O 

tal que desde un n > nO se verifica 

(9 ) 

H 
n 

(9a) 

Mencionaremos aún los siguientes teoremas. (cf. [2]) 

1.4.2. Si A = + S + T, 151 < 1 Y T un operador compacto enton

ces A E ll{Pn } • siendo {Pn } cualquier sucesión de proyectores 

ortogonales. 

1.4.3. (Teorema de estabilidad 1). Si A E n{Pn}. entonces existe 

y > O tal que para todo operador B de H en H. tal que IBI < y • 

entonces A + B E ll{Pn }. o sea ll{Pn } es un conjunto abierto. 

1.4.4. (Teorema de estabilidad II). Si A E n{Pn } y T es un oper~ 

dor compacto de H en H entonces A + TE ll{Pn }. 

2. RELACI~N ENTRE IDEALES MONONORMANTES y LA CONDICION DE PALAIS. 

Siguiendo a [11 diremos que la funci6n normante simétrica ~(t) 

es mononormante, si para todo t E c~ es 

lim ~(t +1' t +2' 
n+oo n n 

• •• .) = lim ~(tn+1"" ,t n+ ,0,0, ... ) .. ° 
n,p+oo p 

De (6) Y (6a) del §1, se deduce enseguida que para toda ~ norma~ 

te simétrica son equivalentes las condiciones siguientes: 

a) ~ es mononOrmante. 

b) Para todo A E n~_ existe una sucesi6n {Bn} e Kn con 

1IBn - AII~ -- O. 



152 

e) Para todo A E n~ es UA - AnU~ -+ O, donde An 
(2a), § 1 • 

2.1. PROPOSICION. Pa:ra t<oda función no:rmante ~~ son equival.entes 
las condiciones siguientes: 

a) ~ es mononormante. 

b) la condición 
rifica para todo 
normales Pn E Kn 

2a)~ osea UPn A Pn - AK~ -+ O si n -+ ~, se ve
A E n~ y para toda sucesión de proyectores orto 
asociados a una base ortonormal. {en}" 

e) la condición 2a) se verifica por lo menos para una sucesión 
{Pn} ortogonal. asociada a una base ortonormal. {en}' 

d) l.a condición 2a) se verifica para toda A E n~ y para toda su 
cesión de proyectores {Pn} asociados a una base equivalente a 
una ortonormal.. 

2.2. LEMA. Sea {Pn} una sucesión de proyectores ortogonales aso
ciados a una base ortonormal. {en}~ ~ una función mononormante 
simétrica~ entonces para todo A E n~ val.e 

HA(l - Pn)ll~ -+ O, y 11(1 - Pn)AU~ -- O 

Demost:ración. Consideraremos primero el caso A de rango 1, enton
ces existen dos vectores !(J, "', tales que 'd x E H 

1, e;> O 
AdemAs ~A(l - P )H n 

Ax = e (x, "')!(J , II!(JH 

sup HA(1 - Pn)xH 
HxH -1 

sup He((l - Pn)x,"')IPH= 
HxII-1 

sup ell (x, (1 - P N)!(JII = e sup H (x, (1 - Pn)",)IPH .;;;; ell (l-P HH HxH-1 n HxH-1 n 

O sea HA(l - Pn)O .;;;; eH(l - PnNI1 y como (Pn - 1)", -+ O resulta 

lim HA (1 - P n) 11 • O 
n+~ 

Como A(l - Pn) es de rango 1, y A e Qt es 
HA(l - Pn)Ht • IIA(l - Pn)H y de (10) resulta 

HA(l - Pn)llt -+ O 

(10) 

(11) 
Consideremos ahora A un operador de rango finito m, entonces 
A· r A Bk , donde los Bk son operadores de rango 1. Ock'm k 

Como HA(1 - P)Dt < r 1Akl UBk(1 - P )U t ' y por (11) cada , n O'k'm n 
drmino tiende a O, re,sulta HA(1 - Pn)Ht - O. 

Finalmente sea A e 0., por 02. b existe un B e .~ tal que 



1 S3 

IIB - AII~ < t. 
Además por (11) IIB(l - Pn)lI~ < t V n> nO luego 

IIA(l - Pn)II~";; IIA - BII~ + IIB(l - Pn)II~+ II(B - A)Pnll~ < E, V n>no 

o sea 

c.d.d. 

Demostración de ta proposición 2.1. a) ~ b) 

IIA - Pn A Pnll~";; IIA(l - Pn)lI~ + 11(1 - Pn)A Pnll~..;; IIA(l - Pn)lI~ + 

+ 11 (1 - Pn)AII~ IIPnll 

y por el lema 2.2 cada t€rmino tiende a O, luego IIA - PnA Pnll~+ O. 

b) ~ e) trivial . 

a) ~ d) Sea {ej } una base ortonormal de H y {~j} su base equiv~ 
lente, y {P } y {PI} los proyectores asociados a {e.} y {~.} 

n n -1 J J 
respectivamente;~. = A e. y PI = A P A por 1.1 (1). Sea BEíl",; 

J J n n " 
por b) vale IIPn B Pn - BII~ -+ O. Entonces IIP~ B P~ - BII~ = 

IIA P A-lB A P A- l - A A-lB A A-11I. 
n n .., 

IIA(PnA-1B A Pn - A-lB A)A-11I~ ..;; IIAII IIA-11I IIPnA-1B A Pn- A-1BAII~ 

y la última expresi6n tiende a O pues A-lB A E íl~ es decir 

IIP~ B P~ - BII~ -+ O. 

d) ~ e) trivial . 

e) ~ a) Si se verifica 2a) para una sucesi6n de proyectores, 
como Qn = Pn A Pn E Kn , 2a) significa que existe {Qn} E K 
con IIA - Qnll~ -+ O Y por §2.b) ~ es mononormante. 

2.4 .. COROLARIO. Si ta propiedad 2a) se verifica para una suce

sión {Pn} de proyectores ortogonates asociados a una base {en} 
ortonormat se cumpte para cuatquier otra sucesión {Pn} asociados 

a otra base ortonormat. 

Observemos que vale el siguiente lema. 

2.5. LEMA. La función normante 

ta condición IIA - An 11 ~ -+ O se 

(donde A es dado por 2a §1). 
n 

simétrica ~ es mononormante, si 

verifica para todo A E íl~, A > O. 

Sea ¡; = Hn} E C~, y {~.} una base ortonormal de H. Consideremos 
'" J 

el operador Ax = L I ¡; . I (x ,'/1 .)~. ; entonces A E o~ Y A > O. 
i= l· ~ ~ ~ 
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Ya que por hipótesis IIA - An 11 ~ ->- O, resulta 

1 im ~ (~ + 1 ' ~ + 2 ' ••• , ~ + k' O , ••• , O) O n, k+oo n n n 

es decir ~ es mononormante. 

Como ~IT no es mononormante resulta: 

2.6. COROLARIO. Existe un A E ~IT' A > O taZ que IIA - Anll~ no con

verge para n ->- 00 

Como ~IT Y los ~p son mononormantes obtenemos el siguiente corola
rio que contiene el teorema E de Palais (cf. [3]): 

2.7. COROLARIO. Si ~ es mononormante, entonces A 
bra 'approximateZy tame' en sentido de PaZais. 

fl~ es un álge-

En particular, las álgebras flp y fl n son 'approximately tame' res
pecto de toda base ortonormal así como de toda base equivalente 

a ortonormal. 

3. EL TEOREMA DE PALAIS y LA CLASE IT{P n }. 

Sea ~ mononormante y A 
tely tame' respecto de 

lentes a ortonormales, 

Palais 1.3.1 Y 1.3.2. 

= a~. Por 2.7 sabemos que A es 'approxima

{P } generales asociados a bases equiva-
n 

luego a Q~ = A se aplica el teorema de 

Ahora relacionaremos este teorema (en caso de A = fl~) con el mé
todo de proyección IT{P n } (ver 1.4). Observemos antes que si 
G (A) es la clase definida en (8) del 1.3, se tiene 

3.1. LEMA. Sea ~ normante simétrica A = Q~. Entonces para todo 

1 + A E G (A) es {1+A)-1 E G (A). Luego poniendo Y(1+A) = (1+A)-1 

tenemos que Y:G(A) -G(A) es un operador conHnuo en G(A). 

Demostración. Si C (1+A)-I, (1+A)C = 1, entonces C = 1-AC, y 
de A E A es AC E A Y 1-AC = C es invertible, luego (1 +A) -.1 = 
= C E G(A). 

Además: A -+ A en A implica (1+A )-1 -+ (1+A)-1 en A, pues 
n n 

1 + An = 1 + A + E: n con 11 E: n 11 ~ -+ O, 
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1 + A = (1+A)[ 1 + (1+A)-1 E ] = (1+A)(1+n ) donde Iln 1.,.: -+ O. 
n n n n ... 

Luego para n > nO 1 + n es invertib1e y (1+n )-1 -+ 1, 
n n 

entonces (1+A)-1 -+ (1+A)-1. c.d.d. 
n 

En todo 10 que sigue t es mononormante y A = OtO 

Por 10 visto en 1.3.1, si qT: G(A) -+ G(A) es definido por 
qT (1+A) = 1 + P A P entonces qT (1+A) -+ 1+A si T -+- O 

lt(A) lt(A) 
T T 

en A, en particular q (1+A)-+-1+A si n -+~ de modo que q da .una 
n T 

homotopía de q1 en 1. 
Como Y es continuo, obtenemos que: YqT -+ Y:. Yq1 .S!! Y Y qT Y -+ Y 

:. q1Y S!! y, luego 

(12a) 

Ahora como A E 0t' por 1 .4.2 1+A E ll{Pn } de modo que desde un 

T > TO' es P (1+A) P H -+ H invertib1e en B(H ); 
lt(A) lt(A) n n . n 
T T 

Y existe [P1 (1+A) P ] -1: H -+ Hn , donde t (A) fue dado 
lt(A) n T't(A) T 

en (Bc) de 1.3.1. 

3.2. PROPOSICION. Se puede e'legil' 'la función conHnua teA) de 

modo que desde un T > TO se vel'ifique 

YqT(1+A) 

de modo que por (l2a) es: 

Demos'bl'aci..ón. Observemos que, para T > TO es 

(13) 

(14 ) 
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P 1-1 P [ P (l+A) P + (1 - P ) 
!t(A) !t(A) !t(A) !t(A) -T1t(A) T T T T 

Para verificar esta 
quierda por P 

igualdad, basta multiplicar a derecha y a iz-

!t(A) 
(l+A) PI + (1-P 1 ) y comprobar que da 1. 

Tt(A) Tt(A) 
T 

Esto prueba (13). 

Como Y(l + A) = (1 + A)-1 E G(A), (1 + A)-1 = 1 + D, D E A; 

q (l+A)-1 = P !t(D) (l+A)-1 P .!. t(D) + 1 - P -TI t(D). T T T 

Eligiendo t(D) = teA) una función contínua mayor que t' (A) Y 
t'(D) se puede reemplazar t(D) por teA) y obtenemos (14). c.d.d. 

En particular (lS) da 

P (P (1 + A) P )-1 P - P (1 + A)-1 P --+ O en A n n n n n n (lSa) 

Interpretaremos (ISa) en términos de la teoría de la proyección. 
Si A es un álgebra que contiene los operadores de rango finito 
y A e o~, entonces 1 + A E G(A) implica 1 + A E TI{Pn } (ver 1.4.2) 
({Pn} cualquier sucesión de proyectores correspondiente a una 
base equivalente a una ortonormal). O sea, mientras que el teo
rema 1.4.2. dice tan s6lo que (lSa) vale en la topología fuerte, 
en cambio si A = o~, ~ mononormante, 3.2 nos dice que (lSa) vale 
en la topología de la norma 11 II~, o sea el teorema (1) de Palais 
expresa un hecho formalmente más fuerte que 1 + A E TI{Pn} . 

Esto sugiere estudiar una nueva clase de operadores que llamare
mos TI~{Pn} que serán los que verifican (lSa) en la topología de 
A, que pasamos a estudiar en las secciones siguientes. 

4. LA CLASE TI~. 

4.1. DEFINICrON. Sean ~ una funaión normante sim~triaa. 0t el 

ideal normado aorrespondiente. y {Pn} una suaesión de proyeato

res ortogonales que aonvergen fuertemente a la unidad en 
H(P x -+ x). Sea H = P (H). Diremos que un operador A E TI~{P } n n n ... n 
si: i) A es invertible. ii) los operadores PnAPn : Hn -+ Hn son 
invertibles en B(H ), o sea existe (P AP )-1: H --+ H Y iii) n n n n n 
vale 11 (P AP )-1 P - P A- 1P II~ -+ O. 

n n n n n ... 
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Observemos que iii) implica que (PnAP n)-l Pn 
tras que A f1. 041' 

4.2. PROPOSICION. Una aondiaión neaesaria y sufiaiente para 
A E rr 4l {Pn}. es que Be verifiquen Zas aondiaiones siguientes: 

(a) -1 (PnAP n) existe aomo operador de Hn en Hn, y V n > nO 

U(PnAP n)-l Pnll "C, C > O 

(b) UP nA(1-P n)A -lp nU4I -+ O 

Demostraaión. Supongamos A E rr 4l {P n}, entonces se verifican i) ii) 
Y iii) de la definición, es decir V n > nO 

I -1 -1 
I (PnAPn) Pn-PnA Pn U4I< e: o sea 

UCPnAPn)-IPn-PnA-IPnU < e: y U (PnAPn)-lpnU < UP nA- 1Pn U + e:";;; 
';'1 

..;;; UA U + e: • C , 10 que prueba (a). 

Por otra parte: 

UP A(1-P )A- 1p U",=UP -P AP A- 1P U",.UP AP [(P AP )-lp -P A- 1P 1 U"'..;;; n n n ~ n n n n ~ n nn n n n n w 

..;;; UP AP U U(P AP )-lp - P A- 1P U", ..;;; UAU U(P AP )-lp -P A- 1P U", Y nn n n n n n~ n n n n n~ 

el dltimo miembro tiende a O pues A E rr 4l {Pn}, 10 que prueba (b). 

Supongamos ahora que se verifican (a) y (b). 
Las propiedades i) y ii) se verifican obviamente. Para verificar 
iii), observemos primero la siguiente identidad: 

(PnAPn)(PnA-IPn) .. Pn - PnA(1-Pn)A-1Pn . Luego 

P A- 1P .. (P AP )-1 [P -P A(1-P )A- 1 P 1 = n n nn nn n n 
= (P AP )-lp _ (P AP )-1 P A(1-P ) A- 1P, de donde n n n n n n n n 
(P AP )-lp _ P A- 1P = (P AP )-1 P A(1-P )A- 1 P y n n .n n n n n n n n 
U(P AP )-1 P _ P A- 1P U", ..;;; U(P AP )-lp U UP A(1-P )A- 1p U", n n n n n ~ n n n n n n w 

Por las condiciones (a) y (b) el último miembro tiende a O 10 

que prueba iii), c.d.d. 

OBSERVACION. La condición (a) de 4.2 es cierta para un operador A 
si y sólo si A E rr{P n} ya que(a)es equivalente a las condiciones 
(9) y (9a) de 1.4.1. 
Luego 4.2. puede enunciarse en la siguiente forma 

4.2.(bis) PROPOSICION. A E rr 4l {P n} si y sóZo si: 

a) A E rr{p} y 
n 
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b) si IIP A(l-P )A","lp 11", -+ O n n n .. 

4.3. COROLARIO. Si A E IT{Pn } y si A es aasi trianguZar t a dere

aha o A- 1 es aasi trianguZar t a izquierda respeato de {Pn} 
(ver 1.2) entonaes A E ITt(Pn). 

Demostraaión. Supongamos por ejemplo que AE IT {Pn} y que A es ca
si tl'iangular t a derecha respecto a {Pn}' Para probar que 
A E ITt{Pn } basta verificar b) del teorema 4.2 bis. Pero 
IIP A(l-P )A-1p 11. < IIP A-P AP 11. IIA-11I Y por la casi triangula-n n n ... n n n ... 
ridad t a derecha, la última expresión tiende a O. c.d.d. 

4.4. COROLARIO. Si A = l+S+T, donde S es aasi trianguZar t a de

reaha respeato a {Pn }, 11 Sil < 1, Y T un operador de rango finito, 

entonees A E ITt{Pn}. 

En efecto: Por 1.4.2, A E IT{Pn} y A = l+S+T es casi triangular t 
a derecha respecto a {Pn}, luego por 4.3 A E ITt{Pn}. 

4.5. DEFINICION. Diremos que t es casi mononormante si t es nor

mante simétriea y para e'uaZquier T E (!t' T es casi trianguZar cP 

a dereaha respecto a auaZquier sucesión de proyectores ortonorma

Zes que convergen fuertemente al. (Pnx + x). 

Observemos que si t es mononormante, entonces t es casi mononor
mante, pues por 2.7 I'lt es 'approximately tame' respecto a cual
quier sucesión de proyectores ortogonales {Pn} con Pnx + x, y 
por 1.1.1, si A E (!t A es casi triangular a derecha respecto a 
{P }. 

n 

4.6. COROLARIO. Si t es aasi mononormante, si A es aasi triangu

Zar t a dereaha respecto a {Pn} y A E IT{Pn }, y si T E 0t enton~ 
aes A+T E IT t , 

En efecto por 1.4.4 A+T E IT{Pn} y A+T es casi triangular t a 
derecha respecto a {Pn}, luego por 4.3, A+T E IT t • 

4.7. COROLARIO. Si t es mononormante Zas aZases IT{Pn } y ITt{Pn} 
aoinaiden. 

Basta aplicar el corolario 4.3. Luego en caso de un I'lt mononor
mante el teorema de Palais expresa en forma geométrica el mismo 
hecho que el teorema 1.4.2. 
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Un teorema de V. Neumann (cf.[61) dice que todo operador simétri
co A puede escribirse como una suma de un operador de 02 de nor
ma arbitrariamente pequeña y un operador de la forma LA.(X.~.)~. 

j J J J 
donde {~.} es un sistema ortonorma1. pero {A.} no tiende necesa-

J J 
riamente a cero. de modo que este operador no es necesariamente 
compacto. Luego para todo A y para todo n finito existe un siste-

(n) (n) (n) ~ ma ortonorma1 {~1 '~2 , ...• ~n } y una n-up1a numerica 
{Aln' A2n ,,,·, An,n} tales que: 

1) Para todo x E H, vale Ax = 
n 
L A. (x ~. (n») ~. (n) + Rn (x) 

J n 'J J j=l 
(16 ) 

con L (A. ) 2 ;;;. C > O Jn ( 16a) 
n 

(x,~.(n») (n) 2) El proyector P x = L ~j n j=l J 
(17) 

verifica P x -+- x, 'ti x (17a) n 

Podemos entonces dar el siguiente criterio general para la clase 

n~{Pn}. 

4.8. TEOREMA. Sea ~ normante sim~triaa. A un operador invertibte 

tat que para todo n existen {~. (n)} y {A. } que verifiaan Zas 
J J n 

aondiaiones 1), 2), 3) Y ta 3a), más fuerte que 3). siguiente: 

3a) IIRnPnll~ -- O Y IIPnRnll~ -- O 

entonaBS A E n~{Pn}' 

(17b) 

Demostraaión. Basta verificar las condiciones a) y b) de 4.2. 
Veamos primero que (P AP )-1 existe como operador de H en Hn' n n n 
Observemos que de (16) y (17b) es claro que para n grande es 
P A = AP 

n n 

Luego: 

+ Sn' donde IISnl1 C;; IISnll~ < e:n y e:n -+ O. 

P A- 1P . P AP = P A- 1AP + P A- 1S P n n n n n n n n n 
= P + S' n n 

Como Pn es igual a 1 en Hn , es Pn + S~ invertib1e en Hn , y 

(18) 

-1 1 . -i' -1 
[(Pn+S~) PnA- Pnl PnAPn Pn = 1 en Hn , luego (Pn+S~) PnA Pn 

es el inverso a izquierda de P AP . Análogamente se verá que 
n n 

P AP tiene inversa a derecha, luego (P +S,)-l p A-lp = (P A P )~1. nn nn n n n n 

Además para n -+ ao es II(P +5,)-1 11 -+ 
n n 

n 
P A-lp x L ~(x,~.)~. es (en H ) 

n n j=l j J J n 

HPnH = 1 Y como 

HPnA-1PnH ,;;;; sup A~ ,;;;; C, 
J 
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-1 -1 1 resulta que: II (PnAPn) 11 = 11 (Pn + S~) PnA- Pnll ,¡;;;; 

,¡;;;; 11 (P + S,)-lll IIP A-lp 11 ,¡;;;; (1 + e:) C = Cl' Esto prueba a). n n n n 

Para probar b), observemos que por (18) es 

IIP A(l-P )A-lp 11 ... = II(AP +S )(l-P )A-lp 11 ... = liS (l~P )A-lp 11·'" O. 
n n n ~ n n n n ~ n n n '" 

4.9. TEOREMA DE ESTABILIDAD l. Si A E IT",{Pn}, A aasi trianguZar a 

dereaha y A- 1 aasi trianguZar a izquierda respeato a {Pn }, suae

sión de proyeatores ortogonaZes, Pnx ... x, entonaes existe un <5 > O 

taZ que A+T E IT"'{Pn}' para todo T E 0'" aón IITII < o. 

Demostraaión. Por a) de 4.2 bis es A E IT{Pn} y por 1.4.3, si 
liTO < 01' A + T E IT{Pn} luego por 4.2 bis basta probar que A + T 
verifica la condici6n b). Observamos primero que: 

(A + T)-l = [A(l + A- l T)] -1 = [1 + A- 1 T + (A- l T) (A- l T) ... ]A- 1 

si hemos elegido OTII < 01 (o < 01) de modo que OA-lTO < 1. Si lla 
-1 -1-1 mamos B1 = A T + A T A T + ... , entonces B1 E 0. Y vale 

-1 -1 -1 -1 (A + T) = (1 + Bl ) A = A + BI A ,luego 

OPn(A + T)(l - P )(A + T)-l P O ... = IIP A(l-P ) A-Ip + PnA(l-Pn) n n .. n n n 
BlA-lp + P T(l-P )A- 1 P + P T(l-P )B1A-10. ,¡;;;; n n n n n n .. 
,¡;;;; OPnA(1- Pn)A- 1Pn O. + IIPnA(l-Pn) B1A-lpnO. + IIPnT(l-Pn) A- 1 PnO. + 

+ OP T(l-P ) B1A- l p O ... Veamos que cada término de esta última 
n n n ~ 

expresi6n tiende a O. 

IIP A(l-P )A-lp 11 ... -+ O pues A E IT .. {P } 
n n n ... ~ n 

OP A(l-P '')BlA-1pO. ,¡;;;; OP A-P AP II IIBIA-lp 11 .. -+ O 
n n n", n n n n~ 

porque A es triangular a derecha y Bl E 0'" ; 

IIPnT(1-PnJA- 1PnO.,¡;;;; IIPnTII. II (l-Pn)A- l Pn ll -+ O , 

ya que A- 1 es triangular a izquierda, y T E 0'" ; 

IIP T(l-P )B1A-llI ..... OT(l-P )11 IIB A-lll y IIT(l-P)II -+ O por 1.1.1. 
n n " ni. n 

Luego IIPn (A+T)(l-Pn )(l+T)-1 Pnll", -- O, c.d.d. 

4.10. TEOREMA DE ESTABILIDAD 11. Si A E IT., aon A E rr{Pn } y A 
aasi trianguZar a dereaha respeato de {P }, suaesión de proyeato 

n -
res ortogonaZes, Pnx ... x. entonaes A + T E rr. para todo T de ra~ 
go finito. 

Demostraaión. Observemos primero que por ser T de rango finito, 
podemos suponer' T = Q T, donde Q es el proyector sobre el rango 
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de T. Q y T E n~. 

Por 1.4.4 A + T E TI{Pn }. Para ver que A + T E n~{Pl'l} basta probar 
b) de 4.2 bis. 

P (A+T)(l-P ) (A+T)-l p = P A(l-P ) (A+T)-l p + P T(l-P ) (A+T)-l p = n n n n n n n n n 
= P A(l-P )(1+A-1T)-lA~lp + P T(l-P ) (A+T)-l p 

n n n n n n 

Si llamamos C a (1+A- 1T)-1, C(1+A-1T) = 1, C+CA-1T 1 y 
C = 1-CA-1T; entonces: 

UP (A+T)(l-P ) (A+T)-l p u. = UP A(l-P )(1-CA-1T)A- 1PU. + n n n ... n n n ... 
+ UP QT(l-P ) (A+T)-l p UA < UP A(l-P )A- 1P U. + n nn ... n n n ... 
+ UP A(l-P )CA-1TA- 1p U + UP QT(l-P ) (A+T)-l p U y cada uno de 

n n n~ n n n~ 

los últimos t6rminos tiende a O. En efecto: 

IIPnA(1-Pn)A-1Pnll~ -+ O porque A E n~{Pn} 

UP nA(1-Pn )CA- 1TA- 1 PnU~ < UP nA(l-Pn)ll IIA- 1 11 2 IICU UTII~ -- O 

por ser A triangular y 

IIP QT(l-P lCA+T)-lp U. C;; IIQU .. IIT(l-Pn)11 11 (A+T)-1 11 -- O 
n n n ... '" 

porque IIT(l-P n)11 -- O por 1.1.1, c.d.d. 
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