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UN EJEMPLO DE GEOMETRIAS METRICAS EUCLIDIANAS EN CUALQUIER
DIMENSION EN LAS QUE NO RIGE EL AXIOMA DE PARALELISMO DE EUCLIDES

Heinz-Reiner Friedlein

Por los axiomas en [2] & [4] es posible construir geometrias en
cualquier dimensién. Adjuntamos a los axiomas de [2] el siguiente:

EUC. Para g 1 h existe un punto S I g, hy dos rectas que pasan
por Scon s L t tales que gl sl tl h. Se dice que las rectas
s, h 6 g, t estdn en una escalera.

Decimos que la geometria asi descrita es una geometria métrica
euclidiana. Es conocido que ciertas geometrias afines son geome-
trias métricas.euclidianas.

Ahora queremos construir un ejemplo de una geometria métrica eucli
diana que no es geometria afin. El ejemplo que vamos a construir
es una generalizacidn de un ejemplo para el plano métrico eucli-
diano que figura en [1].

Designaremos los puntos y las rectas de las geometrias por letras
maylsculas y mindsculas, respectivamente. Un haz propio con sopor
te P es el conjunto de todas las rectas que pasan por P.

El teorema principal en [ 2] nos muestra que es posible extender
cada geometria métrica euclidiana a una geometria proyectiva o
bien que la geometria métrica euclidiana es sumergible en una geo
metria proyectiva, que se dice geometria proyectiva euclidiana.

TEOREMA 1., a) En un espacio métrico euclidiano todos los haces
propios tienen la misma cardinalidad.

b) Ademds, cada haz de la geometria proyectiva euclidiana tiene
la misma cardinalidad que un haz propio en la geometrfa métrica
euclidiana.

Un haz de la geometria proyectiva euclidiana es definido en for-

ma aniloga a un haz propio de una geometria euclidiana.

Demostracién, a) Sean dos haces diferentes que tienen como sopor-
tes los puntos diferentes O y P respectivamente. Sea g I 0; segflin
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[2] existe exactamente un h I P y perpendicular a g. Esto implica
un mapeo biyectivo del conjunto de las rectas del haz determinado

por O sobre el conjunto de las rectas que pasan por P,

b) Sea G un haz que contiene‘rectas proyectivas, que no son rec-
tas métricas. Elegimos un punto métrico O como centro de un "snail
map" (comparar [3]). Existen en G dos rectas métricas euclidianas
diferentes a, b, tal que a, b no tienen ni un punto métrico ni

una recta métrica euclidiana en comiin que sea ortogonal a las dos;
entonces existe un 'snail map" con centro O tal que la imagen G'
de G bajo este mapeo es un haz propio. Las preimigenes de las rec-
tas de. G' son - por construccién (comparar [3]) - rectas proyec-
tivas‘y estdn -en correspondencia 1-1 con el snail map.

Queda por demostrar que los haces G con la propiedad que todas
las rectas de G son perpendiculares a un hiperplano de la geome-
tria métrica euclidiana que pasa por 0 tienen la misma cardinali-
dad. Pero como estamos en una geometria proyectiva, se sabe que
los haces de esta geometria tienen la misma cardinalidad.

DEFINICION. Una geometrta afin que es una geometria métrica eucls
diana se llama geometrida euclidiana.

Desde luego,no toda geometria afin es una geometria euclidiana.
Por ejemplo, las geometrias afines con coordenadas en un cuerpo
no conmutativo no son geometrias euclidianas (comparar [1]).

TEOREMA 2. Cada geometrfa métrica euclidiana es sumergible en una
geometrtia euclidiana.

Demostracidn, Segln [2] 6 [3] cada geometria métrica euclidiana
es sumergible en una geometria métrica proyectiva Ep. Elegimos en
Ep subconjuntos n, T de puntos y rectas respectivamente.

I, ={Pe€ Ep | 4 g # h,g,h I P tal que g, h L H, H hiperplano y
g, h rectas en la geometrfa métrica euclidiana}

r,:=1re Ep | Q, R € I, Q#RyQ, RIr}

Entonces n,y T, determinan una geometria afin y todos los puntos

métricos euclidianos se encuentran en Iy todas las rectas métri

cas euclidianas pertenecen a ro. Seglin [ 3] cada recta de r,es

eje de una reflexidén. Esto implica que m_, T determinan una geo-
metria euclidiana [3].

Con este resultado podemos construir nuestro ejemplo.

Consideremos el anillo T = ({1/p | p = 2, 42 + 1, £ € N} )
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Sea I: = {(a;,...,a ,...) | Qpyees@ yeun € E;} un conjunto de pun

tos cuyas coordenadas pertenecen a C;. Es claro‘que‘n es un sub-
conjunto de los puntos de una cierta geometria euclidiana A (R)
con coordenadas en R. Ademds A (R) es una geometria afin y el es-
pacio vectorial con producto interno correspondiente es un espacio
de Hilbert, »

NOTA. Es posible demostrar que la geometria métrica euclidiana de
termina este producto interior (comparar [2]).

Como conjunto I' de rectas definimos: Si P es un punto de I enton-
ces las rectas de I son las rectas g de A (R) con la siguiente
propiedad: g es la unién de P con un punto Q € I y Q # P.

Ahora queremos demostrar que (I, T, I) es una geometria métrica
euclidiana pero no una geometria euclidiana,

TEOREMA 3. (m, T, I) determina una geometria métrica euclidiana

en la que no vale el axioma de paralelismo de Euclides.

Demostracién. Usamos los axiomas de [2]. Estos axiomas exigen tam
bién para la geometria métrica euclidiana una relacidén L y reflexio
nes en puntos y rectas. Pero A (R) tiene estas propiedades. Axio-
ma 1 de [2] se cumple pues I,T son subconjuntos de los puntos y
rectas en A (R).

Axioma 2. Sean EO, H;, To, EO, El’ Tl reflexiones en A (R) con

ejes g,> ho, jo, a g, 81> j1 respectivamente y g, ho, j I A;

®| o

con

h , g, j; I B; A# B. Entonces tenemos E; R, T; = a,

(o] o
a, TAyJ; . E; .y, = a cona IB.

Axioma 3. Dados los puntos y rectas como en el dibujo

a.b.c=dcona, bIP implica segGn [2] que a, b, c se en-
cuentran en un plano métrico euclidiano. Sea £I P, la recta per-
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pendicular a b por P) tal que corta la recta a en P]. Falta de-
mostrar que P;, P, € I. Pero esto sale de [1],pdg. 288/299,férmu
la (1) y (3).

Axioma 4. Sean g = (P, P'), h = (P,Q') diferentes y (P,P') [ (P,Q').
Entonces (P,P'), (P,Q') determinan un plano euclidiano A2 (R) de

A (R). Se sabe que en A, (R) la reflexidn P en el punto P es el
producto g.rconr L g, r € A, (R). Andlogamente como en la demos-
tracién para axioma 3, existe un punto A I r y A € I tal que

(A, Q') y r. E1 teorema de tres reflexiones [ 1] implica que
(P,P").(P,Q").T es una reflexidn en una cierta recta d I P.

El axioma 5 sigue inmediatamente de la demostracién de los axio-
mas 3 y 4,

Axiomas 6 y 7 se satisfacen, pues estamos en A (R).

Axioma 8 es trivial pues en A (R) no existen puntos P,Q distintos

con P.Q = Q.P.

Axioma 9. La existencia de tres puntos que no se encuentran en
una sola recta es trivial (ver la demostracién del axioma 4) y des
de luego dos puntos diferentes se encuentran sobre cada. recta.

Ademds la geometria construida cumple trivialmente Euc. Por tanto
I,T son los conjuntos de puntos y rectas respectivamente de una
geometria métrica euclidiana.

Ahora vamos a demostrar que esta geometria no satisface el teore-
ma de las paralelas de Euclides.

Como cada geometria afin satisface este teorema, estamos listos
con la demostracidén si hemos encontrado dos rectas distintas g,h
cong, hI E,xNng=¢,xNnh=¢; g, her, Pe n. Como
1/3 ¢ 50 entonces (1/3,0,...) € I pero 0, E' = (1,1,0,...) € T.
Ademds_sabemos que los ejes coordenados x e y pertenecen a T. Pe-
ro en el plano euclidiano que determinan x e y se tienen dos rec-
tas diferentes g, h que pasan por E' y que no cortan la recta X,
Elegimos g como la recta ortogonal a y con g I E' y como h la
recta

1

y /

Ol r2,0,.) %

.en el plano euclidiano de ecuacidén y = 3/2 x - 1/2, h pertenece a
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r pues (0,-1/2,0,...) y E' se encuentran sobre h y E'.

(0,-1/2,0,...,0,...) € I pero la interseccidén con x es
(3/2,0,0,...) & 1.
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[2]

[3]

[4]
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