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UN EJEMPLO DE GEOMETRIAS METRICAS EUCLIDIANAS EN CUALQU.IER 

DIMENSION EN LAS QUE JO RIGE EL AXIOMA DE PARALELISMO DE EUCLIDES 

Heinz-Reiner Friedlein 

Por los axiomas en (2) 6 (4) es posible construir geometrías en 
cualquier dimensi6n. Adjuntamos a los axiomas de (2) el siguient"e: 

EUC. Para g 1 h existe un punto S 1 g, h Y dos rectas que pasan 
por S, con s 1 t tales que g 1 s 1 t 1 h. Se dice que las rectas 
s, h 6 g, t est~n en una escalera. 

Decimos que la geometría así descrita es una geometría métrica 
euclidiana. Es conocido que ciertas geometrías afines son geome
trías m~tricas.euclidianas. 

Ahora queremos construir un ejemplo de una geometría m~trica eucli 
diana que no es geometría afín. El ejemplo que vamos a construir 
es una genera1izaci6n de un ejemplo para el plano métrico eucli
diano que figura en[ 1). 

Designaremos los puntos y las rectas de las geometrías por letras 
mayúsculas y minúsculas, respectivamente. Un haz propio con sopo~ 
te P es el conjunto de todas las rectas que pasan por P. 

El teorema principal en (2) nos muestra que es posible extender 
cada geometría m~trica euclidiana a una geometría proyectiva o 
bien que la geometría métrica euclidiana es sumergible en una geQ 
metría proyectiva, que se dice geometría proyectiva euclidiana. 

TEOREMA 1. a) En un espaoio m4t~ioo euoZidiano todos Zos haoes 
p~opios tienen 1.a misma oa~dinaUdad. 

b) Además, oada has de Za geomet~la p~oyeotiva euoZidiana tiene 
Za misma oa~dinaZidad que un has p~opio en Za geometrla m4t~ioa 
euoZidiana. 

Un haz de la geometría proyectiva euclidiana es definido en for
ma anUoga a un haz propio de una geometría euclidiana. 

DemoBt~aoi~n. a) Sean dos haces diferentes que tienen como sopor
tes los puntos diferentes O y P respectivamente. Sea gI O; según 
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[2] existe exactamente un h I P Y perpendicular a g. Esto implica 
un mapeo biyectivo del conjunto de las rectas del haz determinado 

por O sobre el conjunto de las rectas que pasan por P. 

b) Sea G un haz que contiene rectas proyectivas, que no son rec
tas métricas. Elegimos un punto métrico O como centro de un "snail 
map" (comparar [3]). Existen en G dos reqtas métricas euclidianas 
diferentes a, b, tal que a, b no tienen ni un punto métrico ni 
una recta métrica euclidiana en común que sea ortogonal a las dos; 

entonces existe un "snai1 map" con centro O tal que la imagen G' 
de G bajo este mapeo es un haz propio. Las preimágenes de las rec
tas de, G' son - por construcción (comparar [3]) - rectas proyec
tivas y están en correspondencia 1-1 con el snai1 map. 

Queda por demostrar que los haces G con la propiedad que todas 
las rectas de G son perpendiculares a un hiperp1ano de la geome
tría métrica euclidiana que 'pasa por O tienen la misma cardinali
dad. Pero como estamos en una geometría proyectiva, se sabe que 
los haces de esta geometría tienen la misma cardinalidad. 

DEFINICION. Una geometr!a af!n que ea una geometr!a métrica eucti 

diana ae ttama geometr!a euctidiana. 

Desde 1uego,no toda geometría afín es una geometría euclidiana. 
Por ejemplo, las geometrías afines con coordenadas en un cuerpo 
no conmutativo no' son geometrías euclidianas (compa.rar [1]). 

TEOREMA 2. Cada geometr!a métrica euctidiana ea aumergibte en una 

geometr!a eucZidiana. 

Demoatración. Según [2] ó [3] cada geometría métrica euclidiana 

es sumergible en una geometría métrica proyectiva Ep' Elegimos en 
Ep subconjuntos IT o ' ro de puntos y rectas respectivamente. 

IT o = {P E Ep I ~ g .¡. h, g, h I P tal que g, h 1 H, H hiperp1ano y 

g, h rectas en la geometría métrica euclidiana} 

ro = {r E Ep I Q, R E IT o ' Q .¡. R Y Q, R I r} 

Entonces IT o yro determinan una geometría afín y todos los puntos 
métricos euclidianos se encuentran en IT o y todas las rectas métri 
cas euclidianas pertenec~n a r . Según [3] cada recta de r es o o 
eje de una reflexión. Esto implica que IT o ' ro determinan una geo-
metría euclidiana [3]. 

Con este resultado podemos construir nuestro ejemplo. 

Consideremos el anillo e = ({l/p I p = 2, 4l + 1, l E N} ) 
o 
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Sea H.: = {(al' ... ,an , ... ) I al'" ,an , ... E Ca} un conjunto de pu!!. 

tos cuyas coordenadas pertenecen a e . Es claro queH es un sub-
o . . 

conjunto de los puntos de una cierta geometría euclidiana A (R) 
con coordenadas enR. Adem&s A (R) es una geometría afín y el es
pacio vectorial con producto interno correspondiente es un espacio 
de Hilbert. 

NOTA. Es posible demostrar que la geometría métrica euclidiana de 
termina este producto interior (comparar [2]). 

Como conjunto r de rectas definimos: Si P es un punto de H enton
ces las rectas de r son las rectas g de A (R) con la siguiente 
propiedad: g es la unión de P con un punto Q E rr y Q ~ P. 

Ahora queremos demostrar que (rr, r, I) es una geometría métrica 
euclidiana pero no una geometría euclidiana. 

TEOREMA 3. (rr, r, I) determina una geometria métrioa euolidiana 

en la que no vale el a~ioma de paralelismo de Euclides. 

Demostración. Usamos los axiomas de [21. Estos axiomas exigen tam 
bién para la geometría métrica euclidiana una relaci6n 1 y reflexi~ 
nes en puntos y rectas. Pero A (R) tiene estas propiedades. Axio
ma 1 de [21 se cumple pues rr,r son subconjuntos de los puntos y 
rectas en A (R). 

Axioma 2. Sean go' ha, Jo' ao ' gl' JI reflexiones en A (R) con 

ejes go' ha, jo' ao ' gl' jI respectivamente y go' ha, jo I A; 

ha, gl' jI I B; A , B. Entonces tenemos go . no Jo = ao con 

ao I A Y JI . ha . Yo = al con al I B. 

Axioma 3. Dados los puntos y rectas como en el dibujo 

pI 
P ""'=:::--______ --1-...;2::...-___ p 2 

a . o . e = a con a, b I P implica según [21 que a, b, c se en
cuentran en un plano métrico euclidiano. Sea tI P3 la recta per-
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pendicular a b por P~ tal que corta la recta a en Pi' Falta de
mostrar que Pi, Pz E n. Pero esto sale de [11 ,pág. 288/299 ,f6rm~ 
la (1) y (3). 

Axioma 4. Sean g = (P, P'), h = (P,Q') diferentes y (P,P') t (P,Q'). 
Entonces (P,P'), (P,Q') determinan un plano euclidiano Az (R) de 
A (R). Se sabe que en A2 (R) la reflexi6n P en el punto P es el 
producto g.r con r 1 g, r E A2 (R). Análogamente como en la demos
traci6n para axioma 3, existe un punto A 1 r y A E n tal que 
(A, Q') t r. El teorema de tres reflexiones [11 implica que 
(P,P'). (P,Q').r es una reflexi6n en una cierta recta d 1 P. 

El axioma 5 sigue inmediatamente de la demostraci6n de los axio
mas 3 y 4. 

Axiomas 6 y 7 se satisfacen, pues estamos en A (R). 

Axioma 8 es trivial pues en A (R) no existen puntos P,Q distintos 
con P.Q = Q. P. 

Axioma 9. La existencia de tres puntos que no se encuentran en 
una sola recta es trivial (ver la demostraci6n del axioma 4) y des 
de luego dos puntos diferentes se encuentran sobre cada. recta. 

Además la geometría construída cumple trivialmente Euc. Por tanto 
n,r son los conjuntos de puntos y rectas respectivamente de una 
geometría métrica euclidiana. 

Ahora vamos a demostrar que esta geometría no satisface el teore
ma de las paralelas de Euclides. 

Como cada geometría afín satisface este teorema, estamos listos 
con la demostraci6n si hemos encontrado dos rectas distintas g,h 
con g, h 1 E, x n g = 0, x n h = 0; g, h E r, P E n. Como 
1/3 é e entonces (1/3,0, ... ) é n pero 0, E' = (1,1,0, ... ) En. o . 
Además sabemos que los ejes coordenados x e y pertenecen a r. Pe-
ro en el ~lano euclidiano que determinan x e y se tienen dos rec
tas diferentes g, h que pasan por E' y que no cortan la recta x. 
Elegimos g como la recta ortogonal a y con g 1 E' Y como h la 
recta 

y I 
I 

I 

lE' --------1------ g 

° 
I 

I 
I 

I 

(3/2,0, •• ) 

en el plano euclidiano de ecuaci6n y 

x 

3/2 x - 1/2, h pertenece a 
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r pues (0,-1/2,0, ... ) y E' se encuentran sobre h y E'. 
(0,-1/2,0, ... ,0, ... ) E n pero la intersección con x es 

(3/2,0,0, ... ) ~ n. 

REFERENC lAS 

[1] F. BACRMANN, Au6bau de~ Geame~4ie au~ dem Spiegelu~g~
begAi66, Berlin 1973. 

[2] G. EWALD, Spiegelung~geame~Ai~che Kennzeichnung eu~lidi~che 
und nich~eu~lidi~cheA Raume beliebige~ Vimen~ian, Math. Abh 
Sem. Ramburg 41 (1974). 

[3] R.R. FRIEDLEIN, Enbe~~ung beliebig dimen~ianaleA me~Ai~che~ 
Raume mi~ Hil6e van Halbd~ehungen. 

[4] SMITR, O~~haganal Geame~Aie~ 1,11, Geometriae Dedicata 1 
(1973). 

Recibido en abril de 1975 
Versión final en junio de 1975 

Bochum Ruhr - Universitat 
Mathematisches Institut 

Alemania Federal 

y Universidad Santa María 
Valparaiso, Chile 


