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PROBLEMAS DE CONTROL PARA UNA ECUACION UNIDIMENSIONAL NO HOMOGENEA
DEL CALOR

(PARTE I)

Luis Tadeo Villa

RESUMEN. En este articulo se analizan los siguientes problemas de
contorno e jnicial para la ecuacién del calor

U, "~ u = F(ux(O,t)), 0<x<» , 0<t<LKT

(8) < u(o,t)
U(X,O) = h(x) ) x>0

0

Uy, - U, = F(ux(O,t)), 0<x<1 , 0<txT
(s5) J u(®t) =0

u(l,t) = £(t)

u(x,0) = h(x)

donde u(x,t) denota temperatura funcidén de la posicidn x y el tiem-
po t; F denota una densidad de fuente o sumidero de energia unifor-
me en X.

Como una primera etapa en vista a abordar algunos problemas de con-
trol para (§) y (§§), se obtienen resultados de existencia y unici-
dad de la solucifén como asi también resultados sobre cotas y com-
portamiento asintético cuando F y los datos satisfacen ciertas hi-
pbtesis.

1. PRELIMINARES.

No es dificil ver que si u = u(x,t) satisface el problema (§), en-
tonces admite la siguiente representacidn:

1.1 ukt) = jo K(x,t,£,0).h(E)dE - JO erf(—X ) OV (1)er
. -T

donde
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2 2
K, t,E,m) = = L [exp(- &L - exp(- (L)

2 vt 4(t-t) 4(t-1)

y si satisface el problema (§§), admite la siguiente

. 1
(1.2)  uGot) = x.£0t) + [0 K (6,0 [h(E) - £(0).E1d +

t t .
+ J Kl(x,t—T)F(V(T))dT + J Kz(x,t-r]f(r)dr
0 0

donde
© 2_2
Ky = 2 ) e KT *t sen(kmx) sen(kmE)
k=1

v —kznz.(t-T) i 1 k
K, = kzl a,.e .sen (kmx) 58, T o [1-(-1)%1

0 2_2

- -k, (£-1) . =1 4 \k

K, = kzl b, .e .sen (kmx) 3 b= - (-1)

y la funcién V = V(t) estd definida por

(1.3) v(t) = u (0,t).

A partir de (1.1) se encuentra que

et
(1.4) V(t) =V (t) + f H(t,t,V(1))dr
0
donde
I B B A Ly 1
(1.5) Vv, (1) T} Jog.e .h(g)de
1.6 H(t,T,V = - EV())
(1.6) (t,1,V(1)) e

y a partir de (1.2) que

t
a.7n V(t) = V_(t) + j H(t,T,V(t))dt
0
siendo ahora
1
(1.8) V,(t) = £ + jo R (0,€,) (h(£)-£(0) .1k
(1.9) H(t,t,V(1)) = Kl(o,t-r)F(V(T))+K2(o,t-r)é(T)

o 2_2
K;(O,E,t) =2r ) k e ¥ ™t sen(kmg)
k=1 .
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c, = (-1)k-1
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2. HIPOTESIS Y RESULTADO PRINCIPAL.

Sean F = F(V), h = h(x), £ = f(t) funciones tales que:

(a) F(V) continua para toda V, F(V) = 0 si V=0

(b) IF(VI) - F(V2)| <C1|V1 - vzl »

(c) h(x), f(t) suficientemente regulares, en particular h conti-

nua acotada y f en»CI[0 ] °

Bajo las hipdtesis (a), (b), (c), se puede establecer el siguiente
resultado

LEMA 1. Existe una udnica V(t) solucidén de (1.4) y una dnica solu-
eién de (1.7). Consecuentemente, existe una unica u(x,t) solucidn
de (8) y una dnica u(x,t) solucidén de (8§8), bajo las precitadas
hipdtesis. '

Demostracidén. En [1] se demuestra que para una ecuacifén integral
del tipo (1.4) 6 (1.7), existe una finica solucién V seccionalmente
continua para todo t > 0 si se cumplen:

(1) H(t,T,V) continua para toda Vy t > T
(i) [H(t,7,V,)-H(t,T,V,)| < L(t,7)|V;-V,]
debiendo L(t,t) satisfacer la condicién

t
2 .
(iii) Jt L(tz,r)dr < a(tz—tl) 5 ntz > tl
1 L

para alguna funcién mondtona creciente o, con 1im a(n) = 0
y H(t,1,0) la condicidn

t
. 2 » :

(iv) I |H(t2,1,0)|dt<8(t2—t1) » ty >t

Y

para alguna funcién no-negativa B con 1im B(n) = 0.
n>0

Es claro que en nuestro caso, al requerir las hip6tesis (a), (b),
(c), los requisitos expresados pbr (i) -(iv) quedan satisfechos.
Por ejemplo, con referencia al problema (§) se tiene H(t,t,0) = 0
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€y

y L(t,T) se toma como

Yt-1

El LEMA 1 queda asi demostrado.

3. ACOTACIONES Y COMPORTAMIENTO ASINTOTICO.

OBSERVACION 1. Teniendo presente (1.6) y (b), a partir de (1.4) se

sigue:

t
(3.1) el < v+ ¢ [ Ve
~-T

ahora, a partif de (3.1). aplicando el método de inversidén de Abel y
- una.estimacidn tipo Gronwall [2], se obtiene

c2e
(3.2) V)] < 11+ 2c et 21|V (1) ] e 1 <

2
mCyT
<0 +2c T/ eV (0)]

teniendo presente (3.2), de (1.1) se infiere la siguiente acota-
cién para u(x,t) solucién de (§):

~

nCc, T ¢t
(3.3)  |uG,t)| <lhl+c 0+ 2C1T1/2] e ° J v, (®)at
. o

LEMA 2. Sea u(x,t) solucidén de (§). S7 ademds de (a), (b), (c) se
tiene Vo(t) no decreciente, VO(O) >0, VE(V) >0, V(t) analftica

para t > 0. Entonces resulta V(t) > 0 , para todo t € [o,T].

Demostracidn. Por el absurdo supéngase que en t = t,, V(t) cambia
de signo por primera vez, de tal manera que por ejemplo en el se-
mientorno derecho de to(to,t°+6) sea V(t) < 0, entonces se tendri:

t
C(3.4) V() =V () - Io° ﬂ‘tﬂllldr =0
14 6—'[

t
1
(3.5) V() =V, (t;) - JO EV@) g <0, It € (t,,t +8)]
tl-'T .

restando (3.5) de (3.4) se tiene

(3.6) V(t) - V(t;) >0

y como por.hipétesis es Vo(to) - Vo(tl) < 0, de (3.6) se sigue que
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‘1§ ‘o F
(3.7) J‘ dt > I dt
0 /tl-T 0 /to—r

t to t
J F_ ar = I F_ g+ J L
0 th-T 0 /tl—r t, /cl—T
se tendrid que
t t t
o 1 o
(3.8) I dt + j F_ar > J F_ a:
0 /tl—T t Yt -t 0 vt -t
o 1 o
como ¢ ¢
° F ° F
f dt > I drt ,
0 t -T 0 vVt,-T
o 1
de (3.8) se sigue que debe ser
t
(3.9)" J dt > 0
t /tl-t

estando esta Gltima desigualdad en contradiccién con el hecho de
que en (to’tl) es F < 0.

En consecuencia, se tendrd V > 0 para todo t € [0,T] y por consi-
guiente serd F > 0. E1 LEMA 2 queda asi demostrado.

LEMA 3. Sea u(x,t) solucién de (8). S ademds de (a), (b), (c) se
tiene V_(0) > 0, V.F(V) >0, h'(x) > 0. Entonces resulta V(t) >0 ,
para todo t € [0,T] y 1im u(x,t) = 0 uniformemente en X.

o
Demostracidén. Introducimos w(x,t) como w(x,t) = u,(x,t); ahora para
w se puede escribir el problema:

w - =
XX wt 0

(3.10) wx(O,t) = F(w(0,t))
w(x,0) = h'(x)

Por hip6tesis se tiene w(0,0) > 0 y por continuidad serd w(0,t) > 0
para t € [0,t) para alg(n t > 0 suficientemente pequefio.

Supongamos ahora que w(O,E) = 0 y en consecuencia por hipétesis se-
rd F(w(0,t)) = 0. Por otra parte, por el Teorema de Friedman-Vybor-
ny [3] sobre mdximo en la frontera se tendri

wx(O,t) >0
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lo que estd en contradiccién con la segunda ecuacién de (3.10). Se
concluye por lo tanto que debe ser V(t) > 0.

Recordando ahora que u(x,t) se puede representar como

u(x,t) = uo(x,t)

Jt erf(—X—) F(V(1))dr

0 2Vt-1
donde . -
5,00t = [ KGotE 0n (s
se sigue que u(x,t) < uo(x,t)

y como se supone que h'(x) > 0, del principio del midximo se sigue
que

uy(x,t) >0 en D,

y por consiguiente se tendri

u(x,t) =20 en DT

Hemos entonces establecido la siguiente desigualdad

0 <u(x,t) < uo(x,t)

Observando finalmente que siendo h(x) acotada se tendrid que
uo(x,t) + 0 (t » +=), y en consecuencia se concluye que

u(x,tj » 0 (t » +»), lo que completa la demostracién del LEMA 3.
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