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PROBLEMAS DE CONTROL PARA UNA ECUACION UNIDIMENSIO~AL NO HOMOGENEA 

DEL CALOR 

(PARTE I) 

Luis Tadeo Villa 

RESUMEN. En este articulo se analizan los siguientes problemas de 

contorno e ~nicial para"la ecuacion del calor 

(§) 

(§§ ) 

- U 
t 

{ 

uxx 

u(O,t) 

u (x, 0) 

u - u xx t 

u(O,t) 

o 

h (x) x > 0 

o 

u(l,t) f(t) 

u (x, 0) h (x) 

O<x<OO o < t < T 

o < x < 1 o < t < T 

donde u(x,t) denota temperatura funcion de la posicion x y el tiem­

po t; F denota una deusidad de fuente 0 sumidero de energia unifor­
me en x. 

Como una primera etapa en vista a abordar algunos problemas de con­

trol para (§) y (§§), se obtienen resultados de existencia y unici­

dad de la solucion como asi tambien resultados sobre cotas y com­

portamiento asint6tico cua.ndo F y los datos satisfacen ciertas hi­
p6tesis. 

1. PRELIMINARES. 

No es dificil ver que si u • u(x,t)satisface el problema (§), en­

tonces admite la siguiente representaci6n: 

(1.1) u(x,t) = Joo K(x,t,E;,O).h(E;)dE; - Jt erf(-x-).F(V(T))dT 
o 0 2~ 

donde 
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K(X,t,~~T) = _1_ ._1_.[exp(~(X_~)2) _ exp(_ (X+~)2n 
21i It-T 4(t-T) " 4 (t-T) 

y" si satisface el problema (U), admite la siguiente " 

(1. 2) u(x,t) = x.f(t) + J: Ko(x,~,t)[h(~) -"f(O).~]d~ + 

t t" 

+ fo KI (x,t-T)F(V(T))dT + fo K2(x,t-T)f(T)dT 

donde 
co 2 2 

Ko = 2 l e-k 1T .t~sen(k1Tx) sen(h~) 
k=l 

K = 2 

co 2 2 
l ak.e-k 1T .(t-T).sen(k1Tx) 

k=l 
1 k - k1T [1 - (-1) ] 

1.( ) k r. -1 

y la funci6n V = Vet) est& definida por 

(1. 3) Vet) = ux(O,t). 

A partir de (1.1) se encuentra que 

(1 .4) 

donde 

(1. 5) 

(1. 6) 

Vet) = V (t) +"Jt H(t,T,V(T))dT 
o 0 

H(t,T ,V(T)) F (V(T) 
It=T 

y a partir de (1.2) que 

(1.7) Vet) = Vo(t) + f: H(t,T,V(T»)dT 

siendo ahora 

(1.8) 

(1 •. 9) H(t,T,V(T» II (O,t-T)F(V(T))+I2(O,t-T)f(T) 

00 2 2 
Io(o,~,t) .. 21T l k e-k 1T t.sen(k1T~) 

k-I 
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ClO 
_k21T 2 (t_T) k KI (O,t-T) L Ck e Ck (-1) -1 

k=1 

00 
_k21T 2 (t-T) K2 (O,t-T) L dk e dk (-1) k 

k=l 

2. HIPOTESIS Y RESULTADO PRINCIPAL. 

Sean F = F(V), h = hex), f = f(t) funciones tales que: 

(a) F(V) continua para toda V, F(V) = ° si V=O 

(b) I F (V 1) - F (V 2) I <;; C 1 I V 1- V 21 

(c) hex), f(t) suficientemente regulares, en particular h conti-
1 

nua acotada y f en C [O,T]' 

Bajo las hipotesis (a), (b), (c), se puede establecer el siguiente 
resultado 

LEMA L Existe una unica V (t) so lucian de (1.4) y una unica so lu­

cian de (1.7). Consecuentemente, existe una unica u(x,t) so lucian 

de (§) y.una unica u(x,t) soluci6n de (§§), bajo las precitadas 

hipotesis. 

Demostracion. En [1] se demuestra que para una ecuacion integral 
del tipo (1.4) 0 (1.7), existeuna finica solucion V seccionalmente 

continua para tedo t > ° si se cumplen: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

H(t,T,V) continua para toda V y t > T 

para alguna funcion monotona creciente a, con lim a(n) ° 
n+O 

y H(t,T,O) la. condicion 

(iv) (2 IH(t 2,T,O) IdT <;; S(t2~tl) 
tl 

para alguna funci6n no~negativa S con lim Sen) = 0. 
n+O 

Es claro que en nuestro caso, al requerir las hipotesis (a), (b), 
(c), los requisitos expresados por (i) ~ (iv) que dan satisfechos. 
Por ejemplo, con referencia al problema (§) se tiene H(t,T,O) = ° 
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Y L(t,T) se toma como 

El LEMA 1 queda as! demostrado. 

3. ACOTACIONES Y COMPORTAMIENTO ASINTOTICO. 

OBSERVACION 1. Teniendo presente (1.6) y (b), a partir de (1.4) se 
sigue: 

(3.1) 

ahora, a partir de (3.1) aplicando el metodo de inversion de Abel y 

una,. estimacipntipo Gronwall [21, se obtiene 

1TC Z t 
(3.2) IV(t) I .;;; [1 + 2CItl/Z1IVo(t) leI .;;; 

teniendo presente (3.2), de (1.1) se infiere la siguiente acota­
cion para u(x,t) solucion de (§): 

(3.3) 

LEMA 2. Sea u(x, t) so~uai6n de (§). Si ademas de (a), (b), (c) se 

tiene Vo(t) no deareaiente, Vo(O) > 0 , VF(V) > 0 , Vet) ana~1tiaa 

para t > o. Entonaes resu~ta Vet) > 0 , pa~a to do t E [O,T]. 

Demostraei6n. Por el absurdo sup6ngase que en t = to' Vet) cambia 
de signo por primera vez, de tal manera que por ejemplo en el se-' 
mientorno derecho de to(to,to+o) sea Vet) < 0, entonces se tendr§: 

(3.4) 

(3.5) 
t 

V (t ) - f I F (V ('r)) d~ < 0 
o I ' o It I -T 

restando (3.5) de (3.4) se tiene 

(3.6) 

[t i E (t ,t +0)) 
o 0 

y como p.or.hipotesis es V (t ) - V (t I ) .;;; 0, de (3.6) se sigue que 
o 0 0 
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(3.7) 
f: 1 

_F_ dT > r:O _F __ dT 
It1-T It=T 

° 
siendo por otra parte 

(1 (0 tl 
F dT __ F_ dT 

+ f F dT 
Itl-T Itl-T to Itl-T 

se tendril que 

t tl t 
(3.8) foe F dT + ft 

F dT > foo _F __ dT 

Itl-T Itl-T It=T 
° 0 

como t t 
foo F dT > foo __ F_ dT 

.rt=T It1-T 
0 

de (3.8) se sigue que debe ser 

tl 
(3.9) . f _F_ dT > 0 

t It.-::r o 1 
estando esta ultima desigualdad en contradiccion con el hecho de 

que en (to,t l ) es F < O. 

En consecuencia, se tendril V > 0 para todo t E [O,T] y por consi­
guiente sera F > O. El LEMA 2 queda as! demostrado. 

LEMA 3. Sea u(x,t) soZuai6n de (§). Si ademas de (a). (b). (c) se 

tiene Vo(O) > 0, V.F(V) > 0, h' (x) ~ o. Entonaes resulta Vet) > 0 , 

para todo t E [O,T] y lim u(x,t) = 0 uniformemente en x. 
t->+oo 

Demostraai6n. Introducimos w(x,t) como w(x,t) = ux(x,t); ahora para 
w se puede escribir el problema: 

(3.10) {

w -w =0 xx t 

wx(O,t) = F(w(O,t)) 

w(x,O) = h' (x) 

Por hipotesis se tiene w(O,O) > 0 y por continuidad sera w(O,t) > 0 
para t E [O,t) para algun t > 0 suficientemente pequeno. 

Supongamos ahora que w(O,t) 0 y en consecuencia por hipotesis se­
ra F(w(O,t)) = O. Por otra parte, por el Teorema de Friedman-Vybor­
ny [3] sobre maximo en la front era se tendra 
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10 que esta en contradicci6n con 1a segunda ecua~i6n de (3.10). Se 

conc1uye por 10 tanto que debe ser Vet) > o. 
Recordando ahora que u(x,t) se puede representar como 

donde 

u(x,t) = uo(x,t) - Ito erf(---X---) F(V(T))dT 
2/t-T 

uo(x,t) I: K(x,t,~,O)h(~)d~ 
se sigue que 

y como se supone que h' (x) ~ 0, del principio del maximo se sigue 

que 

ux(x,t) ;;;. 0 

y por consiguiente se tendra 

en 

U(x,t) ;;;. 0 en DT 

Hemos entonces estab1ecido 1a siguiente desigua1dad 

o ~u(x,t) ~uo(x,t) 

Observando fina1mente que siendo hex) acotada se tendra que 

uo(x,t) + 0 (t + +00), Y en consecuencia se conc1uye que 

u(x,t) + 0 (t + +00), 10 que comp1eta 1a demostraci6n del LEMA 3. 
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