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SOLUCIONES DE LA ECUACION t::..X = 2H(X)X. ti. X" EN H2(B,R3) 

ENRIQUE LAMI Daza - MARÍA CRISTINA MARIA NI 

ABSTRACT. We prove that in certain cases, a solution of this equation has isotherrnaÍ 

coordinates. Then, if the image of this solution is an embcdded surface in R:¡ , it will 

have the prescribed mean curvature H. 

1 - INTRODUCCION 

Si B = {(u, v ) E R2; u2 + v2 < l} es el disco unidad, dada la integral d(' Dirichkt 

D(X) = � fB I\7XI2 en el espacio de Sobolcv H 1 (B,R3 ) , un punto crítico X para 

variaciones en eJ(B,R3) en las variables dependientes: dD(X)('P) = O para 'P E 
eJ(B,R3) yen las variables independientes : -;tD(X o y;1 )1,=0 = () para toda familia 

de difeomorfismos y, : B --t BE que dependen en forma difercIlciabk <k 1ln pariÍmetro 
Icl < ca , con Yo = id resulta, para ciertos X, UIla solución al prohlema de Platea1l, o 

sea, las coordenadas (u, v ) son isotermas para la función armónic a  X y X ( B) ('S 1lna 

superficie de área mínima que se apoya en la curva X/iJH [4). 
Para la funcional D lf asociada a la ecuación de la curvatura media prcscripta 

(c.f. [3]) damos condiciones sobre la función real y continua H (�II R:¡ para <¡ue UII 

punto crítico más regular: X E H2(B,R3), para variacioIles cnlas varia\¡l(�s depen

dientes más grandes: 'P E· el (B, R3) , tenga sus coor<knadas isotermas, <k mallera <¡11(, 

si X(B) es una superficie inmersa in R3 , {�sta tiene curvatura media H( X )  y SI' apoya 

en X/aB. 

NOTACIONES Notamos con t-Vm,1'( B, R:l) a los espanos de So\¡ok" 1ls1lales [1) y 
Wm,2(B,R3) = Hm(B,R:l) . 
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Para X E HI(B.R3). IIxllu(¿jB,R3) = ( faB 1 Tr X1 2) 1/2 
con 

Tr : HI(B.R3) -+ L�(BB.R3) el operador usual de traza [1]. 

Si }- t:: L ''-' (C R'' ) . IIYlloo = ess sup IY(w)l. wEU 
3 3 3 Por ejemplo. para H E LOO(R ) y Q E Loo(R , R ), 

y 

IIHlloo = sup IH(OI, 
';ER3 IIQlloo = sup IQ(OI 

';ER3 

IIH(X)lloo = ess sup IH(X(w))I, IIQ(X)lloo = ess sup IQ(X(w))1 wEB wEB 
Finalmente, r¡ y ()" denotarán los campos vectoriales normal y tangente a BB , respec

tivamente, y para X E H2 (B, R3), �� es la traza de la derivada radial �� . 
2 - ESTIMACIONES DE LA FUNCIONAL DH 

Dada H : R3 -+ R, continua y acotada, se definen como en [3] el campo vectorial Q 
asociado a H 

( r';¡ rE> r€a ) Q(6,6,6) = .. Jo H(s,6,6) ds, Jo H(�1, S, 6) ds, Jo H(6,6,s) ds 

y si Q E Loo(R3,R3) , la funcional DH asociada aH, como 

DH(X) = 1/2 l lV'XI2 + 2/3l Q(X)·Xu 1\ Xv 

Llamando V(X) = 1/3 fB Q(X) . Xu 1\ Xv en analogía con [4]' cuando H es una 

constante, obtenemos que 

DH(X) = D(X) + 2V(X) 

Como ID}f(X)1 ::; D(X)+2/31IQllooD(X), DH está bien definida para X E H1(B, R3) 

y además, DH(X) ;::: D(X) - 2/31IQllooD(X) de donde se deduce en forma inmediata 

que si IIQlloo < 3/2, DH(X) � kD(X) donde k es una constante positiva. 

A partir de la desigualdad 
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válida para Y E CJ(B,R3) y X E H1(B,R3) ([2], Lemma A.3) se deduce que si 

HE W1,OO(R3), c.p E CJ(B,R3) y X E Hl(B,R3), 

Como 

( 1) 

lfa H(X)X .. 1\ Xv· c.p l ::; cll\7(H(X)c.p)1I2 11\7XII� 

\7(H(X)c.p) = d(H(X))c.p + H(X)\7c.p 

de d(H(X)) = dH(X) o dX sale 1\7(H(X))1 ::; II\7Hllool\7XI, 
luego, si HE Wl,OO(R3) y X E Hl(B,R3), I\7H(X)1 E L2(B,R3) Y 
(JB I\7H(XW/ /2 ::; 11 \7H 11 00 II\7X 11 2 • 

.. 

Por lo tanto, si c.p E CJeB, R3), a partir de (1), obtenemos que 

fa l\7(H(X)c.p)12 ::; fa (ld(H(X))c.p1 + IH(X)\7c.pI? ::; 2fa (ld(H(X))c.p12+ 

IH(X)\7c.p12) ::; 2 [1Ic.p1l�11\7 HII�II\7 XII� + IIHII�II\7c.pII�] 

y entonces, la integral 2 JB H(X)X .. 1\ Xv· c.p resulta bien definida y 

Por último, para H E LOO(R3), c.p E C1(B,R3) y X E H1(B,R3), tenemos de 21E 1\ 
771 ::; IEI2 + 17712 en R3 una estimación más directa 

3 - PUNTOS CRITICOS DE DH EN H2(B,R3) 

Veremos que si X E H2(B, R3) es un punto crítico de DH para vanaCIOnes en 
Cl(B,R3), entonces X es una solución de la ecuación de curvatura media prescripta 

(H) Y las coordenadas (u, v ) de X son isotermas, es decir 

IX .. I = IXvl y X .. ·Xv = O p.p.  en B 

Por último, en los Teoremas 3 ,  4, 5 Y 6 demostramos propiedades generales de las 
soluciones de (H) y de los puntos críticos de DH en H2(B,R3) 
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LEMA 1 Sean X E H2(B, R3) Y t.p E CI(B, R3) , si Q E L=(R3,R3) Y �Qi E 
U�j 

L=(R3) para i =f. j, i,j = 1, 2,3, entonces la derivada direccional de DH en X en la 
dirección t.p está dada por 

1 2 1 8X dDH(X)(t.p) = [VX. Vt.p + 2H(X)Xu 1\ xv' t.p]- - Q(X) 1\ � .  t.pda B 3 aB ua 

OBSERVACIÓN Si definimos como solución débil de la ecuación de curvatura media 
prescripta (H) a X E HI(B, R3) tal que fB VX . V'P + 2H(X)Xu 1\ Xv' t.p = O para 
toda 'P E CJ(B,R3) , entonces bajo las hipótesis del Lema 1, si X es un punto crítico 
de DH, X resulta una solución débil de (H). 
Demostración del Lema 1 Sean X E H2 (B,R3) Y 'P E CI(B,R3) , entonces, la 

derivada direccional dDH(X)( t.p) está dada por: 

(2) 

con 

con 

dDH(X)(t.p) = L VX· Vt.p+ 

+ 2/3 L (Q(X) . Xu 1\ 'Pv+ Q(X) . 'Pu 1\ Xv + H(X)'P' Xu 1\ Xv)+ 
r (8QI 8QI 8Q2 8Q2 

8Q3 8Q3 ) 
+ 

2/3 lB 86 t.p2 + 86 'P3, 8�I 
t.pI + 86 'P3, 86 

t.p I + 86 'P2 . Xu 1\ Xv 

8QI 
86 (X), etc . ya que 

dDH(X)(t.p)= L VX, V'P + 2/3 L [d/déQ(X +é'P)],,=o'Xu I\Xv+ 

+ 2/3 L Q(X). t.pu 1\ Xv + 2/3 L Q(X). XU 1\ 'Pv 

y reemplazando esta última expresión en ( 3), obtenemos ( 2 ) .  
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Ahora, como X E H2(B, R3), integrando por partes obtenemos que: 

y también, 

Sumando y reemplazando en (2), se obtiene que 

dDH(X)(cp) = k ¡VX, Vcp 

+ 2/3(3H(X)cp. X" 1\ Xv)] + 2/3 ( Q(X). cp 1\ (uXv - vXu)dO" 
JaB 

oX Pero por ser uXv - vXu = 00" ' llegamos a: 

(4) dDH(X)(CP) = k [V X· Vcp + 2H(X)Xu 1\ Xv' cp]--1 oX 2/3 Q(X) 1\ l'l . cpda 
aB va 

TEOREMA 1 Supongamos que ��; E LOO(R3) para i,j = 1,2,3, i i j , y que Q E 

LOO(R3,R3). Sea X E H2(B,R3) tal que dDH(X)(cp) = O para todo cp E C1(B,R3). 
Entonces X es una solución débil de (H) y �: = 2/3Q(X) 1\ �� en L2(oB,R3). 
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", oX oX En partlcular, -¡¡;¡. ou = O pp en oB, 

Además, si H es .constante y X E LOO(B, R3) ,  se obtiene que 

olXI2 =X. oX =0 pp en oB or¡ or¡ 

Demostración A partir de la expresión (4) del Lema 1, si dD H (X) ( cp) = O para toda 
1 - 3 3 cp E C (B,R ) ,  tomando cp E CJ(B, R) obtenemos que 

l \lX· \lcp + 2H(X)X" 1\ Xv·cp = O 

y por lo tanto, X resulta una solución débil de (H), 
Además , JB[-ó'X +2H(X)Xu I\Xv] · cp  = O para toda cp E CJ(B,R3) y por lo tanto, 
como -Ó,X +2H(X)X" 1\ Xv E L1(B,R3), obtenemos que -ó,X +2H(X)Xu 1\ Xv = O 
pp en B, 

1 - 3 Ahora, volviendo a (4), tenemos que para cp E C (B,R ), 

i 1 ox . 1 oX 0= [-ó,x + 2H(X)Xu 1\ Xv]cp + � .  cpdu - 2/3 Q(X) 1\ !l .  cpda = 
B aB vr¡ aB va 
[ [ OX , OX ] = 

JaB -¡¡;¡ - 2/3Q(X) 1\ ou . cpda, 

y entonces obtenemos que 

(5) 
oX . oX - - 2/3Q(X) 1\ -= O or¡ ou 

Por último, si H(X) = Ho E R, entonces Q(X) = HoX, Q(X) E LOO(B,R:1) para 
X LOO(B R3) 1 al D 1 b' d ti 'd 

"
d '  

OQi O E , con o cu H resu ta len e ni o y, a emas, 
B�j 

= para 

i,j=1,2,3 , i=f=j, 
La expresión (5) implica que 

oX = 2/3HoX 1\ oX pp en oB, or¡ ou 
y multiplicando escalarmente por X , obtenemos que 

oX -· X =0 pp en BB, or¡ 
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10 cual completa la demostración. 

TEOREMA 2 Supongamos que Q E LOO(R3,R3), ��i E LOO(R3) para i,j = 1,2,3, o<"j 
i =f. j ,y sea X E H2(B,R3) tal que dDH(X)(<P) = O para toda <p E C1 (B , R3) Y 

I �� I = I �� I en 8B. Entonces las coordenadas (u, v) de X son isotf'rmas, AS decir, 

IX"I = IXvl y X" -Xv = O pp en B (X es conforme) 

Demostración Veamos que si IX,,12 -IXvI2 = X" -Xv = O en Ll(8B,R3), entonces 

IX,,12 -IXvI2 = X" -Xv = O en L1(B,R3). 

Extendemos X a R2 \ B por inversión con respecto de 8B, o sea, para r2 = u2 + v2 
definimos 

Veamos que 

(6) 
{ �Y : 2H(Y )Y" 1\ Yv en B

2 
_ 

�Y - - 2H(Y )Y" 1\ Yv en R \ B 

En efecto, si se hace el cambio de coordenadas (u,v) � (u',v') = 

( u /r2 , v /r2) con r2 = u 2 + v2, y J es el jacobiano correspondiente, tenemos que 

J-1 = -1 
r4 

Ahora, si Y(u,v) = X( U/r2 , V/r2), entonces , 

Y"" + Yt¡tI = -J-1(X"" + Xvv) 

Y" 1\ Yv = J-l(X" 1\ Xv) 

en los puntos correspondientes. 

-
3 Pero si dDH(X)(<p) = O para toda <p E Cl(B,R), entonces �X = 2H(X)X" 1\ X v en 

B ,  Y por lo tanto, �Y = 2H (Y)Y" 1\ Yv para (u, v) E B. Si (ti, v) E R2 \ B , entonces 

�Y(u,v) = -�X(U/r2, V/r2)J-l = -2H(X)X" 1\ Xv(U/r2, V/r2)J-l 

= -2H(Y)Y" 1\ Yv( u, v) 

Ahora, si la medida conforme de Y es la aplicación F (  u, v) = IY" 12 - IYv 12 - 2iY" - Yv , 
veremos que F es holomorfa en c. 
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F es holomo rfa en C\ 8B pues F(u,v )=FI(u,v )+iF2(u,v) con FI (u,v )=lYuI2-
IYv12, F2( u, v )  = -2Y,,' Yv y FI , F2 verifican débilmen t e  las condiciones de C auchy
R i emann en C \ 8B : 

8 FI 8F2 -8 = 2(Y". Yu" -Yv' Yvu) , -8 = -2(Y"v' Yv + Y,,' Yvv), u v . 

luego 

y 

8FI 8F2 -8 = -
8 

{:=::=? 2Yu . Yuu - 2Yv . Yvu = -2Yuv . Yv - 2Yu . Yvv {:=::=? Y" . 6.Y = O u v· 

8� 
. 

8A 
8u = -2(Yuu . Yv + Yu . Yvu) , 8v = 2(Yu . Y"v - Yv . Yvv) 

entonces, 

Como el operador de Cauchy-Riemann es elíptico y F es una solución débil en C \ 8B , 
F es holomorfa en C \ 8B . Por último, tenemos que F es continua en 8B, pues 

lim(IYul2 -IYvI2) = [lXuI2(v2 -u2? + IXvl24u2v2 + 2X" .Xv(v2 -u2)(-2uv ) ]-r_1 
r>1 

- [lXuI2( -2uv? + IXv12(u2 -v2)2 + X,,, Xv(u2 -v2)( -2uv)] = 
=(IXuI2 -IXvI2)[(v2 -U2)2 -4U2V2] + 2X" .Xv(u2 -v2)4uv 
=0 = lim (lY"12 -lYvI2) r_1 

r<1 

X,,· Xv [:""(u2 -v2)2 + 4u2V2] = 0= lim Y" . Yv 
r-I 
r<1 

por la misma razón. 

Por lo t an to, F es holomo rfa en C, pero 

f IF(u,v)l::; 2 f (IY,,12 + IYv12 ) = 4 f (IYuI2 + IYv 12) = h' � h 
4 ! (IXuI2 + IXvI2 ) < +00, 

. B  
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pues 

haciendo el cambio de variables (U', v') = ( u j r2, v j r2 ). 

Pero entonces , F == O , Y por lo tanto, 

y en particular , 

OBSERVACIONES 

1) En forma recíproca al Teorema 1,  tenemos que si X E H2 (B, R3) es una solución de 
., oX oX 2 3 la ecuaclOn b.X = 2H(X)XuAXv en B y (7) = 2j3Q(X)A 00" en L (oB,R), 

entonces dDH(X)( 'P) = O para toda 'P E CI(B, R3) 

l - 3 3 oX 2) Si HER, (u,v)EoB yXEC (B,R ) , en cada punto X(u,v)ER, X Y 00" 
, .  . oX . oX 

son coplanares, y estan" contemdos en el plano perpendIcular a -¡¡:;¡, SI -¡¡:;¡ =f. O . 

3) Si además �� (u,v)=f. O ,  X(u,v), ��(u,v)"y �� (u,v) forman una base de R3 
con la misma orientación que la base canóriica si H > O para cada (u, v) E oB. 

TEOREMA 3 Sea X E H2(B, R3) una solución de la ecuación b.X = 2H(X)Xu /\Xv 

en B . Entonces, J� [IV' XI2 + ( IV' :12) 
r
r+2H(X)Xr• Xu AXv] = feB 1: 12 dO" � O , 

oX 
donde X r == a:;: . 
Demostración Sea XI(u,v) la primer componente de X(u,v), entonces 

fB div [(uXIu + vXlv)V'X1] = feB(uXlu + vXlv)V' Xl' r¡dO" 

Luego, 

1 [ 1V'XI12 + (uXluu + VXlvu,UXluv + vXivv)' V'X¡ + (uX1u + vXlv)b.X¡) = 

r (uXlu +vX1v)V'X1'r¡dO" 
JeB 
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Teniendo en cuenta que: uX1u + vXlv = rX1r, 
(uX1uu + VXlvu,UXluv+ vX1vv)· \7X1 = r(\7X1)r· \7X1, 

y que r.6.X1X1r = rXlr2H(X)(X2uX3v - X3uX2v) , reemplazando, 

y teniendo en cuenta esta última igualdad para X2(u,v) y X3(u,v) ob t enemos que 

TEOREMA 4 SiH � Ho E R y X E H2(B, R3)nLOO(B, R3) es tal que dDH(X)(<p) = 
O para toda <p E C1(B,R3), entonces si Y E (X + HJ(B,R3» n LOO(B,K), I JB Yu A 

1 r 1 8X I Yvl :::; 21HoI JaB 80' da 
Demostración Sea Y E (X +HJ(B, R3»nLOO(B,R3), veamos que entonces JB Yu A 

Yv = JB XU A Xv: en efecto, para todo vector c E  R3 , 2 JB(Yu A Yv - Xu A Xv)· c = 
JB [(Y - X)u A (Y + X)v + (Y + X)u A (Y - X)v] · c = O, ya que se sabe que si 

<p E HJ(B,R3) Y tP,p E Hl(B,R3)nLOO(B,R3), JB(<Pu AtPv +tPu A<pv)· p = JB(pu A 
tPv + tPu A Pv) • <p ([4], pag92) 
Pero entonces, I JB Yu A Yvl == I JBXU A Xvi = I JB 2�o �XI = 21�olll �XI = 

21�oII IaB �� dal :::; 21�oi IaB I �� I da = 21�o1 1aB I �� I da , ya que por el Corolario 

1 8X I 2 1 8X I2 
del Teorema 2, sabemos que 80' - 8r = O si IXul2 -IXvl2 = O ,,; Xu • Xv pp 

en B. 
TEOREMA 5 Supongamos que Q E LOO(R3 ,R3), y que ��i E LOO(R3) para i,j = 

<,] . 
1,2,3 i =f:. j. Sea X E H2(B,R3) tal que IIH(X)Xlloo < 1 Y d DH(X)(<p) = O pata 
toda <p E C1(B,R3). 
Entonces, 

Demostración Sabemos que �X = 2H(X)Xu AXv pp en B, luego, O = JB[-�X +  

2H(X)Xu A Xvl·X = JBII\7XI2 + 2H(X)Xu A Xv · Xl - JaB : ·Xda > 
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( ¡ aX 12 ) 1 
2D(X)(1-IIH(X)Xlloo)-IIXllp(aB,R3) JaB a;¡ dCJ 2 = 2D(X)(1-I IH(X)Xlloo)-

IIXllp(aB R3) 11 a
a 
X 11 ' ya que por el Corolario del Teorema 2, 

, CJ p(aB,R3) 

I��¡ = I��I pp en aE 

TEOREMA 6 Con las mismas hipótesis del Teorema 5, también se verifica la siguiente 
desigualdad: 

en particular 
r a 1vI2 j �dCJ >O 
aB ar¡ 

-

Demostración Sabemos que 0= l [IV' X I2 + 2H(X)Xu 1\ Xv· X]-
ax ax ax 

JaB a;¡. XdCJ 2: 2D(X)(1 -IIH(X)Xlloo) - JaB a;¡ ·XdCJ, y como JaB a;¡ ·XdCJ = 
1 f alxI2 ., 
"2 } aB ---a;¡-

d
CJ, 

la demostraclOn queda completada. 
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