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DE SISTEMAS DINAMICOS SOBRE C*-ALGEBRAS 

Gustavo Piiieirot 

ABSTRACT. 

Let's call SD(G)vI) the space of dynamical systems from an abelian locally compact 

group G over an injective W*-algebra M. Let's consider the natural action from 

Aut(M} over SD(G,M). The first objective of this work consists of, under suitable 

conditions, defining in SD(G,M) a structure of homogeneous reductive space. 

The set U( G, M) containing the unit aries representations of G on M admits a bijection 

with the space of *-representations ofC*(G) on M. This last space will be called 

R(C*(G),M). The second objective of this work consists of answering the following 

question, which it was asked in[ACS 2]: which topology does this bijection induce 

in U(G,M)? The answer will let us define in U(G,M) a structure of reductive 

homogeneous space. 

INTRODUCCION. 

Un sistema dina.mico es una terna (M, G,cx), donde M es una C* -aJgebra, G es un grupo 

localmente compacto (que consideraremos abeliano) y cx es una representaci6n de G 

en el grupo Aut(M) de *-automorfismos de M tal que para cada x E M la aplicaci6n 

9 -t cxg(x) es continua. Si M es una W*-aJgebra entonces la funci6n 9 -t cxg(x) debeni 

ser (T-debil continua. Indicaremos con SD(G,M) al conjunto de los sistemas dina.micos 

del grupo G en el rugebra M. 

Los sistemas dinamicos aparecen de manera natural en el estudio de diversas ramas 

de la Matematica y la Fisica; en particular, por ejemplo, en Mecanica Cuantica son 

estudiados sistemas dinamicos sobre C*-algebras. Paralelamente G. Corach, H. Porta 
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y L. Recht desarrollaron con exito una teorla geometrica inspirada en el espacio de 

proyectores en una C*-algebra. Tal teorla, consistente en el estudio de la estrucura 

de espacio homogeneo de dimension infinita, se aplica a una extensa lista de espa-

cios, como las medidas espectrales, representaciones de grupos compactos, operadores ~, 

simetricos, operadores positivos y muchos otros (vease [CPR 1], [CPR 2], [ARS], 
[MR], [ACS 1] y [ACS 2]). 

Es nuestro interes incorporar a esta extensa lista de espacios donde es definible una 

estructura homogenea reduct iva al conjunto SD( G, M) de los sistemas dinamicos de 

un grupo abeliano localmente compacta G en un algebra de von Neumann inyectiva 

M. Con este fin vamos a estudiar la accion de Aut(M) en SD(G,M) definida por 

T*ak = TakT-1 si T E Aut(M), a E SD(G,M) y kEG, 0 tambien esta misma 

accion restringida al conjunto In(M) de los *-automorfismos interiores de M. 

La pregunta basica que nos hacemos, entonces, es bajo que condiciones es posible 

definir en SD(G, M) una estructura de espacio homogeneo. Si pudiesemos ver a 

S D( G, M) en el contexto de un espacio de Banach, entonces habremos dado un paso 

importante en el camino hacia obtener una respuesta a la pregunta; pues los espacios 

de Banach son el habitat natural de los objetos diferenciables. 

Un tal primer paso es llevado a cabo en la primer a seccion, don de se establece la 

inclusion de SD(G, M) en un espacio de Banach conveniente. En particular estepaso 

determinara la topologia a considerar en SD(G, M). 

Nuestra pregunta basica sera respondida para el caso de grupos finitos. Este ejemplo, 

a primer a vista puede parecer de poco interes, sin embargo sera la clave que nos 

permitira estudiar los *-automorfismos de M de orden finito. Una consecuencia de 

este estudio sera una demostracion de que los *-automorfismos de orden 2 admiten una 

estructura de espacio homogeneo y que adem as constituyen un subconjunto abierto 

de Aut(M). 

Algunos de los ejemplos mas import antes entre los sistemas dinamicos ocurren cuando 

el grupo G es el grupo 'll de los numeros enteros. En la segunda seccion nos ocupamos 

de este ejemplo. Estudiamos la accion dada por A ut( M). En esta seccion se demuestra 

que si C1 , C2 E Aut( 1\11) son automorfismos centarles distintos entonces las orbit as de 

los sistemas dinamicos inducidos por C1 y C2 distan en mas de ~. 

La ultima seccion no est a dedicada a los sistemas dinamicos sino a un breve estudio 

de las representaciones unit arias de un grupo G localmente compacta y abeliano 

en un algebra de von Neumann M. El ~bjetivo es responder a una pregunta que 

habia quedado planteada en [ACS 2]. Explicaremos brevemente la naturaleza de la 
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pregunta. El eonjunto U( G, M) de las represent.aeiones unit arias de G en M admite 

una'biyeeeion natural eon el conjunto R( C*( G), Iv£) de las *-representaciones de C*( G) 

en M. La pregunta se refiere a cua1 es la topologia inducida por esta biyecci6n en 

U (G, M); su respuesta permitini considerar en U (G,!vI) una estructura de espacio 

homogeneo. 

Este trabajo consta de cinco secciones; en la primera, dados una C*-aJgebra My un 

grupo G localmente compacto y abeliano, consideraremos el conjunto SD(G,M). El 

objetivo sera determinar para el mismo un contexto adecuado, que permita definir en 

el una estructura de fibrado principal. En particular, responderemos a la pregunta de 

cual es la topologia que corresponde considerar en el conjunto. 

En la segunda parte tomamos el caso particular en que G = 7L y, aplicando a 

SD(7L, M) los resultados de la seccion previa estudiamos las orbitas de los sistemas 

dinamieos de la forma n -t cn donde n E 7L y C E Aut(M) es un automorfismo 

central. Para ella se define en Aut(M) una nueva metrica d' y se estudia el homeo

morfismo resultante entre SD(7L, M) y (Aut(M),d'). 

La tercera sec cion esta dedicada a estudio de SD(G,M) en el caso en que G es un grupo 

finito. Fijado a E SD(G, M) consideramos la aplicacion II", : Aut(M) -t SD(G, M), 

definida por II",(T) = T*a y estudiamos los objetos diderenciales inducidos por ella 

(esta seccion esta inspirada en [MR], seccion 12). 

En la cuarta parte se aplican los resultados obtenidos en la seccian previa para efeduar 

un estudio de la estrudura de los automorfismos de Aut(M) de orden 2; se discutira 

particularmente la existeneia de seeeiones locales eontinuas para la aeeion II",. Una 

conclusion result ante de este setudio sera que el eonjunto de *-automorfismos de orden 

2 es abierto en Aut(M). 

La ultima seccion responde a la pregunta planteada en [ACS 2] acerca de la topologia 

a considerar en el conjunto de representaciones unitariaas de un grupo localmente c~

pacta y abeliano G en una W*-algebra M. El objetivo de obtener un homeomorfismo 

con el espacio R( C*( G), M) de las *-representaciones de C*( G) en M. Este conjunto 

tiene, en virtud de [ACS 2] una estruetura de espaciohomogeneo; el homeomorfismo 

indicado permite llevar esa estruetura a U( G, M). 

1. SISTEMAS DINAMICOS. 

Sean M una W*-algebra con predual separable, Gun grupo abeliano localmente com

pacto. Llamaremos SD(G,M) al conjunto de los sistemas dinamicos de G en M; sea 
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a E S D( G, M) un sistema dinamico. N otaremos M ( G) al conjunto de las medidas 

complejas definidas en G y L(M) al conjunto de los operadores continuos de M. 

Proposici6n 1.1: 

Si a es un sistema dinamico de G en M Y fl E M( G) entonces para cada x E M 

existe un unico elemento de M, que llamaremos ap.( x) caracterizado por la siguiente 

propiedad: 

Queda asi definida una aplicaci6n ap. : M ---t M que verifica las siguientes propiedades: 

i) Para to do f-t E M( G), ap. es un operador (J'-debil continuo de M. 

ii) ap.*11 = ap.a ll Vv,p, E M(G). 

iii) II ap. II ::; II p, II V p, E M( G). 

ivy ap.(x*) = ait(x)* donde ]l(D.) = p,(D.) VD. c G. 

v) a6g+h = a6ga6h para todo g, hE G. 

vi) a6g (xy) = a6g(x)a6g(Y) para todo 9 E G;x,y E M. 

1Jii) fG <P(a6g (x))df-t(g) = <P(ap.(x)) para todo f-t E M(G). 

Los dos primeros puntos pueden resumirse diciendo que a es un homomorfismo de 

algebras de M( G) en el algebra Lu(M) de operadores (J'-debiles continuos de M. 

Reciprocamente si a : M( G) ---t L( M) verifica las siete propiedadeli anteriores Y 

definimos a : G ---t Aut(M) por a g = a69 j. entonces a es un sistema dinamico. 

Demostraci6n: 

Sea a un sistema dimimico de G en M, f-t una medida compleja en G y x EM; 

la demostracion de la existencia de a I' ( x) y de que se verifican las tres primeras 

propiedades, puede encontrarse en [S], Proposition 3.2.2. 

Para demostrar iv basta probar que <P(ap.(x*)) = <P(aitCx)*) cualquiera sea <P E M*. 

En efecto: 

<P(ap.(x*)) = fa <P(ag(x*))df-t(g) = fa <P(ag(x)*)df-t(g) = fa <Pc(ag(x))dfl(9) 

= fa <Pc(ag(x))d]l(g) = <Pc(ait(x)) = <P(aitex )*) 

Donde <Pc(y) = <P(y*) Vy EM. 
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La propiedad v es consecuencia inmediata de iii. Las dos restantes propiedades son 

consecuencia de: 

De donde se deduce que a6. = ago 

Reciprocamente; sea a : M(G) -t L(Af) que verifique i ~ vii, Sl se define G g 

a09 Vg E G; es inmediato que a g es un sistema dimimico .• 

A partir de la proposicion 1.1 podemos definir una aplicacion G que a cada sistema 

dilllimico a Ie asigne un operador 8(a) == a E L(M(G).L~(M)), que verifica i ~ vii, 

segun la siguiente formula: 

4l>(G(a)l'(x)) = L 4l>(ag(x))d/-l(g) para todo /-l E M(G), 4l> E M* 

Reciprocamente, dada una aplicacion a E L(M(G).L~(M)) que verifique i ~ vii de 

la proposicion podemos definir un sistema dinamico e( a) = a segun la siguiente 

formula: 8( a)g = Ot69. 

Veamos que las funciones G y e son una la inversa de la otra. En efecto, si a un 

sistema dinamico, entonces probemos que: eG(a)g = ago 

Para ella hay que verificar que G( a )69 = a g , esto a su vez se deduce de 10 siguiente: 

Para completar la demostracion hay que probar que: Ge( Ot)1' = Otl'" 

Es decir, queremos probar que 4l>(Ge(Ot)I'(x)) = 4l>(OtI'(x)) Vx E M,V4l> E M*. En 

efucto: 

Definicion 1.2: Si an, a E SD( G, M) enionces diremos que an -t a uniformemente 

si y 13610 si Vf > 0 3m E iN tal que II an(g) - a(g) 11< f para todo 11, 2: m , g E G 

donde a(g) = a g Y la norma se entiende tomada en Aut(M) C L(M). 

Veremos a continuacion que la top6logia inducida por esta convergencia es la que 

debemos considerar en SD(G,M) para que la biyeccion sea un homeomorfismo. 

Proposicion 1.3: 
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Con las notaciones anteriores; an --+ a en norma de L( M( G), L( M)) sz y s610 sz 

an ~ a uniformemente. 

Demostraci6n: 

Supongamos que an --+ a uniformemente y sean x E M y <l? E M* tales que II x II::; 1 

y Ii <l? II::; 1. Sea mE IN tal que II an(g) - a(g) 11< E para todo n ~ m , g E G. 

Entonces I<l?((an(fj) - a(fj))x)1 ::; fe II an(g)x - a(g)x II dlfjl(g) ::; E II fj II Vm::; n. 
Redprocamente si an --+ a segun la norma de L(M(G),L(M)) entonces: 

De d()nde se deduce que an --+ a uniformemente .• 

La conclusion que se ext rae de ambas proposiciones es que SD(G,M) es homeomorfo 

al subconjunto de los operadores de L(M(G),L(M)) que verifican las propiedades i -

vii de la proposicion 1.1. Esto nos permite de manera natural considerar a SD(G,M) 

como subconjunto de L(M(G),L(M)). 

De esta manera hemos colocado a SD(G,M) en el contexto de un espacio de Banach 

(que posee una estructura natural de variedad diferencial). 

Queda pendiente el estudio de bajo que condiciones el subconjunto de L(M(G ),L(M)) 

que vcrifica i-vii es una subvariedad en la que puede definirse una estructura de 

fibrado principal. 

La accion natural a considerar en SD(G,M) es la accion dada por los unitarios de M del 

siguiente modo: u*ag = Ad( u )agAd( u*). Donde u E M es unitario y Ad(u)x = uxu*. 

Es posible tambien considerar una accion desde Aut(M); T*a g = TagT- 1 VT E 

Aut(M). 

Cualquiera de ambas acciones se extiende al subconjunto de L(M(G),L(M)) que, segun 

la proposici6n 1.1, es homeomorfo a SD(G,M). 

2. SISTEMAS DINAMICOS ENTEROS. 
Segun las notaciones de la seccion anterior consideremos el conjunto SD(71, M), donde 

7l indica el conjunto de los numeros enteros y M un algebra de von Neumann inyec

tiva con predual separable actuando en un espacio de Hilbert H. Consideremos en 

SD(71,M) la metrica d(a,,B) = sUPnEiZ II an-,Bn IIL(M)' 
Esta metrica esta bien definida ya que, por ejemplo, por la propiedad iii de la 

proposicion1.1 vale que II pn 11=11 POn 11::;11 Dn II::; 1 Vp E SD(71,M); ademas in

duce en SD(71, M) la misma topologfa que la considerada en la seccion anterior para 

los sistemas dinamicos definidos en grupos localmente compactos y abelianos. 
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Definamos ahora en Aut(M} una nueva metrica d'(A,B) = sUPnE71 II An - B n II. 
Existe una aplicaci6n natural r: SD(7.l,M) -+ Aut(M) definida como rea) = al. 

Lema 2.1: 

Adoptemos las notaciones- anteriores y consideremos en Aut(M} la metrica d'. En

tonces la aplicaci6n r : SD(7.l, M) -+ Aut(M) es una isometrza suryectiva. 

Demostraci6n: 

Si a E SD(7.l,M) entonces an = (adn, por 10 tanto d'(ro:,r;3) = sUPnE71 110:1 -
13'1 11= d(o:,f3). La suryectividad result a de que, dado A E Aut(M), si definimos 

O:n = An, entonces 0: E SD(7.l,M) y reo:) = A .• 

De las dos acciones que pueden considerarse en SD(7.l, M) queremos considerar aque

lla definida desde Aut(M); T*O:n = To:nT- l 'iT E Aut(M). 

A fin de dotar a A ut( M} de una estructura diferencial, consideremoslo como el espacio 

de las *-representaciones de M sobre sl mismo. Puesto que M es una W*-aIgebra 

inyectiva, podemos aplicar los resultados de [ACS 1] y [ACS 2], que nos permiten 

definir en Aut(M) una estructura de espacio homogeneo. 

Ademas, como (T*O:)n = To:nT- l = (T0:1T-l)n 'iT E Aut(M),o: E SD(7.l,M),n E 

7.l; entonces la acci6n de Aut(M) en SD(7.l, M) se traduce, vIa r, en la acci6n de 

Aut(M} sobre slmismo dada por la conjugaci6n; T*A = TAT- l 'iT, A E Aut(M). Se 

trata entonces de estudiarla estructura de Aut(M) con la metrica d' y la acci6n recien 

indicada. 

En esta secci6n vamos a dar un primer paso para el estudio de est a estruCtura, es

tableciendo un hecho y una conjetura acerca de las 6rbitas inducidas por la acci6n de 

conjugaci6n. Recordemos las notaciones de la secci6n anterior; si u E M es unitario, 

llamaremos Ad(u) E Aut(M) ala aplicaci6n definida por Ad(u)x = uxu* 'ix E M. 

Lema 2.2: 

Sean i = idL(H), u E L(H) unitario y Ad(u) E L(L(H)) tal que II (Adu)n - ill::; 
~ 'in E 7.l. Entonces Ad(u) = i. 
Demostraci6n: 

Si 'Y = Ad( u) y c pertenece a la capsula convexa cerrada del espectro de u, que 

indicaremo~ co(sp(u)), entonces lei ~ H4- II 'Y - i 112)~ (vease [KRJ, 10.5.67 -

10.5.68 - 10.5.69). Entonces, como II '" - i II::; ~ 'in E 7.l se deduce que lei ~ 4- > 
0,96 'ie E eo(sp(un )) 'in E 7.l. 
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Multiplicando por un numero complejo de modulo 1 conveniente, podemos suponer 

qu~ 1 E sp(u). La condicion Icl > 0,96 Vc E co(sp(u n)) Vn E 'll dice primeramente 

que para todo n E 'll el espectro de un esta contenido en un arco de circunferencia 

de longitud 0,57 simetrico alrededor de 1. 

Supongamos que sp(u) i= {I} y sea A E sp(u) - {I}. Vale que {.An, I} C sp(u n) Vn E 

'll; pero, tomando una potencia de A conveniente, {An, I} quedani fuera del arco de 

circunferencia antes indicado; llegamos aSl a una contradiccion. Luego sp(u) = {I}. 

Como u es un operador normal de L(H) entonces para toda funcion f continua en el 

espectro de u vale que II f(u) 11= sUP>'E8P(u)lf(A)I· Tomando f(t) := t - 1 resulta 

que u = I y entonces Ad( u) = i .• 

Observacion 2.3: Ellema 2.2 es valido aun, si reemplazamos L(H) por M. 

Corolario 2.4: 

La aplicaci6n identidad de M, i E Aut(M), es un punto aislado en (Aut(M),d'). 

Demostracion: 

Sea A E Aut(M) tal que d'(A, i) < ~; luego II An - i 11< ~ Vn E 'll. Como en 

particular II A - i 11< 2, entonces, por [KR], 10.5.730 [P]' Proposition 8.7.9, existe 

u E M unitario tal que A = Ad(u). Por ellema 2.2 se deduce que A = i. Luego 

{A E Aut(M): d'(A,i) <~} = {i}. 

Definicion 2.5: Diremos que C E Aut(M) es central si AC = CA VA E Aut(M). 

Teorema 2.6 

Si C E Aut(M) es central entonces C es punto aislado de (Aut(M),d'). Mas a·un 

{A E Aut(M): d'(A,C) < ~} = {C} 

Demostracion: 

Sea A E Aut(M) tal que d'(A, C) < ~, entonces Vn E 'll: 

II An - Cn 11=11 cn(c-n An - i) 11=11 C-n An - i 11=11 (C- I At - i 11< ~ 
4 

Aplicando el corolario 2.4 se deduce que C- I A = i .• 

Observemosquesi C E Aut(M) es central entonces para todo T E Aut(M) vale que 

TCT- I = C, es decir la orbita de C es exactamente {C}. Si A E Aut(M) llamemos 

Or(A) a la orbit a de A; Or(A) = {TAT-I: T E Aut(M)}. 
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E1 teorema 2.6 puede refrasearse diciendo que si C es central y A E Aut(M), A i= C 

entonces 1a distancia (segun d') entre Orr C) y Or(A) es mayor 0 igual que ~. Nuestra 

conjetura es que existe un numero constante ko > 0 tal· que si A, B E Aut( M) son 

tales que Ore A) i= Ore B), entonces la distancia entre Orr A) y Orr B) es mayor 0 igual 

que un numero constante ko. 

3. SISTEMAS DINAMICOS EN GRUPOS FINITOS. 

Sea G un grupo abeliano finito, indicaremos por IGI al cardinal de G. Sea M un 

algebra de von Neumann inyectiva actuando en un espacio de Hilbert separable H y 

sea 0: : G -4 Aut(M) un sistema dinamico. En particular O:k+j = akaj Vk,j E G. 

N otaci6n: Indicaremos con C( G) al conjunto (.:0, de todas las funciones de G a1 

conjunto fJ de los numeros complejos. 

Qbservaci6n 3.1: Puesto que G es finito entonces es obvio que e(G) = Ll(G) 

tomando en G Stl medida de Haar, En este contexto 1a convoluci6n de dos funciones 

f,g E C(G) queda definida por f * g(j) = ,b, LkEO f(k)g(j - k) Vj E G. 

Tomaremos como norma en C(G) 1a siguiente: II f Ilc(G):= LkEO li(k)l· 

Por razones puramente de comodidad en la escritura ( que seran evidentes en el teorma 

3.8) y sin que esto represente una diferencia esencial omitimos en la definici6n de 

II f Ilc(o) el factor ,b" que era dado a esperar delante de la sumatoria. 

Vamos ahora a seguir una linea argumental similar.a aquella desarrollada en la secci6n 

1, con e1 fin de dotar a SD(C,M) de una estructura diferencial. Esencialmente vamos 

a dar una versi6n finita de las proposiciones 1.1 y 1.2. Dado a E SD(G, M) queda 

definida una aplicaci6n a : C(C) --? L(M) dada por la siguiente f6rmula: af = 
,b, LkEof(k)O:k Vf E C(G) . 

. Proposici6n 3.2: 

Si a E S D( G, M) y a : C (G) --? L( M) es La aplicacion antes definida, entonces a 
verifica: 

i) af*g = afag. 

ii) af(x*) = a7(x)* Vx E M, donde l(k) = f(k). 

iii) aCk E Aut(M) Vk E G. 

ivy ,b, LkEO f(k)li ok = af· 

Reciprocamente si /3 E L(C(G),L(M)) verifica i - iv entonces existe 0: E SD(G,M) 

tal que Ii = /3, expltcitamente a estti dada por La formula ak= /36k. 
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La demostraci6n de la proposici6n es completamente elemental por 10 que la omitimos. 

Queda definida una biyecci6n entre SD(G,M) y el subconjunto de L(C(G),L(M» 

dado por las propiedades i - iv. La proposici6n 1.3 nos dice cual es la topologia 

a considerar en SD(G,M) para que la biyecci6n resulte un homeomorfismo. Esta 

topologia es aquella inducida por la metrica d( a, (3) = maXkEG II ak - (3k II. 

Notaci6n: 

Indicaremos por 1n(M) al conjunto de los automorfismos interiores de M, es decir: 

1n(M) = {T E Aut(M) : T = Ad(u) con u E M unitario }. 

E indicaremos por Der(M) al JR- espacio vectorial de las *-derivaciones de M, esto es, 

.6. E Der(M) si y s6lo si es lineal y para todo X,Y E M vale .6.(xy) = x.6.(y) + .6.(x)y 

y .6.(x*) = .6.(x)*. 

Es bien sabido que toda *-derivaci6n de M es acotada. 

Consideramos sobre SD(G,M) la acci6n de 1n(M) definida por (T*ah := TakT- 1 . 

La acci6n correspondiente sobre & es identica. Es facil probar que T*& verifica i - iv 

y que T*& = T*a. 

Como M es inyectiva entonces In(M) tiene una estructura diferencial natural. Por 

[KR] , 10.5.63; T E 1 n( M) si y s6lo si existe .6. E Der( M) tal que T = e~. Luego 

Der(M) es el espacio tangente natural de 1n(M). En particular existe un proyector 

continuo!P: L(M) -+ Der(M). 

Supongamos que A E L(M) y.6. = !P(A); digamos A = .6. + .6.. Si T E Aut(M) 

entonces T.6.T-l E Der(M), de don de se deduce que !P(TAT-l) =T!P(A)T- 1 • 

Dado un sistema dinamico a indicaremos a partir de ahora con la misma letra a la 

aplicaci6n inducida a E L(C(G),L(M») e identificaremos ak = a6 k • 

Obsel"vaci6n: Los calculos efectuados en gran parte del resto de esta secci6n estan 

inspirados en [MR]. 

Definicion 3.3: Dado G E L(C(G),L(M») definimos ITO': 1n(M) -+ L(C(G),L(M) 

por ITO'(T) = T*a. 

Notacion: Llamaremos 10' al conjunto 10' := {.6. E Der(M) : .6.ak = ak.6. Vk E G}. 

Proposici6n 3.4: 

Si EO' : Der(M) -+ L(M) se define por EO'(.6.) = Ibl I:kEG ak.6.a-k. 

Entonces EO'(Der(M)) C 10' y EO'EO' = EO'. 



Comparese este enunciado con [MR], 12.2. 

Demostraci6n: 
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Sean .6 E Der(M), vamos a probar que Ea(.6) E la, es decir que Ea(.6) E Der(lI1) 

y que Ea(.6)ag = agEa(.6) Vg E G. 

Para la primera afirmacion basta observar que O!k.6a-k E Der(M) Vk E G y que si 

{.6khEG C Der(M) entonces 2:kEG.6k E Der(M). Veamos la segunda afirmacion: 

Probemos finalmente que EaEa(.6) = Ea(.6). 

• 

Llamemos Q al conjunto de los operadores f3 E L( C( G), L(M» que verifican i - iv 

de la proposicion 3.2; conjunto este que identificamoscon SD(G,M). Fijemos a E Q. 
Asumamos por el momento que se verifican las siguientes hipotesis; que nos permitiran 

suponer en Q una estructura de espacio homogeneo. 

Hip6tesis: 

1) La accion ITa es localmente transitiva y admite secciones locales continuas. 

2) El espacio tangente a Q en a es complement ado en L(C(G), L(M». 

Observaci6n 3.5: 

Supongamos que T E In(M) es tal que ITa(T) = a; esto significa que Tak = akT Vk E 

G. Derivando respecto de T obtenemos que .6ak = ak.6 si .6 pertenece al tangente 

de In(M) en T. 

En otras palabras, si llamamos IIa al conjunto IIa = {T E Aut(M) : ITa(T) = a}; 

entonces vale que TT(IIa) = la. por otra parte este ultimo conjunto, por ser imagen 

del proyector Ea es complement ado en Der(M). 

Observaci6n 3.6: 

Si a E Q entonces af*g = afag, derivando obtenemos que si X E Ta(Q) luego 

Xf*g = afXg + Xfa g. Ademas si identificamos Xk = X Ok (k E G) entonces Xj+k = 
ajXk + Xjak Vk,j E G. Por otra parte, siendo ak(xy) = ak(x)ak(Y), (donde kEG, 
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x,Y EM), Y a(x*) = a(x)* entonces Xk(XY) = ak(x)Xk(y)+Xk(x)ak(Y) yademas 

Xk(X*) = Xk(X)*. 

Finalmente si IT", es la diferencial de IT", se tiene que IT", : De",(M) -t L(C(G), L(M)) 

y IT",(b)f = bat - atb. 

Las formulas que definen a IT", y E", pueden naturalmente extenderse a L(M), indi

caremos estas extensiones con las mismas letras IT", y E", y haremos uso de ell as sin 

mencionarlo explicitamente en el teorema 3.8. 

Definicion 3.7: 

Definimos KO/ : L( C( G), L(M)) -t L(M) po",: KO/(X) = Ibl I:rEG Xra_ r. 

Teorema 3.8: 

De acuerdo con las notaciones anteriores, valen los siguientes hechos: 

i) K",(X) E Der(M) VX E T",(Q). 

ii) IT",(KO/(X)) = X VX E TO/(Q). 

iii) KO/(IT",(A)) = (1- E",)(A) VA E L(M). 

Demostracion: 

Sean X,Y E M; demostremos primeramente la propiedad i. Ya que Xk(X*) = 

Xk(X)* Vx E G entonces basta ver que KO/(X)(xy) = xKO/(X)(y) + KO/(X)(x)y. 

En efecto: 

K",(X)(xy) = I~I L Xk(a-k(xy)) = I~I L Xk(a-dx)a-dy)) 
kEG kEG 

1 
= TGi L(aka-k(x)Xk(a-k(y)) + Xk(a-k(x))aka-dy)) 

kEG 
= xKO/(X)(y) + K",(X)(x)y. 

Para probar ii veamos que ITO/(KO/(X))j = Xj Vj E G. 

IT",(Ka(X))j = KO/(X)aj - ajKa(X) = I~I (L Xka-k+j - L ajXka-k) 
kEG kEG 

= I~I (L XkO'-k+j - L (Xj+k - Xjak)a- k ) 

kEG kEG 
1 

= iGf LXj =Xj. 
kEG 
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Finalmente probemos el punta iii. 

K",(II",(A)) = I~I L ll",(A)lkQ-k = I~I I)AQk - QkA)Q-k 
kEG I kEG 

= A - I~I L QkAQ-k = (1 - Ea)(A) • 
kEG 

Nota: 

Estudiaremos a continuacion la validez de la hipotesis 2 que afirma que el espacio 

tangente T",(Q) es complement ado en L(C(G),L(M)). 

Proposici6n 3.9: 

L(C(G),L(M)) es isomeiricamente isomorfo a L(M)IGI := L(M) EEl •.• EEl L(M) (IGI 
sumandos). 

Demostraci6n: 

Si A E L(M)iGi; A = (AI! ... ,AlGI) entonces definimos: II A 11:= maXkEG II Ak II· 
Sea r : L(M)IGI ~ L(C(G), L(M)) definida por: r(A)f:= I:kEG f(k)Ak. 

Entonces II r( A)f II = II I:kEG f( k )Ak II::; II A II I:kEG If( k) I = II A 1111 f II C( G) . 

Se deduce que II rCA) 11::;11 A II. La igualdad de las norm as result a de considerar 

que II 8k 11= 1 Y que rCA)8k = Ak. Asimismo esta observacion dice que si X E 

L(C(G),L(M)) entonces r-I(X) = (XokhEG .• 

Observaci6n 3.10: 

Existe una inclusion natural de L(M) en L(M)IGI; por 10 que podemos considerar 

a Der(M) C L(M) c L(M)IGI. Ademas el teorema 3.8 nos permite asumir que 

T",( Q) c L(M)IGI. De este modo hemos podido colo car a los espacios tangentes de 

In(M) y SD(G,M) en el contexto de un mismo espacio de Banach. 

Observaci6n 3·.11: 

Diremos que X E L(C(G),L(M) verifica la propiedad Psi valen las tres siguientes 

afirmaciones: 

i) Xj+k = QjXk + XjQk Vk,j E G; 

ii) Xk(XY) = Qk(X)Xk(Y) + Xk(x)ak(Y) Vk E G Vx,y E M; 

iii) Xk(X*) = Xk(X)* Vx E M. 

La observacion3~5 nos dice que Si X E T",( Q) entonces X verifica la propiedad P. 

Veremos que tambien vale la reciproca. 
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Proposici6n 3.12: 

Sea X E L(C(G),L(M)); entonces X E T,AQ) si y ,~6lo si X verifica la propiedad P. 

Adernas si X E ToJQ) entonces existe ~ E Der(M) tal que Xk = ~ak - ak~. 

Demostraci6n: 

Sea X E L(C(G), L(M)) que verifica la propiedad P. Es facil probar que en ese caso 

KcJX) E Der(M) yen consecuencia etK", (X) E In(M) cualquiera sea t E JR. 

Tomemos la curva c : JR --+ Q definida por c(t) = etK,(X)*a. Entonces ~tlt=oc(th = 
K:r(X)ak - akKa(X). 

Como X verifica la propiedad P entonces es facil ver que IIa(Ka(X)) = X; de don de 

se deduce que X E Ta(Q) y que X k = Ka(X)ak - akKa(X) Yk E G .• 

Corolario 3.13: 

Consideremos el caso G = 712 = {O, 1}. Combilland~ la proposici6n 3.9 con el coro-,. 

lario 3.13 tenemos que Ta(Q) se identifica con el subespacio de L(M)2 caracterizado 

pOl' To:(Q) = {(O,~al - al~): ~ E Der(M)}. 

Si A E L(M) entonces 

De don de se deduce que t(A - alAaI) = (1 - Ea)(A). 

POI' otra part.e como Der(M) es complement ado en L(M), con proyeCtor asociado 

IP, entonces Der(M)al := {~al : ~ E Der(M)} tambien es complementado, con 

proyector asociado IP(A) := IP(Aal )al. 

Afirmamos adema.s que IP conmuta con 1 - Ea. En efecto: 

IP(l - Ea(A)) = IP (A - ~(A + a1Aad) = IP(A) - ~ (IP(A) + IP(aJAat)) 

. . 1 . 
= .JP(A) - 2 (IP(A) + aJIP(A)aJ} = (1 - Ea)IP(A) 

Analogamente se prueba que IP(l - Ea) = (1 - Ea)1P y en consecuencia IP(l - Ea) 

es un proyector. 

Ademas si A E L(M) entonces IP(A) = ~Oal para algun ~o E Der(M) y entonces 

IP(l - Ea)(A) = IP(A) - aJIP(A)aJ = ~Oal -- aJ~o. 
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Definamos Eo: E L(L(M)2) por Eo:(A, B) = (0, JP(l - Eo:)(A)); entonces se deduce 

que -Eo: es un proyector sobre To:(Q), que, por 10 tanto, result a complement ado. 

Observaci6n 3.14: 

Hemos visto que en el caso G = '112 se verifica la segunda de las hip6tesis planteadas 

(que 7'a( Q) sea complement ado ). Veremos en la siguiente seccion que en este caso 

tambien se verifica la hip6tesis restante. 

El proyector Eo: nos permite definir en Q una conexion, don de los cspacios horizonta.les 

se definen eomo HCI := Ker'(Eo:) y euya exponencial estani dada por: <l>o:(X)f = 
eKa,(X)o;fe-K,,(X). Luego, las geodesicas de la conexi OIl esta.n dadas por: co.X(t)f = 
etK,a (X) 0; f e - tK" (X). 

Observacioll 3.15: Acerca de las secciones locales. 

Si continwlsemos con la analogia con [MR] podriamos intentar definir una secci6n 
lAr'~l TY'IJJl"l~".:lo-n+D 1".:lo C'~N'l1~£'l'Yl+.o. .rA ..... "1""'Y'O" .. l .. , ,.. fr:J\ - ~ '""" ...... ,- i'.:l - 'G"'., .C'..( ..... :1 .... .,."... .... ~fi ................. ~~~, 
,I, ........ '-'L4J ... .I..I..I.v'-A.J.U>uu,"-, .HAI 1..JJ.5L.lJ.\...J.HJ\.....- .lVl..U.l.U.1a.. ua\fJ J - 101 L..ikEG UkfJ-:-k· D>:'I la.Ll.l VC;l.11 L(l,! yuc 

si la distancia (positiva) entre 0; y ;3 es suficientemente pequeiia entonces 80:((3) es 

inversible y adem as 80:(;3)o;j80:(l-1)-1 = ;3j \;Ij E G. 

Sin embargo no se puede tomar a 80: como secci6n local pues, en general, 8 a tf- Aut(M) 

(no es multiplicativa). Por ejemplo, en el caso G = 'llz; puede probarse que So: E 

Aut(M) ~ 0; =;3. Este hecho muestra una diferencia esencial entre la secci6n 

previa y [MR]. 

4. AUTOMORFISMOS DE ORDEN 2. 

Sea M una W*-a1gebra inyectiva. Denotaremos por Z(M) a1 centro de M, Z(A1) = 

{x EM: xy = yx Vy E .lVI}. Llarnaremos por otra parte 7l 2 (JM) al conjunto de 

los automorfismos de orden 2, es decir 7l 2 (M) = to; E Aut(M) : 0;2 = idM }. 

Es evidente que cada Q E 7l 2 (.lVI) induce de manera nat. ural una representacion 

(i E SD(71 2 , M). Ademas si (i E SD(71 2 , M) entonces (i1 E 'llz(M). Mas aun, la 

aplicaci6n SD(71z,lVI) --t 7l2(M) dada por (i --t (i1 es un homeomorfismo. Podemos 

aplicar, entonces, a '112(M) todos los resultados expuestos en la secci6n anterior. 

Veremos que en este caso la acci6n IIa : In(A1) -+ 7l 2 (M) admite secciones locales. 

Fijemos una rarna dellogaritmo en () y sea run numero racional fijo. 

La funci6n fJ -+ fJ; z --t ZT = eT1og(z) es anaHtica en 1, luego, para todo z en un 

entorno UT de 1 vale ZT = L:~=o an(r)(z - l)n. 

Observaci6n 4.1: 
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Si u E M unitario es tal que sp( u) CUr entonces el desarrollo en serie antes indicado 

nos permite definir el elemento unitario u r E }v! por u r = 2:~=o an (r)( u -1) n . Ademas 

si 0: E Aut(M) entonces sp(u) = sp(o:(u» y vale que o:(ur ) = o:(uy. 

Observaci6n 4.2: 

Si M es una W*-algebra y 0:, (3 E Aut(M) verifican que II 0: - (3 11< 2 entonces existe 

u E M unitario tal que o:(x) = u(3(x)u* \Ix E M y ademas 

sp(u) C {z E (J : Izl = 1 y 1Rz ~ ~(4- II 0: - (3112)~ } 

Para una demostracion de est a observacion puede verse [P], Proposition 8.7.9. 

Lema 4.3: 

Dado E > 0 exi<qte 0 > 0 tal que si 0 < 01 < 0 entonces todo z E fJ tal que Izl = 1 Y 

1Rz ~ t(4 - oD~ ve1'ijica que Iz -11 < E. 

Corolario 4.4: 

De acuerdo con las notaciones anteriores, jijado un numero racional r, existe 0 = 
oCr) > 0 que depende <q6lo de r tal que si 0:, (3 E Aut(M) verijican II 0: - (3 11< oCr) 

entonces existe u E M unitario que cumple las siguientes condiciones 

i) o:(x) = u(3(x)u* \Ix E M; 

ii) sp(u) CUr. 

Las demostraciones del lema 4.3 y del corolario 4.4 son completamente element ales y 

por 10 tanto se omiten. 

Sea ahora 0: E 'lid M) y, segun las notaciones del corolario 4.4, tomemos 0 = o( t). 
Si II 0: - (3 11< 0 entonces existe u EM unitario tal que o:(x) = u(3(x)u* \Ix E My 

adem as oS p( u) C U L . 
2 

Proposici6n 4.5: 

En las condiciones antes descriptas, si v = u~ entonces Ad(v)-lo:Ad(v) = (3. 

Demostraci6n: 

Considerando que o:(x) = u(3(x)u* y que 0:,(3 E '112(M) entonces Vx E M: 

x = (3((3(x)) = u*o:(u*o:(x)u)u = u*0:(U*)0:2(x)0:(U)u = u*o:(u*)xo:(u)u. 

Se deduce que o:(u) = u*c donde c E Z(M). Sea v = u!. Entonces: 
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En consecuencia a(x) == u;3(x)u* = uc-~;3(x)du* = a(v)*v;3(x)v*a(v). Yentonces 

a(v)a(x)a(v)* = v;3(x)v*; de donde se deduce que a:Ad(v)(x) = Ad(v);3(x) .• 

La proposicion 4.5 implica 1a existencia de secciones locales continuas para la acci6n 

ITa : In(M) -+ 'l.l2(lv1). De la demostraci6n anterior se deduce adem as el siguiente 

hecho. 

Observacion 4.6: Acerca de las secciones locales 

Supongamos que a,;3 E Aut( M) verifican que existe u E M unitariotal que a( x) = 
u;3(x}u*. Si existen v E M unitario y c E Z(M) tales que a(v)*v = uc entonces el tal 

v verifica que Ad(v)-laAd(v) =;3. 

Corolario 4.7: 

71dJvI) es un s'ubconjunto abierto de Aut(M). 

5. REPRESENTACIONES UNITARIAS. 

Sea Gun grupo localmente compacta y abeliano; y sea M un algebra de von Neumann 

actuando en un espacio de Hilbert H. Si IT : G --t L(H) es una representacion unitaria 

yrr : C*(G) -+ L(H) es la *-representacion no degenerada asociada a ella, entonces 

el rango de IT esta contenido en M si y s610 si el rango de rr 10 esta. 

Recordemos que dada IT : G --t L( H) 1a representacion 7r asociada queda caracterizada 

por 1a formula: 

7r(f\ - [IT( n) f(gldg \-I f c rl (G) 
•• \J ! - J G ~ \:1 J \! V J '- ~ \ -' 

Reciprocamente dada 7r : C*(G) -+ L(H), la representacion IT esta definida por: 

Donde (cI>'\)'\EA es una aproximaci6n acotada de la identidad en L1(G); 1/ <P,\ Ill~ 

K VA E A. Para mayores detalles vease [ACS 2], secci6n 4.2 y [P], capitulo 7. 

Si R(C*(G), M) es el conjunto de *-representaciones de C*(G) en My S(G,M) es el 

conjunto de representaciones unitarias de G en M; sea p 1a biyecci6n recien definida. 

El conjunto R( C*( G), 1'1'1) tiene una topologia natural dada pOI' 1a norma. La pregunta 

que queda planteada es que top01ogia hay que considerar en S(G,M) para que p resulte 

un homeomorfismo (cf. [ACS 2]). Veremos a continuaci6n la respuesta. 

Definicion 5.1: Si ITn, IT son representaciones 'unitarias de G en L(M) entonces 

diremos que ITn -+ IT uniformemente si y solo si "IE > 0 3no E IN tal que 1/ IIn (g) -

IT(g) 1/< E "In ~ no Vg E G. 
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Proposicion 5.2: 

Segun las notacione.s anteriores; sean lIn' II : G -+ L(H) representaciones unitarias y 

7r n, 7r las representaciones asociadas. Entonces 7r n -+ 7r en norma de L( C*( G), L( H)) 

si y solo si lIn -+ IT uniformemente. 

Demostracion: 

Supongamos que 7r n --+ 7r Y sea (til A)AEA una aproximaci6n acotada de la identidad, 

donde A es un conjunto dirigido y II tIlA 111:::; J( VA EA. 

Entonces para cad a ,¢, 'f/ E H, 9 E G y "In E IN, < II(g),¢, 'f/ > = limA < 7r(Og * 
til ;'')If) , 'f/ > y < IIn(g )4" 'f/ > = limA < 7r n( Og * til A)'¢, 'f/ > . 

Como 7rn --:' 7r en norma, entonces para cada '1/;, 'f/_ E H y para cada A E A : 

Tenemos ademas que si ,¢,'f/ E H, II '¢ II:::; 1, II 'f/ II:::; 1 entonces 

:::; Ii (7r n -- 1f) (0 9 * til A) II II '¢ II II 'f/ II:::; II 7r n - 7r II II 0 9 * til A II II '¢ II II 'f/ II:::; J( II 7r n - 7r II . 

N 6tese que 11:\ acotaci6n anterior es independiente de A. Por 10 tanto si ,¢, 'f/ E H, 

II V' II:::; I, Ii rl II:::; 1; I < (lIn (g) - II(g))'¢, 'f/ > 1= limAI < 7rn (Og * tIl A),¢, 'f/ > -

< 7r(Og *tIlA)'¢,'f/ > I :::; J( II7rn -7r II· 
La conclusion es que "IE > 0 ::lno E IN tal que si n ~ no entonces 

1< (lIn (g) - II(g)),¢, 'f/ > I < E Vg E G V II 'f/ II, II '¢ II:::; 1. 

Recordemos que si B E L(H) es tal que I < B,¢, 'f/ > I < E V II '¢ II, II 'f/ II:::; 1 entonces 

II B 11£(1/):::; IE. 

Aplicando esta observaci6n a B := IIn(g) - II(g) obtenemos que: 

\:IE> 0 ::lno E IN tal que II IIn(g) - II(g) 11< E \:In ~ no \:Ig E G. 

Para probar la reciproca, supongamos que II~ -+ II uniformemente. Dado E > 0 sea 

no E IN tal que II IIn(g) - II(g) 11< E \:Ig E G, n ~ no· Sea f E Ll(G), II f IiI:::; 1. Si 

n ~ no entonces II7rn (.f) - n(.f) II:::; J~ill TIn(g) - II(g) Illf(g)ldg :::; E 10 If(g)ldg = Eo 

Por la densidad de L1(G) se deduce que II7rn - 7r II:::; E "In ~ no· • 
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Observaci6n 5.3: 

A partir de 10 dernostardo en [AC5 2], la proposici6n 5.2 nos permite definir en 

el conjunto de representaciones unit arias de G en M una estructura de espacio ho

mogeneo. 
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