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DE SISTEMAS DINAMICOS SOBRE C*-ALGEBRAS
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ABSTRACT.

7Y axr)

Let’s call SD(G, M) the space of dynamical systems from an abelian locally compact
group G over an injective W*-algebra M. Let’s consider the natural action from
Aut(M) over SD(G,M). The first objective of this work consists of, under suitable

conditions, defining in $D(G,M) a structure of homogeneous reductive space.

The set U(G, M) containing the unitaries representations of G on M admits a bijection
with the space of *-representations of C*(G) on M. This last space will be called
R(C*(G),M). The second objective of this work consists of answering the following
question, which it was asked in[ACS 2]: which topology does this bijection induce
in U(G,M)? The answer will let us define in U(G,M) a structure of reductive

homogeneous space.

INTRODUCCION.

Un sistema dindmico es una terna (M, G,a), donde M es una C*-algebra, G es un grupo
localmente compacto (que consideraremos abeliano) y « es una representacién de G
en el grupo Aut(M) de *-automorfismos de M tal que para cada z € M la aplicacion
g — ag4(z) es continua. Si M es una W*-algebra entonces la funcién ¢ — ay(z) debera
ser 0-débil continua. Indicaremos con §D(G,M) al conjunto de los sistemas dindmicos

del grupo G en el algebra M.

Los sistemas dinamicos aparecen de manera natural en el estudio de diversas ramas
de la Matematica y la Fisica; en particular, por ejemplo, en Mecanica Cuantica son

estudiados sistemas dindmicos sobre C*-algebras. Paralelamente G. Corach, H. Porta
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y L. Recht desarrollaron con éxito una teoria geométrica inspirada en el espacio de
proyectores en una C*-algebra. Tal teoria, consistente en el estudio de la estrucura
de espacio homogéneo de dimensién infinita, se aplica a una extensa lista de espa-
cios, como las medidas espectrales, representaciones de grupos compactos, operadores
simétricos, operadores positivos y muchos otros (véase [CPR 1], [CPR 2], [ARS],
[MR], [ACS 1] y [ACS 2]).

Es nuestro interés incorporar a esta extensa lista de espacios donde es definible una
estructura homogénea reductiva al conjunto SD(G, M) de los sistemas dindmicos de
un grupo abeliano localmente compacto G en un algebra de von Neumann inyectiva
M. Con este fin vamos a estudiar la accién de Aut(M) en SD(G,M) definida por
Txay = TarT™' si T € Aut(M), a € SD(G,M) y k € G, o también esta misma

accién restringida al conjunto In(M) de los *-automorfismos interiores de M.

La pregunta bésica que nos hacemos, entonces, es bajo qué condiciones es posible
definir en SD(G, M) una estructura de espacio homogéneo. Si pudiésemos ver a
SD(G, M) en €l contexto de un espacio de Banach, entonces habremos dado un paso
importante en el camino hacia obtener una respuesta a la pregunta; pues los espacios

de Banach son el habitat natural de los objetos diferenciables.

Un tal primer paso es llevado a cabo en la primera seccién, donde se establece la
inclusién de SD(G, M) en un espacio de Banach conveniente. En particular este paso

determinari la topologia a considerar en SD(G, M).

Nuestra pregunta basica serd respondida para el caso de grupos finitos. Este ejemplo,
a primera vista puede parecer de poco interés, sin embargo serad la clave que nos
permitird estudiar los x-automorfismos de M de orden finito. Una consecuencia de
este estudio serd una demostracién de que los x-automorfismos de orden 2 admiten una
estructura de espacio homogéneo y que ademds constituyen un subconjunto abierto
de Aut(M).

Algunos de los ejemplos més importantes entre los sistemas dindmicos ocurren cuando
el grupo G es el grupo Z de los niimeros enteros. En la segunda seccién nos ocupamos
de este ejemplo. Estudiamos la accién dada por Aut(M). En esta seccién se demuestra
que si Cq,Cs € Aut(M) son automorfismos centarles distintos entonces las érbitas de
los sistemas dinamicos inducidos por C; y C; distan en mas de %.

La dltima seccién no esta dedicada a los sistemas dindmicos sino a un breve estudio
de las representaciones unitarias de un grupo G localmente compacto y abeliano
en un algebra de von Neumann M. El objetivo es responder a una pregunta que

habia quedado planteada en [ACS 2]. Explicaremos brevemente la naturaleza de la
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pregunta. EI conjunto U(G, M) de las representaciones unitarias de G en M admite
una“bi_yeccién natural con el conjunto R(C*(G), M) de las x-representaciones de C*(G)
en M. La pregunta se refiere a cudl es la topologia inducida por esta biyeccién en
U(G,M); su respuesta permitird considerar en U(G, M) una estructura de espacio
homogéneo.

Este trabajo consta de cinco secciones; en la primera, dados una C*-algebra M y un
grupo G localmente compacto y abeliano, consideraremos el conjunto SD(G,M). El
objetivo serd determinar para el mismo un contexto adecuado, que permita definir en
él una estructura de fibrado principal. En particular, responderemos a la pregunta de

cudl es la topologia que corresponde considerar en el conjunto.

En la segunda parte tomamos el caso particular en que G = Z vy, aplicando a
SD(Z, M) los resultados de la seccién previa estudiamos las érbitas de los sistemas
dindmicos de la forma n — C™ donde n € Z y C € Aut(M) es un automorfismo
central. Para ello se define en Aut(M) una nueva métrica d’ y se estudia el homeo-
morfismo resultante entre SD(Z, M) y (Aut(M),d’).

La tercera seccién estd dedicada a estudio de SD(G, M) en €l caso en que G es un grupo
finito. Fijado a € SD(G, M) consideramos la aplicacién I, : Aut(M) — SD(G, M),
definida por I14(7") = T*a y estudiamos los objetos diderenciales inducidos por ella

(esta seccién estd inspirada en [MR], seccién 12).

En la cuarta parte se aplican los resultados obtenidos en la seccién previa para efectuar
un estudio de la estructura de los automorfismos de Aut(M) de orden 2; se discutira
particularmente la existencia de secciones locales continuas para la accién II,. Una
conclusién resultante de este setudio sera que el conjunto de %-automorfismos de orden
2 es abierto en Aut(M).

La tltima seccién responde a la pregunta planteada en [ACS 2] acerca de la topologia
a considerar en el conjunto de representaciones unitariaas de un grupo localmente com-
pacto y abeliano G en una W*-algebra M. El objetivo de obtener un homeomorfismo
con el espacio R(C*(G), M) de las *-representaciones de C*(G) en M. Este conjunto
tiene, en virtud de [ACS 2] una estructura de espacio homogéneo; el homeomorfismo

indicado permite llevar esa estructura a U(G, M).

. 1. SISTEMAS DINAMICOS.

Sean M una W*-algebra con predual separable, G un grupo abeliano localmente com-

pacto. Llamaremos $D(G,M) al conjunto de los sistemas dindmicos de G en M; sea
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a € SD(G, M) un sistema dindmico. Notaremos M(G) al conjunto de las medidas
complejas definidas en Gy L(M) al conjunto de los operadores continuos de M.
Proposicién 1.1:

St o es un sistema dindmico de G en M y p € M(G) entonces para cada v € M
existe un tinico elemento de M, que llamaremos &,(z) caracterizado por la siguiente

propiedad:
#(a,(2)) = [ Blay(@)d(s) para todo p € M(G),® € M.
G

Queda asi definida una aplicacion &, : M — M que verifica las siguientes propiedades:
i) Para todo ,u € M(G), a, es un operador o-débil continuo de M.

%) Gpuy = @uéy, Vv, p € M(G).

) |G|l <l pll Vee M(G).

w) @u(z*) = ax(z)* donde F(A) = p(A) VA C G.

v) as,,, = Gs,as, para todo g,h € G.

vi) &5, (zy) = as,(x)as,(y) para todo g € Giz,y € M.

vir) [ ®(as,(z))du(g) = ®(au(z)) para todo p € M(G).

Los dos primeros puntos pueden resumirse diciendo que & es un homomofﬁsmo de
dlgebras de M(G) en el dlgebra L,(M) de operadores o-débiles continuos de M.

Reciprocamente s1 & : M(G) — L(M) verifica las siete proptedades anteriores y

definimos a : G — Aut(M) por oy = Gs,; entonces a es un sistema dindmico.
Demostracién:

Sea a un sistema dindmico de G en M, p una medida compleja en Gy = € M;
la demostracién de la existencia de &,(z) y de que se verifican las tres primeras
propiedades, puede encontrarse en [S], Proposition 3.2.2.

Para demostrar iv basta probar que ®(&,(z*)) = ®(dz(z)*) cualquiera sea ® € M,.

En efecto:

(@, (z")) = /G B(ay(z*))dulg) = /G B(ary(2)")du(g) = /G 3 (ay(@))du(g)

= [ #utay(e)inte) = TG = B(ax(@))

Donde ®.(y) = ®(y*) Vy € M.



153

La propiedad v es consecuencia inmediata de iii. Las dos restantes propiedades son

consecuencia de:

 ®(as,(2) = /G B(an(2))ds, (h) = B(ay(2))

De donde se deduce que G5, = ay.

Reciprocamente; sea & : M(G) — L(M) que verifique i — vii, si se define a; =
as, Vg € G; es inmediato que oy es un sistema dinémico. e

A partir de la proposicién 1.1 podemos definir una aplicacién © que a cada sistema
dindmico « le asigne un operador 6(a) = & € L(M(G).L,(M)), que verifica i — vii,

segun la siguiente férmula:

@(O(a)u(z)) = /G ®(ay(r))du(g) para todo p € M(G),® € M,

Reciprocamente, dada una aplicacién & € L(M(G).L,(M)) que verifique 1 — vii de
la proposicién podemos definir un sistema dindmico (:)(d) = a segun la siguiente
férmula: é(&)g = as,.

Veamos que las funciones © y O son una la inversa de la otra. En efecto, si a un
sistema dindmico, entonces probemos que: ©0(a), = ay.

Para ello hay que verificar que ©(a)s, = ay, esto a su vez se deduce de lo siguiente:
®(O(a)s,(z)) = / ®(an(z))déyg(h) = ®(ay(z)) Ve € M,V® € M,
G

Para completar la demostracién hay que probar que: G)(:)I(&) p =Gy

Es decir, queremos probar que @(@C:)(&)“(w)j = ®(au(z)) Vo € M,V® € M,. En

efecto:
$(06(a),(x)) = /G 3(6(a),(2))du(g) = /G (s, (2))dp(e) = (G(z))

Definicién 1.2: Sian,a € SD(G,M) entonces diremos que o, — o uniformemente
st y s6lo st Ve > 0 Im € IN tal que || an(g) — a(g) ||< € para todon >2m ,g € G
donde a(g) = ay y la norma se entiende tomada en Aut(M) C L(M).

Veremos a continuacién que la topologia inducida por esta convergencia es la que

debemos considerar en SD(G,M) para que la biyeccién sea un homeomorfismo.

Proposicién 1.3:
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Con las notaciones anteriores; &, — & en norma de L(M(G),L(M)) s1 y sdlo si

an = a uniformemente.

Demostracién:

Supongamos que a, — a uniformemente y sean ¢ € M y ® € M, tales que || z ||[< 1
vy ®||<1. Seam € IN tal que || an(g9) — a(g) ||< € paratodon >m , g € G.

Entonces |9((én(4) — &(1))2)] < fy | an(9)e — a(g)e || diul(g) < ¢ || u || Ym < .
Reciprocamente si &, — & segin la norma de L(M(G),L(M)) entonces:

| an(g) — alg) | =l @n(6y) — &(8g) I<| @n —a [l & 1<) Gn — &|| -
De donde se deduce que a, — « uniformemente. o

La conclusién que se extrae de ambas proposiciones es que SD(G, M) es homeomorfo
al subconjunto de los operadores de L(M(G),L(M)) que verifican las propiedades i -
vii de la proposicién 1.1. Esto nos permite de manera natural considerar a SD(G,M)
como subconjunto de L(M(G),L(M)).

De esta manera hemos colocado a SD(G,M) en el contexto de un espacio de Banach
(que posee una estructura natural de variedad diferencial).

Queda pendiente el estudio de bajo qué condiciones el subconjunto de L(M(G),L(M))
‘ que verifica 1 — vii es una subvariedad en la que puede definirse una estructura de
fibrado principal.

La accién natural a considerar en SD(G,M) es la accién dada por los unitarios de M del
siguiente modo: uxay = Ad(u)ayAd(u*). Donde u € M es unitarioy Ad(u)zr = uzu*.
Es posible también considerar una accién desde Aut(M); Txa; = Ta,T7' VT €
Aut(M). |

Cualquiera de ambas acciones se extiende al subconjunto de L(M(G),L(M)) que, segin
la proposicién 1.1, es homeomorfo a SD(G,M).

2. SISTEMAS DINAMICOS ENTEROS.

Segin las notaciones de la seccién anterior consideremos el conjunto SD(Z, M ), donde
Z indica el conjunto de los niimeros enteros y M un algebra de von Neumann inyec-
tiva con predual separable actuando en un espacio de Hilbert H. Consideremos en
SD(Z, M) la métrica d(a, B) = suppez || @n — Bn ||L(M)-

Esta métrica estd bien definida ya que, por ejemplo, por la propiedad iii de la
~ proposicién 1.1 vale que || pn ||=|| fs, ||<|| 6n |< 1 Vp € SD(Z, M); ademas in-
duce en SD(Z, M) la misma topologia que la considerada en la seccién anterior para

los sistemas dindmicos definidos en grupos localmente compactos y abelianos.
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Definamos ahora en Aut(M) una nueva métrica d’(A,B) = sup,cy || A — B" |

Existe una aplicacién natural ' : SD(Z, M) — Aut(M) definida como I'(a) = ay.

Lema 2.1:

Adoptemos las notaciones anteriores y consideremos en Aut(M) la métrica d’. En-

tonces la aplicacion I': SD(Z, M) — Aut(M) es una isometria suryectiva.
Demostracion:

Si a € SD(Z, M) entonces a, = (a1)", por lo tanto d(T'e,I'8) = sup,cz || af —
Bt ||= d(a,B). La suryectividad resulta de que, dado A € Aut(M), si definimos
an = A", entonces a« € SD(Z, M) y I'(a) = A.e

De las dos acciones que pueden considerarse en SD(Z, M) queremos considerar aque-

lla definida desde Aut(M); Txa, = Ta,T~! VT € Aut(M).

A fin de dotar a Aut(M) de una estructura diferencial, considerémoslo como el espacio
de las *-representaciones de M sobre si mismo. Puesto que M es una W*-dlgebra
inyectiva, podemos aplicar los resultados de [ACS 1] y [ACS 2], que nos permiten

definir en Aut(M) una estructura de espacio homogéneo.

Ademsis, como (Txa), = Ta,T™! = (To1T7)" VT € Aut(M),a € SD(Z,M),n €
Z; entonces la acciéon de Aut(M) en SD(Z, M) se traduce, via I', en la accién de
Aut(M) sobre simismo dada por la conjugacién; TxA = TAT ' VT, A € Aut(M). Se
trata entonces de estudiar la estructura de Aut(M) con la métrica d' y la accién recién

indicada.

En esta seccién vamos a dar un primer paso para el estudio de esta estructura, es-
tableciendo un hecho y una conjetura acerca de las érbitas inducidas por la accién de
conjugacién. Recordemos las notaciones de la seccién anterior; si u € M es unitario,
llamaremos Ad(u) € Aut(M) a la aplicacién definida por Ad(u)r = uzu* Vo € M.

Lema 2.2:

Sean i = idy(y), u € L(H) unitario y Ad(u) € L(L(H)) tal que || (Adu)™ — i ||<
3 Vn € Z. Entonces Ad(u) = i.

Demostracién:

Si v = Ad(u) y c pertenece a la cépsula convexa cerrada del espectro de u, que
indicaremos co(sp(u)), entonces |c| > F(4— || v —1 [2) (véase [KR], 10.5.67 -
10.5.68 - 10.5.69). Entonces, como || ¥* — i ||< 3 Vn € Z se deduce que |¢| > 345 >
0,96 Vc € co(sp(u™)) Vn € Z.



156

Multiplicando por un nimero complejo de médulo 1 conveniente, podemos suponer
que 1 € sp(u). La condicién |c| > 0,96 Ve € co(sp(u™)) Vn € Z dice primeramente
que para todo n € Z el espectro de u™ estd contenido en un arco de circunferencia

de longitud 0,57 simétrico alrededor de 1.
Supongamos que sp(u) # {1} y sea A € sp(u) — {1}. Vale que {A\",1} C sp(u™) Vn €

Z; pero, tomando una potencia de A conveniente, {A\",1} quedard fuera del arco de

circunferencia antes indicado; llegamos asi a una contradiccién. Luego sp(u) = {1}.

Como u es un operador normal de L(H) entonces para toda funcién f continua en el
espectro de u vale que || f(u) [|= supyesp(u)lf(A)|. Tomando f(t) := ¢ — 1 resulta

que v = Iy entonces Ad(u) = i.e
Observacion 2.3: El lema 2.2 es vélido aun, si reemplazamos L(H) por M.

Corolario 2.4:
La aplicacidn identidad de M, @ € Aut(M), es un punto aislado en (Aut(M),d’).
Demostracién:

Sea A € Aut(M) tal que d’(A,i) < %; luego || A" —i ||< 3 Vn € Z. Como en

particular || A — ¢ ||< 2, entonces, por [KR], 10.5.73 o [P], Proposition 8.7.9, existe
u € M unitario tal que A = Ad(u). Por el lema 2.2 se deduce que A = i Luego
1
{A € Aut(M) : d'(A4,7) < Z} ={i} e

Definicién 2.5: Diremos que C € Aut(M) es central si AC = CA VA € Aut(M).

Teorema 2.6

Si C € Aut(M) es central entonces C es punto aislado de (Aut(M),d’). Mds ain
1
{A € Aut(M) : d(A,C) < Z} ={C}

Demostracion:

Sea A € Aut(M) tal que d’(4,C) < £, entonces Vn € Z:
—n . n - _ o 1
| A" —C™ =l er(CTA" — i) = CT"A" —i |=[| (T A)" —iI<

Aplicando el corolario 2.4 se deduce que C™'A =i.e

Observemos_que,éi C € Aut(M) es central entonces para todo T € Aut(M) vale que
TCT™! = C, es decir la 6rbita de C es exactamente {C}. Si A € Aut(M) llamemos
Or(A) a la érbita de A; Or(A) = {TAT! : T € Aut(M)}.
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El teorema 2.6 puede refrasearse diciendo que si C es central y A € Aut(M),A # C
entonces la distancia (segtin d’) entre Or(C)y Or{A) es mayor o igual que %. Nuestra
conjetura es que existe un ndmero constante ko > 0 tal que si A,B € Aui(M) son
tales que Or(A) # Or(B), entonces la distancia entre Or(4)y Or(B) es mayor o igual

que un numero constante kq.

3. SISTEMAS DINAMICOS EN GRUPOS FINITOS.

Sea G un grupo abeliano finito, indicaremos por |G| al cardinal de G. Sea M un
dlgebra de von Neumann inyectiva actuando en un espacio de Hilbert separable H y

sea a : G — Aut(M) un sistema dindmico. En particular axy; = ara; Vk,j € G.

o,
qu.J ulivw ’_/

Observacién 3.1: Puesto que G es finito entonces es obvio que C(G) = L(G)

tomando en G su medida de Haar. En este contexto la convolucién de dos funciones

f,g € C(G) queda definida por f xg(j) = ﬁ Yorec f(k)g(i — k) Vi€ G.
Tomaremos como norma en C(G) la siguiente: || f ||c(o):= > req [F(F)I-
Por razones puramente de comodidad en la escritura (que seran evidentes en el teorma

3.8) y sin que esto represente una diferencia esencial omitimos en la definicién de

Il flleco) el factor I%‘T’ que era dado a esperar delante de la sumatoria.

Vamos ahora a seguir una linea argumental similar a aquella desarrollada en la seccién

1, con el fin de dotar a SD(G,M) de una estructura diferencial. Esencialmente vamos

a dar una versién finita de las proposiciones 1.1 y 1.2. Dado a € SD(G, M) queda

definida una aplicacién & : C(G) — L(M) dada por la siguiente féormula: &y =
ﬁ Lreg f(k)ax Vf € C(G).

Proposicién 3.2:

Sia € SD(G,M) y & : C(G) » L(M) es la aplicacion antes definida, entonces &

verifica: ’

i) Gfug = Gydy.

1) &g(z*) = d5(z)* Vz € M, donde (k) = f(k).

i) &5, € Aut(M) Vk € G.

) 11 Lrec f(k)as, = @;.

Reciprocamente si § € L(C(G), L(M)) verifica ¢ — 1v entonces eziste a € SD(G, M)

tal que & = f3, explicitamente o estd dada por la férmula ay = Bs, .
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La demostracién de la proposicién es completamente elemental por lo que la omitimos.
Queda definida una biyeccién entre SD(G,M) y el subconjunto de L(C(G), L(M))
dado por las propiedades i — iv. La proposicién 1.3 nos dice cual es la topologia
a considerar en SD(G,M) para que la biyeccién resulte un homeomorfismo. Esta
topologia es aquella inducida por la métrica d(a, ) = maxieqg || ax — Bk ||-

Notacién:

Indicaremos por In(M) al conjunto de los automorfismos interiores de M, es decir:
In(M) ={T € Aut(M) : T = Ad(u) con u € M unitario }.

E indicaremos por Der(M) al IR- espacio vectorial de las x-derivaciones de M, esto es,
A € Der(M) siy sélo si es lineal y para todo z,y € M vale A(zy) = zA(y) + A(z)y
vy A(z*) = Az)*.

Es bien sabido que toda x-derivacién de M es acotada.

Consideramos sobre SD(G,M) la accién de In(M) definida por (T*a)i := TapT 1.
La accién correspondiente sobre & es idéntica. Es facil probar que Tx& verifica 1 — iv

y que Txa = Txa.

Como M es inyectiva entonces In(M) tiene una estructura diferencial natural. Por
[KR], 10.5.63; T € In(M) si y sélo si existe A € Der(M) tal que T = e¢®. Luego
Der(M) es el espacio tangente natural de In(M). En particular existe un proyector
continuo IP : L(M) — Der(M).

Supongamos que A € L(M) y A = IP(A); digamos A = A + A. Si T ¢ Aut(M)
entonces TAT ™! € Der(M), de donde se deduce que IP(TAT 1) = TIP(A)T.
Dado un sistéma dindmico « indicaremos a partir de ahora con la misma letra a la
aplicacién inducida a € L(C(G), L(M)) e identificaremos ax = as,.

Observacién: Los cédlculos efectuados en gran parte del resto de esta seccién estan
inspirados en [MR].

Definicién 3.3: Dado a € L(C(G), L(M)) definimos Iy : In(M) — L(C(G), L(M))
por IIo(T) = Txa.

Notacién: Llamaremos I, al conjunto I, := {A € Der(M) : Aay = arA Vk € G}.
Proposicién 3.4:

Si Eo : Der(M) — L(M) se define por Eq(A) = ﬁ 2okec kDo

Entonces Eq(Der(M)) C Iy y EoEq = E,q. ’
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Comparese este enunciado con [MR], 12.2.

Demostracién:

Sean A € Der(M), vamos a probar que E4(A) € I,, es decir que Eo(A) € Der(M)
y que Eo(A)ag = agEqL(A) Vg € G.

Para la primera afirmacién basta observar que ayAa_; € Der(M) Vk € G y que si
{Ak}kec C Der(M) entonces > kec Ak € Der(M). Veamos la segunda afirmacién:

: 1 \ 1 1
Ey(A)ay = @(Z arAa_i)ay = |_G_| Z arAagyg = m Z arpgAa_y
keG keG reG
1 Ya
= Eag Z arAa_, = agEL(A).
reG

Probemos finalmente que EqEq(A) = Eo(A).

1 , 1 ' '
EoEq(A) = Gl kz; arEo(A)a_y = @ kZ:GEa.(A)aka_k = Eo(A). e
€G €

Llamemos @ al conjunto de los operadores 8 € L(C(G),L(M)) que verifican i — iv
de la proposicién 3.2; conjunto éste que identificamos con SD(G,M). Fijemos a € Q.
Asumamos por el momento que se verifican las siguientes hipdtesis; que nos permitiran
suponer en () una estructura de espacio homogéneo.

Hipétesis:

1) La accién I, es localmente transitiva y admite secciones locales continuas.

2) El espacio tangente a ) en o es complementado en L(C(G), L(M)).

Observacién 3.5:

Supongamos que T' € In(M) es tal que II,(T') = «; esto significa que Tay = axT Vk €
G. Derivando respecto de T obtenemos que Aoy = arA si A pertenece al tangente

de In(M)enT.
En otras palabras, si llamamos II, al conjunto II, = {T € Aut(M) : IIo(T) = a};

entonces vale que Tr(Il,) = I,. por otra parte este ltimo conjunto, por ser imagen
del proyector Eq es complementado en Der(M).

Observacién 3.6:

Si @ € Q entonces af.y = aja,, derivando obtenemos que si X € T,(Q) luego
Xfug = af Xy + Xgay. Ademss si identificamos X = X5, (k € G) entonces X 1x =
a; Xk + Xjar Vk,j € G. Por otra parte, siendo ax(zy) = ax(z)ax(y), (donde k € G,
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z,y € M), y a(z*) = a(z)* entonces Xi(zy) = ar(2)Xk(y) + Xi(z)ak(y) y ademds
Xk(z*) = Xp(z)*.

Finalmente si I, es la diferencial de I, se tiene que I, : Der(M) — L(C(G), L(M))
y o (6)f = bay —ajsé.

Las férmulas que definen a II, y E4 pueden naturalmente extenderse a L(M), indi-
caremos estas extensiones con las mismas letras Iy y E4 y haremos uso de ellas sin

mencionarlo explicitamente en el teorema 3.8.

Definicién 3.7:

Definimos Ko : L(C(G), L(M)) — L(M) por: Ko(X) = 1é"_| Yoreq Xra_,.
Teorema 3.8:

De acuerdo con las notaciones anteriores, valen los siguientes hechos:

i) Ko(X) € Der(M) VX € Ta(Q).

i) Mo(Ka (X)) = X VX € Ta(Q).

i) Ko(Tlo(A)) = (1 — Eo)(A) VA € L(M).

Demostracién:

Sean z,y € M; demostremos primeramente la propiedad i. Ya que Xi(z*) =
Xk(z)* Vz € G entonces basta ver que Ko(X)(zy) = zKo(X)(y) + Kol X )()y.

En efecto:

Kqo(X)(zy) = ZXka k(zy)) ZXka r(x)a—k(y))
| keG l keG
Z aka—k(z)Xk(a-k(y)) + Xk(a-k(z))aka—i(y))
|G| i
= 2Ko(X)(y) + Ka(X)(2)y.

Para probar ii veamos que II4(Kq(X)); = X; Vj € G.

Ma(Ka(X)); = Ko(X)a; — a; Ko(X) = ] (Z Xpaksj— Y anka_,,>

keG keEG

=G (Z Xro_pyj— Z(X]+k - Xjap)a_ k)

keG keG

IGIZX = X;.

keG
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Finalmente probemos el punto iii.

- 1 —_ 1 .
IXQ(HQ(A)) = @ E HQ(A)Ika_k = -|-GT| E (Aozk — akA)a_k
keG keG

_4- L Y arda_y=(1-Es)(A) e

Nota:

Estudiaremos a continuacién la validez de la hipdtesis 2 que afirma que el espacio

tangente T, (Q)) es complementado en L(C(G),L(M)).

Proposicién 3.9:

L(C(G),L(M)) es isométricamente isomorfo a L(M)ICl .= L(M) @ --- & L(M) (|G|
sumandos).

Demostracién:

Si Ae LM A= (4,,... ,A|g|) entonces definimos: || A [:= maxkeg || Ak || -
Sea T': L(M)ISl — L(C(G), L(M)) definida por: T(A)f := Y yeq f(k)Ak.

Entonces || T(A)f |=| Syeq F(F)4x 1< A | Seee FE =1 Al £ oo

Se deduce que || T(A4) [|<|| A ||. La igualdad de las normas resulta de considerar
que || 6k ||= 1y que I'(A)dx = Ax. Asimismo esta observacion dice que si X €
L(C(G),L(M)) entonces ' }(X) = (X5, Jkeg- ®

Observacién 3.10:

Existe una inclusién natural de L(M) en L(M)!€!l; por lo que podemos considerar
a Der(M) C L(M) C L(M)!Gl. Ademsés el teorema 3.8 nos permite asumir que
To(Q) C L(M)ICl. De este modo hemos podido colocar a los espacios tangentes de
In(M)y SD(G,M) en el contexto de un mismo éspacio de Banach.

Observacién 3.11:

Diremos que X € L(C(G), L(M)) verifica la propiedad P si valen las tres siguientes

afirmaciones:

1) Xk = 0 X + Xjar Vk,j € G;

i) Xr(zy) = ar(z)Xk(y) + Xi(x)ar(y) Vk € G Vz,y € M;

i) Xx(z*) = Xx(z)* Yz € M.

La observacién 3.5 nos dice que Si X € To(Q) entonces X verifica la propiedad P.

Veremos que también vale la reciproca.
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Proposicién 3.12:

Sea X € L(C(G), L(M)); entonces X € To(Q) si y sélo si X verifica la propiedad P.
Ademds st X € To(Q) entonces eziste A € Der(M) tal que X = Aay — arA.

Demostracién:

Sea X € L(C(G),L(M)) que verifica la propiedad P. Es facil probar que en ese caso
Ko(X) € Der(M) y en consecuencia e!F=(X) ¢ In(M) cualquiera sea t € R.

Tomemos la curva ¢ : IR — Q definida por c(t) = e!f«(X)xqa. Entonces %fi—oc(t)s =
Ka(X)ak — arKao(X).

Como X verifica la propiedad P entonces es facil ver que II4(K4(X)) = X; de donde
se deduce que X € To(Q) y que X = Ko(X)ar — arKo(X)VEEG. o

Corolario 3.13:

To(Q) = {Aa—aA: A € Der(M)}. Donde (Aa — alA)r = Aag — airA.

Consideremos el caso G = Zy = {0,1}. Combinando la proposicién 3.9 con el coro-_

lario 3.13 tenemos que T, (Q) se identifica con el subespacio de L(M)? caracterizado

por To(Q) = {(0,Aa; — a1A): A € Der(M)}.
Si A € L(M) entonces

A= AOll(Xl = (AO[](I] - alAal + OélAOt] -+—AO(1(Y]) = = (A — alAaI) + Ea(A)

BN

De donde se deduce que 3 (A — a;Aa;) = (1 — E4)(A).

Por otra parte como Der(M) es complementado en L(M), con proyector asociado
IP, entonces Der(M)a; := {Aa; : A € Der(M)} también es complementado, con
proyector asociado IP(A) := IP(Aa;)a;.

Afirmamos ademés que IP conmuta con 1 — E,. En efecto:

P(1 - Eo(A)) = P (A - %(A + alAal)) = P(A) - %(P(A) + P(a1Aay))
= P(4) ~ § (P(4) + o1 P(A)an) = (1~ Ea)P(4)

Anélogamente se prueba que IP(1 — E4) = (1 — E,)IP y en consecuencia IP(1 — E,)
es un proyector.

Ademais si A € L(M) entonces IP(A) = Aga; para algun Ag € Der(M) y entonces
P(1 - Eyo)(A) = IP(A) — a; IP(A)ay = Agag — a1Ag.
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Definamos E, € L(L(M)?) por Eo(A, B) = (0,1P(1 — E4)(A)); entonces se deduce

que E, es un proyector sobre T,(Q), que, por lo tanto, resulta complementado.
Observacién 3.14:

Hemos visto que en el caso G = Z, se verifica la segunda de las hipdtesis planteadas
(que 74(Q) sea complementado). Veremos en la siguiente seccién que en este caso

también se verifica la hipdtesis restante.

El proyector E, nos permite definir en (J una conexién, donde los espacios horizontales
se definen como H® := Ker(E,) y cuya exponencial estard dada por: ®,(X)f =

e["“(x)a'fe*}"“(x). Luego, las geodésicas de la conexion estan dadas por: cq x(t)f =
eth:a(-}()afe‘“thya(x)_

Observacioén 3.15: Acerca de las secciones locales.

Si continuasemos con la analogia con [MR] podriamos intentar definir una seccién
local mediante la siguiente férmula s,(8) = |1ﬁ| Yokeq @kB—k. Bs facil verificar que
si la distancia (positiva) entre a y § es suficientemente pequeia entonces sq(3) es

inversible y ademas sq(3)a;sq(8)7! = B Vi € G.

Sin embargo no se puede tomar a s, como seccién local pues, en general, s € Aut(M)
(no es multiplicativa). Por ejemplo, en el caso G = Zg; puede probarse que sq €

Aut(M) <= a = (. Este hecho muestra una diferencia esencial entre la seccién
previa y [MR].

4. AUTOMORFISMOS DE ORDEN 2.

Sea M una W*-dlgebra inyectiva. Denotaremos por Z(M) al centro de M, Z(M) =
{r € M : zy = yz Yy € M}. Llamaremos por otra parte Zs(M) al conjunto de
los automorfismos de orden 2, es decir Zqo(M) = {a € Aut(M) : o? = idum}.
Es evidente que cada a € Zy(M) induce de manera natural una representacion
& € SD(Zy, M). Ademads si & € SD(Z,, M) entonces &y € Zi2(M). Maés adn, la
aplicacién SD(Zy, M) — ZLy(M) dada por & — é; es un homeomorfismo. Podemos
aplicar, entonces, a Zy(M) todos los resultados expuestos en la seccidn anterior.

Veremos que en este caso la accién Iy : In(M) — Ziy(M) admite secciones locales.
Fijemos una rama del logaritmo en ' y sea r un nmero racional fijo.

La funcién € — € z — 27 = €™°9(*) es analitica en 1, luego, para todo z en un

entorno U, de 1 vale 2" = Y o7 an(r)(z — 1)".

Observacién 4.1:
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Si u € M unitario es tal que sp(u) C U, entonces el desarrollo en serie antes indicado
nos permite definir el elemento unitario u”™ € M por u” = > o> an(r)(u—1)". Ademés
si a € Aut(M) entonces sp(u) = sp(a(u)) y vale que a(u”) = a(u)".

Observacion 4.2:

Si M es una W*-algebra y a, 8 € Aut(M) verifican que || @ — 3 ||< 2 entonces existe
u € M unitario tal que a(z) = uf(z)u* Vo € M y ademas

pwc {egill=1y Rz Juma-510)}

Para una demostracién de esta observacién puede verse [P], Proposition 8.7.9.

Lema 4.3:

Dado € > 0 existe § > 0 tal que si 0 < 8y < & entonces todo z € ' tal que [z] =1y
Rz > 3(4— 62)7 werifica que |z — 1| < e.

Corolario 4.4:

De acuerdo con las notaciones anteriores, fijado un nimero racional r, existe 6 =
8(r) > 0 que depende sélo de r tal que s1 a, 3 € Aut(M) verifican || a — B ||< 6(r)

entonces existe u € M unitario que cumple las siguientes condiciones

i) a(z) = uf(z)u* Vo € M;

i) sp(u) C Us.

Las demostraciones del lema 4.3 y del corolario 4.4 son completamente elementales y

por lo tanto se omiten.

Sea ahora a € Zy(M) y, seglin las notaciones del corolario 4.4, tomemos § = 5(%)
Si || @ — B ||< &6 entonces existe u € M unitario tal que a(z) = uf(z)u* Ve € M y
ademas sp(u) C Uy .

Proposicién 4.5:

En las condiciones antes descriptas, siv =u? entonces Ad(v) taAd(v) = B.
Demostracién:

Considerando que a(z) = ufB(z)u* y que a, B € Zy(M) entonces Vr € M:
z = B(B(z)) = v*a(u*a(z)u)u = v a(u*)e? (z)a(u)u = u*a(u*)za(u)u.

Se deduce que a(u) = u*c donde ¢ € Z(M). Sea v = uz. Entonces:

o=
=

Il
IS
)

-1
a(v)'v=a (u%) u? = (u*c) 3u? =uic 3y
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En consecuencia a(z) = uf(z)u* = uc~7f(z)ctu* = a(v)*vB(z)v*a(v). Y entonces
afv)a(z)a(v)* = vB(z)v*; de donde se deduce que aAd(v)(z) = Ad(v)B(z). o

La proposicién 4.5 implica la existencia de secciones locales continuas para la accién

My : In(M) — ZLy(M). De la demostracién anterior se deduce ademads el siguiente
hecho.

Observacién 4.6: Acerca de las secciones locales

Supongamos que «, 3 € Aut(M) verifican que existe u € M unitario tal que a(z) =
ufB(z)u*. Siexisten v € M unitario y ¢ € Z(M) tales que a(v)*v = uc entonces e! tal
v verifica que Ad(v) 'aAd(v) = .

Corolario 4.7:

Zo(M) es un subconjunto abierto de Aut(M).

5. REPRESENTACIONES UNITARIAS.

Sea G un grupo localmente compacto y abeliano; y sea M un élgebra de von Neumann
actuando en un espacio de Hilbert H. Sill : G — L(H) es una repfesentacic')n unitaria
y m: C*(G) — L(H) es la x-representacién no degenerada asociada a ella, entonces
el rango de II esta contenido en M si y sélo si el rango de 7 lo esté.

Recordemos que dada Il : G -—— L(H) la representacién 7 asociada queda caracterizada

por la férmula:
() = [ Wo)o)dg ¥ € LG

Reciprocamente dada 7 : C*(G) — L(H), la representacién II estd definida por:
<II(g)p,n > = limx < w(bg * r)p,n > Vp,n € H.

Donde (®)xren es una aproximacién acotada de la identidad en L'(G); || @a |1 <
K VX € A. Para mayores detalles véase [ACS 2], seccién 4.2 y [P], capitulo 7.

Si R(C*(G), M) es el conjunto de *-representaciones de C*(G) en My S(G,M) es el
conjunto de representaciones unitarias de G en M; sea p la biyeccién recién definida.
El conjunto R(C*(G), M) tiene una topologia natural dada por la norma. La pregunta
que queda planteada es qué topologia hay que considerar en §(G,M) para que p resulte
un homeomorfismo (cf. [ACS 2]). Veremos a continuacién la respuesta.

Definicién 5.1: i II,,II son representaciones unitarias de G en L(M) entonces

diremos que II,, — II uniformemente si y sélo si Ve >0 Ing € IN tal que || M,(g) —
II(g) ||[< €e Vn > ng Vg € G.



166

Proposicién 5.2:

Segin las notaciones anteriores; sean I, Il : G — L(H) representaciones unitarias y
Tn, T las representaciones asociadas. Entonces m, — m en norma de L(C*(G), L(H))

st y 86lo s1 11, — II uniformemente.
Demostracidn:

Supongarmos que m, — 7y sea (®x)rea una aproximacién acotada de la identidad,
donde A es un conjunto dirigido y || @5 |1 < K VA € A.

Entonces para cada ,n € H,g € Gy Vn € IN, < II(g),n > = limx < 7(by *
2 )¢,n >y <Ialg)p,n > = limx < ma(bg * Ba)p,n > .

Como 7, — 7 en norma, entonces para cada ,n € H y para cada A € A :
limp < mp(bg x ®a)p,n >=< w(bg * ), n > .
Tenemos ademas que si ,n € H, || ¥ ||< 1,]| n ||< 1 entonces
| <ma(bg x P2, > — < m(bg x Ba)h,n > [ =| < (mn — m)(6g x Ba)p, 1 > |

S =) (g *x@X) N Nl n IS =7 [ || bg*@x ([ b [ I IS K [ mn—7].
Nétese que la acotacién anterior es independiente de A. Por lo tanto si Y,n € H,
[ I<L1inll<1 | < (Ta(g) —(g))p,n > | = lima| < mn(bg * Ba)tp,n > —

< 7m(bg*x @), >|< K| mp—7| .

La conclusién es que Ve > 0 dng € IV tal que si n > ng entonces

| < (In(g) = T(g))sn > [ <eVge GV ||| ¥[<1.

Recordemos que si B € L(H) es tal que | < By,n > | <eV | % |,|| 7 ||< 1 entonces
| B llms e

Aplicando esta observacién a B := II,(¢g) — II(g) obtenemos que:
Ve > 0 3ng € IN tal que || I,{g)—I(g) ||< € Yn > ng Vg € G.

‘Para probar la reciproca, supongamos que II,, — II uniformemente. Dado € > 0 sea
no € IN tal que || I,(g) — [I(g) ||[< € Vg € G, n > ng. Sea f € LX(G), || f 1< 1. Si
n > no entonces || mn(f) = 7(f) 1< fy | Tnlg) = (o) || 1F(9)ldg < € [ |f()ldg = €.
Por la densidad de L!(G) se deduce que || 1, — 7 ||< e VR > ng. @
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Observacién 5.3:

A partir de lo demostardo en [ACS 2], la proposicién 5.2 nos permite definir en
el conjunto de representaciones unitarias de G en M una estructura de espacio ho-

mogéneo.
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