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CONJUNTOS SUMA PEQUENOS EN GRUPOS
HAMILTONIANOS

WILSON F. MUTIS, FERNANDO A. BENAVIDES, AND JOHN H. CASTILLO

ABSTRACT. Given a group (G,-) and positive integers r,s < |G|, we denote with pg(r,s) the
least possible size of the sumsets AB = {a-b:a € A and b € B}, where A, B run over all subsets
of G, such that |A| = r and |B| = s. Let H = Q x (Z/27)* x C be a Hamiltonian group, where k
is a non-negative integer, Q is the quaternion group of 8 elements and C is a cyclic group of odd
order. We present an explicit formula for pg(r, s).

RESUMEN. Dados un grupo (G,-) y enteros positivos r, s < |G|, se denota con pg(r, s) el menor
cardinal posible de los conjuntos suma AB = {a-b:a € A and b € B}, donde A, B recorren los
subconjuntos de G, tales que |A| = r y |B| = s. Sea H = Q x (Z/2Z)* x C un grupo hamiltoniano,
donde k es un entero no negativo, Q es el grupo cuaternién de 8 elementos y C es ciclico de orden
impar. Se presenta una férmula explicita para la funcién pg(r, s).

1. INTRODUCCION

Sea (G,:) un grupo. El conjunto suma (o conjunto producto) de dos
subconjuntos A y B de G es el conjunto denotado con AB y definido por

AB={a-b: acAybe B}

Ademés si A = @ o B = &, se define AB = @&. Dados dos enteros r, s tales que
1 <r,s <|G|, ua(r,s) denota al minimo cardinal de los conjuntos producto AB,
donde A y B son subconjuntos de G de cardinal r, s, respectivamente, es decir,

pa(r,s) =min{ |AB| : A,BCG, |A|=r,|B|=s}.

Determinar una férmula explicita que facilite el cdlculo de pg(r, s) es un problema
de interés en la Teoria Aditiva de Numeros. El primer resultado en esta direccion,
segun [5], es el Teorema de Cauchy-Davenport. Este teorema establece que, para
un grupo ciclico G de orden primo p, pg(r,s) = min{p,r + s — 1}.

Para el caso en que G es un grupo abeliano, Eliahou y Kervaire probaron en [2]
que

pa(r, s) = ka(r,s) (1)
donde
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e = i {([71 1))

y H(G) es el conjunto de 6rdenes de subgrupos finitos de G. Por ejemplo, si G es
abeliano de orden finito n, H(G) coincide con el conjunto de divisores positivos de

n y en este caso
wotr) =i { (5] + 5] 1) ).

Cuando G es un grupo finito no abeliano se desconoce una férmula explicita
de pg(r, s), aunque existen grupos no abelianos para los cuales la igualdad (1) se
cumple. Por ejemplo en [10] Kemperman demostré que p(r, s) = kg (r, s) cuando
G es un grupo libre de torsién, Eliahou y Kervaire en [3] probaron que esta igualdad
también se satisface para grupos diédricos de orden 2p™ con p primo y posterior-
mente en [7] ellos extendieron la férmula a la clase de grupos diédricos finitos. Sin
embargo, la igualdad (1) no se verifica para todo grupo finito no abeliano, ya que
el producto semidirecto G = Ci3 X C3, donde C; denota el grupo ciclico de orden
i, cumple la desigualdad pg(6,6) > £g(6,6) (ver [0]).

El objetivo de este articulo es ampliar la clase de grupos finitos no abelianos que
cumplen la identidad (1). Sea Q el grupo cuaternién de 8 elementos y k un entero
no negativo. En la siguiente seccién se prueba que p5(r, s) = £ 5(r, s) para el grupo
H = Q x (Z/2Z)* y, a partir de este hecho, se muestra que g (r,s) = rp(r,s)
para el grupo hamiltoniano H = Q x (Z/2Z)* x C donde C es un grupo ciclico de
orden impar.

En lo que sigue seran necesarias las siguientes definiciones y resultados.

Definicién 1.1. Se dice que un grupo no abeliano G es hamiltoniano si todos sus
subgrupos son normales.

Se puede probar que el grupo cuaternién Q es un grupo hamiltoniano y, mas
atin, que todo grupo hamiltoniano H es de la forma H = Q x (Z/2Z)* x G, donde
G es un grupo abeliano en el cual todos sus elementos son de orden finito impar
(ver Teorema 5.3.7 de [L1]).

En el Lema 2.1 y los Teoremas 4.1, 4.2 y 4.6 de [5], se establecen las siguientes
propiedades.

Lema 1.1. Sean G un grupo finito y r, s enteros tales que 1 < r,s < |G|. Entonces

L palr,s) = pals,7)-

2. Si 1 <r <3, entonces pg(r,s) = ka(r,s).

3. Sir+s> |G|, entonces ug(r,s) = ka(r,s) = |G|.
4. Sir+s=|G|, entonces puc(r,s) = ka(r, s).

En el Lema 2.2 de [3], se prueba la siguiente desigualdad.

Lema 1.2. Sea G un grupo soluble finito y r, s enteros tales que 1 < r, s < |G|. Si
k es el orden de un subgrupo normal K de G, entonces

ne(r,s) < ([ﬂ + m - 1) k.
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Definicion 1.2. Se dice que un grupo G es supersoluble si admite una serie normal
G = Ny 2 Ny 2 -+ 2O N = {1}, donde para cada i = 1,2,...,k el grupo
factor N;_1/N; es ciclico.

Los grupo finitos supersolubles satisfacen la siguiente propiedad, ver Corolario
10.5.2 en [9].

Teorema 1.1. Sean p; < pa < --+ < p,. ndmeros primos. Si G es un grupo finito
supersoluble de orden p1ps - - - py, entonces G tiene una serie principal

G=NoDN;D---DN, ={1},
donde para cada i =1,2,...,r el grupo factor N;_1/N; es de orden p;.

Corolario 1.1. Sea p un numero primo. Si G es un p-grupo finito, entonces para
cada divisor positivo t de |G| existe un subgrupo normal N de G tal que |[N| = t.

Demostracion. Por los Teoremas 10.2.4 y 10.3.4 de [9] sabemos que G es un grupo
supersoluble. Ademés, como |G| = p™, del Teorema 1.1 se deduce que G tiene una
serie principal

GZHoDHlD"'DHn:{l},

donde |H;_1| = p|H;| para cada i. Dado que |H,| = 1, entonces |H;_1| = p
para cada i € {1,...,n}.

Sea t un divisor positivo de |G/, luego t = p* con 0 < k < n. Si k = 0 entonces
H, = {1} es un subgrupo normal de G y |H,| = 1. Si k = n, N = G satisface
el enunciado del corolario. Por ultimo, si & = 1,...,n — 1 entonces H,_j es un
subgrupo normal de Gy |H,,—i| = k. O

n—i+1

Definiciéon 1.3. Sean V un conjunto ordenado con elemento minimo ag y t un
entero positivo. El subconjunto Iy = {ag < a1 < -+ < at—1} de V se deno-
mina el conjunto inicial de longitud t si para todo i € {0,1,...,t — 2} se tiene
{x eV a <z <a1} =0. El conjunto In = & es el segmento inicial de longitud
cero.

2. LA FUNCION iy PARA GRUPOS HAMILTONIANOS.

Sea H = Q x (Z/ZZ)k x C, donde k es un entero no negativo, Q es el grupo
cuaternién de 8 elementos y C = (g) es un grupo ciclico de orden impar.

Lema 2.1. El grupo H es soluble.

Demostracién. Observemos que H = Q x (Z/2Z)* es un subgrupo normal de H de
indice impar, entonces por el Teorema de Feit-Thompson, ver [8], H/H es soluble.
Ademas H es soluble por ser un 2-grupo y, por lo tanto, H es soluble. 1

Lema 2.2. Si |C| = n entonces el conjunto H(H) de drdenes de subgrupos de H
es

HH)={2d : 0<x<k+3, dn}.
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Demostracion. Sea z € {0,1,...,k+ 3} y d un divisor positivo de n. Entonces por
el Corolario 1.1 existe un subgrupo normal 7 de H tal que |7 = 2*. Como C es
ciclico de orden n existe un subgrupo normal N de C de orden d, luego 7 x N es
un subgrupo normal de H de orden 2*d.

Ahora si m es el orden de un subgrupo de H entonces m divide a |H| = 2¥+3n,
y dado que 2 no divide a n, se tiene que m = 2%d para algin = € {0,1,...,k + 3}
y algin divisor positivo d de n. O

El siguiente lema es una consecuencia directa del Lema 1.1.

Lema 2.3. Sea Q el grupo de los cuaterniones. Sir y s son dos enteros positivos
menores o iguales a 8, entonces pio(r,s) = ko(r, s).

Lema 2.4. Sean k > 1, H = Q x (Z)2Z)F y T = Q x (Z/2Z)*~1. Entonces para
toda terna de enteros positivos T, s, s1 < |T'| se cumple la desigualdad

wr(r, s0) + wr(r, s1) > kg (r, so + s1).

Demostracion. Dado que todo p-grupo finito es supersoluble, por el
Corolario 1.1 se tiene que el conjunto de 6rdenes de subgrupos de T es el con-
junto de divisores de |T'|; es decir H(T) = {1,2,22%,...,2k2}.

Sean r, sg, s1 enteros positivos tales que r,s9,s1 < |T|y z,y € {0,1,...,k+ 2}
tales que

wrtro0) =2 ([ +[g2] =1) v w2 ([ ]+ [55] )

donde se supone, sin perdida de generalidad, que z < y. Entonces

o st = ([5] 4[] =12 (] +[31-1)

Como 2Y~% {%—‘ > ;—}C v [&] + [&2] > [&1 + & para todo &1,& € R se obtiene
que kp(r,so) + kr(r,s1) > 2% ([2%1 + [502%] - 1) > kg(r, so+ s1). O

Si p es un entero mayor o igual que 2, se denota por @, la suma Nim p-adica
la cual se define como sigue: sean k y | nimeros naturales y Y ,o kip’, >~ lip’
las expansiones p-adicas de k y [ respectivamente, de ahi que 0 < k;,l; < p—1
para todo i. La suma Nim p-adica k @), [ es el entero cuya expansiéon p-adica es
k®yl =3 soki ®pli)p', donde k; @, I; denota el entero que estd caracterizado
por 0 < k; @;li <p—1yki®,l; =k + 1;(médp).

Teorema 2.1. Sea k wun entero no negativo. En el grupo hamiltoniano
H = Qx (Z)27)% se cumple que pg(r,s) = kg(r,s) para todo par de enteros
r, s tales que 1 < r,s < |ﬁ|

Demostracion. Dado que H es soluble y que paracadat € ’H(f—j ) existe un subgrupo
normal de H de orden ¢, el Lema 2.2 de [3] implica que pg(r,s) < kg(r,s). La
prueba de la desigualdad pg(r,s) > kg(r,s) se hard por induccién sobre k. Para
k = 0 tenemos H = Q y por el Lema 2.3 se cumple la afirmacién. Supongamos
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que la afirmacién es cierta para el grupo hamiltoniano 7~ de orden 2¥+3 con k > 0,
wr(r, s)AZ K1 (r,s).

Sea H un grupo hamiltoniano de orden 2% entonces existe un elemento ¢

de orden 2 en el centro de H tal que H = T U Te. Para enteros r y s tales que
1 <7 s <284y dos subconjuntos A, B de H que realizan a 7 (7, s) se escogen
subconjuntos Ag, A1, By, By C T de cardinales rq, 71, Sg, $1, respectivamente, tales
que A =AgUAjc y B = ByU Bic. Asi,

AB = (A()BO U AlBl) U (A()Bl U AlBQ)C

y por tanto

/J/?I(T,S) = |AB| = |AQBQ U A1B1| + |AoBl U A1B0| . (2)

Se consideran los siguientes casos:

1. Si Ay = B; = @, entonces
r(r,5) < |AoBol = |AB| = gy (r, ) < pr(r, ).

Luego, aplicando la hipétesis inductiva, pur(r,s) > k7(r,s) > kg(r,s), y
por lo tanto

,u'[f[(rv s) > Hﬁ(ra s).
2. Los casos en que Ay = By =, Ag = B1 = 3y Ay = By = & se resuelven
de manera similar al caso anterior.
3. Si Ag = Dy Ay, By, B1 # &, entonces
pg(r,s) = |A1Bi| + |A1Bo| > pr(r1, s1) + pr(r1, s0)-
De la hipétesis inductiva y el Lema 2.4 se deduce que
pg(r,s) =2 kr(r,s1) + Kr(r s0) 2 kg so + s1) = kg (r,s).

4. En los casos en que uno solo de los subconjuntos Ay, By o By es vacio, se
procede de manera similar al caso 3.

5. Finalmente se supone que los conjuntos Ag, A1, By, By son no vacios. De la
igualdad (2) se tiene que

pg(r,s) > max {|AgBo|, |A1B1|} + max {|AgBi|,|A1Bol}
y por lo tanto
pg(r,s) > max {ur(ro, so), pr(r1, s1)} + méx {7 (ro, s1), 7 (r1,50)} -
De la hipétesis inductiva se sigue que
pg(r,s) > max {k7(ro, s0), £7(r1,51)} + max {k7(ro, s1), i7(r1,50)}.  (3)

Notemos que el conjunto Ny de los enteros no negativos tiene estructura
de espacio vectorial sobre el campo finito o, donde la suma de vectores es
la suma Nim p-adica. Sea V el subespacio de Ny generado por el conjunto
{1,2,22,...,2%2}. Sea I, el segmento inicial de longitud ¢ de V. De la
Proposicién 3.1 de [1] se sigue que

wy(u,v) = I, @2 I,| siempre que 1 <u,v < |V). (4)
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Sea M =V x (Z/2Z). Dado que M es abeliano y H (M) = H(H) se tiene
par(r,8) = kar(r, s) = kg (r, s). (5)

Ahora, si el grupo V es visto como un subgrupo de M y se toma
b = (0,1) € M se sigue que M = VU (V +b). Sean I, I, I, I,
los segmentos iniciales de V de longitudes rg, 11, So, S1, respectivamente, y
consideremos los conjuntos

E=1,U(,+b) y D=1I,U(lL, +b).

Entonces

|E| = Ity U (Ir, +b)| = Lno| + [In, | =70 + 71 =7,

|D| = L5, U (Is, + )| = [Lsg| + s, | = 50 + 51 =5
y

E+D = [(Ir, ®2 Lsy) U (Ir, ©2 L5, )] U{[(Iry ®2 Is,) U (Ir, ®2 Is,)] + b} -
Asi,
e (1, 8) < |(Lng @2 Lsg) U (Iny @2 Isy)| 4 |[(Lrg @2 Ls,) U (Iry D2 Is,)
De la igualdad (4) se tiene que
par(rys) < |I/Lv(ro,so) U Iuv(m,a)‘ + |Iuv(r0,31) U Ipv(rl,so)‘ .

Por otro lado

L1 (r0,50) Y Ly (r1,51) = Imax{pns (r0,50) i (71,51 }
Iltv(rmsl) U IHV(M,SO) - Iméx{uv(’“oasl)wv(ﬁ,So)}

implican que
puar (1, 8) < méx{py(ro, so), py(ri, s1)} + max{puy(ro, s1), py(r1, s0)}-
Como V es abeliano, tenemos
war(rys) < max{ry(ro, so), ky(r1, s1)} + max{ky(ro, s1), ky(r1, so)}-
Ademés H(T) = H(V), luego
i (ry8) < max{rr(ro,s0), k7 (r1,s1)} + max{ks(ro, s1), k7(r1, 50)}
La desigualdad (3), la igualdad (5) y la desigualdad anterior implican que
pg(r,s) = kg s),
como se queria probar.

O

Teorema 2.2. Sea k un entero no negativo. En el grupo H = Q x (Z/2Z)* x C,
con C = (g) un grupo ciclico de orden impar, se tiene que pup(r,s) = ku(r,s) para
todo par de enteros positivos r, s tales que 1 < r,s < |H]|.
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Demostracion. De los Lemas 1.2, 2.1 y 2.2 se deduce que py(r,s) < xpg(r,s). El
elemento b = (1,0, ¢g) de H tiene orden n y pertenece al centro de H, por lo tanto

H=HUHbU---UHM,

donde H = Q x (Z/27)F.
Si A, B son subconjuntos de H que realizan pg(r,s), existen subconjuntos
Avgs oo A, R
By, ..., Bs, , de H de cardinales rg,...,r,—1, S0, --.,Sn—1 respectivamente, ta-
les que > r; =17, > 8, = s,
n—1 . n—1 .
A= 4,0 y B = J By,b".
~ =0

=0 1=

Si notamos F; ={ (i,7) : 0<4,j<n-—1, i+ j=1(mbdn) }, tenemos que

n—1 n—1 n—1
AB = <U Amlf) U B,v | = U 4.B, |V
i=0 j=0 1=0 | \(ij)eR
y por lo tanto
n—1
up(r,s) = |AB| = Z U A, By,
1=0 |(i,j)eR
n—1
pr(r.s) > Y (max{ [A, B, | : (i,5) € Fi})
1=0
n—1
> Y (méx{ pg(ris;) : (i,5) € Fi}).
1=0

Del Teorema 2.1, se sigue que

n—1
pr(rs) > > (mix{ kg(rs,s5) | (i,5) € B}). (6)
1=0
Sea V el subespacio de Ny generado por el conjunto {1,2,22 ... 22} Sea I,

el segmento inicial de longitud ¢ de V. La Proposicién 3.1 de [1] implica que
puy(u,v) = |1, 2 I,| siempre que 1 <u,v < |V|. (7)

Sea M =V x (Z/nZ). Dado que M es abeliano y H(M) = H(H) se tiene
pn(ry 8) = kar(ry 8) = kp(r,s). (8)
Si consideramos a ]f como un subgrupo de M, y tomamos b = (0,1) en M,

se sigue que M = |J (V + kb). Sean Ipy,..., L., Is5,...,Is, _, los segmentos
k=0
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iniciales de V de longitudes rg, ..., 7,—1, S0, - - - , Sn—1 respectivamente. Sean E'y D
los conjuntos
n—1 n—1
E=|JU, +kb) vy D=JT, +kb).
k=0 k=0

Entonces

n—1 n—1
|E|:Zrk:r y |D|:Zsk:s
k=0 k=0

Ademas, si F; ={ (i,j) : 0<4,j<n-—1, i+j=1Il(mbdn)},

n—1
=0 (i,9)€F;
Asi que
n—1
par(rys) < Z U Ly (ris))
1=0 | \ (i,j)€F,
Por otro lado, como
Ly risg)y Y iy (ricyse) = Ty (riys) i (rie,s0)}

se obtiene la desigualdad

n—1
wun(rys) < Zméx{ wy(riysg) @ (i,5) € Fy }.
1=0
Como V es abeliano, se tiene
n—1

par(r,s) <Y méx{ my(ri,s;) ¢ (6,5) € Fy )}
=0

Ademés, como H(H) = H(V), se sigue

n—1
par(rys) < 3 max{ kg(ri,s;) + (i) € F ).
=0

La desigualdad (6), la igualdad (8) y la desigualdad anterior implican

wr(r,s) > kg (r,s).
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