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CONJUNTOS SUMA PEQUEÑOS EN GRUPOS

HAMILTONIANOS

WILSON F. MUTIS, FERNANDO A. BENAVIDES, AND JOHN H. CASTILLO

Abstract. Given a group (G, ·) and positive integers r, s ≤ |G|, we denote with µG(r, s) the
least possible size of the sumsets AB = {a · b : a ∈ A and b ∈ B}, where A,B run over all subsets
of G, such that |A| = r and |B| = s. Let H = Q× (Z/2Z)k × C be a Hamiltonian group, where k
is a non-negative integer, Q is the quaternion group of 8 elements and C is a cyclic group of odd
order. We present an explicit formula for µH (r, s).

Resumen. Dados un grupo (G, ·) y enteros positivos r, s ≤ |G|, se denota con µG(r, s) el menor
cardinal posible de los conjuntos suma AB = {a · b : a ∈ A and b ∈ B}, donde A,B recorren los
subconjuntos de G, tales que |A| = r y |B| = s. Sea H = Q× (Z/2Z)k ×C un grupo hamiltoniano,
donde k es un entero no negativo, Q es el grupo cuaternión de 8 elementos y C es ćıclico de orden
impar. Se presenta una fórmula expĺıcita para la función µH (r, s).

1. Introducción

Sea (G, ·) un grupo. El conjunto suma (o conjunto producto) de dos
subconjuntos A y B de G es el conjunto denotado con AB y definido por

AB = {a · b : a ∈ A y b ∈ B}.

Además si A = ∅ o B = ∅, se define AB = ∅. Dados dos enteros r, s tales que
1 ≤ r, s ≤ |G|, µG(r, s) denota al mı́nimo cardinal de los conjuntos producto AB,
donde A y B son subconjuntos de G de cardinal r, s, respectivamente, es decir,

µG(r, s) = mı́n{ |AB| : A,B ⊂ G, |A| = r, |B| = s }.

Determinar una fórmula expĺıcita que facilite el cálculo de µG(r, s) es un problema
de interés en la Teoŕıa Aditiva de Números. El primer resultado en esta dirección,
según [5], es el Teorema de Cauchy-Davenport. Este teorema establece que, para
un grupo ćıclico G de orden primo p, µG(r, s) = mı́n{p, r + s− 1}.

Para el caso en que G es un grupo abeliano, Eliahou y Kervaire probaron en [2]
que

µG(r, s) = κG(r, s) (1)

donde
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κG(r, s) = mı́n
h∈H(G)

{(⌈ r
h

⌉
+
⌈ s
h

⌉
− 1
)
h
}

y H(G) es el conjunto de órdenes de subgrupos finitos de G. Por ejemplo, si G es
abeliano de orden finito n, H(G) coincide con el conjunto de divisores positivos de
n y en este caso

µG(r, s) = mı́n
d|n

{(⌈ r
d

⌉
+
⌈ s
d

⌉
− 1
)
d
}
.

Cuando G es un grupo finito no abeliano se desconoce una fórmula expĺıcita
de µG(r, s), aunque existen grupos no abelianos para los cuales la igualdad (1) se
cumple. Por ejemplo en [10] Kemperman demostró que µG(r, s) = κG(r, s) cuando
G es un grupo libre de torsión, Eliahou y Kervaire en [3] probaron que esta igualdad
también se satisface para grupos diédricos de orden 2pn con p primo y posterior-
mente en [7] ellos extendieron la fórmula a la clase de grupos diédricos finitos. Sin
embargo, la igualdad (1) no se verifica para todo grupo finito no abeliano, ya que
el producto semidirecto G = C13 ⋉ C3, donde Ci denota el grupo ćıclico de orden
i, cumple la desigualdad µG(6, 6) > κG(6, 6) (ver [6]).

El objetivo de este art́ıculo es ampliar la clase de grupos finitos no abelianos que
cumplen la identidad (1). Sea Q el grupo cuaternión de 8 elementos y k un entero
no negativo. En la siguiente sección se prueba que µ

Ĥ
(r, s) = κ

Ĥ
(r, s) para el grupo

Ĥ = Q × (Z/2Z)k y, a partir de este hecho, se muestra que µH(r, s) = κH(r, s)
para el grupo hamiltoniano H = Q× (Z/2Z)k × C donde C es un grupo ćıclico de
orden impar.

En lo que sigue serán necesarias las siguientes definiciones y resultados.

Definición 1.1. Se dice que un grupo no abeliano G es hamiltoniano si todos sus

subgrupos son normales.

Se puede probar que el grupo cuaternión Q es un grupo hamiltoniano y, más
aún, que todo grupo hamiltoniano H es de la forma H = Q× (Z/2Z)k ×G, donde
G es un grupo abeliano en el cual todos sus elementos son de orden finito impar
(ver Teorema 5.3.7 de [11]).

En el Lema 2.1 y los Teoremas 4.1, 4.2 y 4.6 de [5], se establecen las siguientes
propiedades.

Lema 1.1. Sean G un grupo finito y r, s enteros tales que 1 ≤ r, s ≤ |G|. Entonces

1. µG(r, s) = µG(s, r).
2. Si 1 ≤ r ≤ 3, entonces µG(r, s) = κG(r, s).
3. Si r + s > |G|, entonces µG(r, s) = κG(r, s) = |G|.
4. Si r + s = |G|, entonces µG(r, s) = κG(r, s).

En el Lema 2.2 de [3], se prueba la siguiente desigualdad.

Lema 1.2. Sea G un grupo soluble finito y r, s enteros tales que 1 ≤ r, s ≤ |G|. Si
k es el orden de un subgrupo normal K de G, entonces

µG(r, s) ≤
(⌈ r

k

⌉
+
⌈ s
k

⌉
− 1
)
k.
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Definición 1.2. Se dice que un grupo G es supersoluble si admite una serie normal

G = N0 ⊇ N1 ⊇ · · · ⊇ Nk = {1}, donde para cada i = 1, 2, . . . , k el grupo

factor Ni−1/Ni es ćıclico.

Los grupo finitos supersolubles satisfacen la siguiente propiedad, ver Corolario
10.5.2 en [9].

Teorema 1.1. Sean p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pr números primos. Si G es un grupo finito

supersoluble de orden p1p2 · · · pr, entonces G tiene una serie principal

G = N0 ⊃ N1 ⊃ · · · ⊃ Nr = {1},

donde para cada i = 1, 2, . . . , r el grupo factor Ni−1/Ni es de orden pi.

Corolario 1.1. Sea p un número primo. Si G es un p-grupo finito, entonces para

cada divisor positivo t de |G| existe un subgrupo normal N de G tal que |N | = t.

Demostración. Por los Teoremas 10.2.4 y 10.3.4 de [9] sabemos que G es un grupo
supersoluble. Además, como |G| = pn, del Teorema 1.1 se deduce que G tiene una
serie principal

G = H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hn = {1},

donde |Hi−1| = p|Hi| para cada i. Dado que |Hn| = 1, entonces |Hi−1| = pn−i+1

para cada i ∈ {1, . . . , n}.
Sea t un divisor positivo de |G|, luego t = pk con 0 ≤ k ≤ n. Si k = 0 entonces

Hn = {1} es un subgrupo normal de G y |Hn| = 1. Si k = n, N = G satisface
el enunciado del corolario. Por último, si k = 1, . . . , n − 1 entonces Hn−k es un
subgrupo normal de G y |Hn−k| = k. �

Definición 1.3. Sean V un conjunto ordenado con elemento mı́nimo a0 y t un

entero positivo. El subconjunto It = {a0 < a1 < · · · < at−1} de V se deno-

mina el conjunto inicial de longitud t si para todo i ∈ {0, 1, . . . , t − 2} se tiene

{x ∈ V : ai < x < ai+1} = ∅. El conjunto I0 = ∅ es el segmento inicial de longitud

cero.

2. La función µH para grupos hamiltonianos.

Sea H = Q × (Z/2Z)
k
× C, donde k es un entero no negativo, Q es el grupo

cuaternión de 8 elementos y C = 〈g〉 es un grupo ćıclico de orden impar.

Lema 2.1. El grupo H es soluble.

Demostración. Observemos que Ĥ = Q× (Z/2Z)k es un subgrupo normal de H de

ı́ndice impar, entonces por el Teorema de Feit-Thompson, ver [8], H/Ĥ es soluble.

Además Ĥ es soluble por ser un 2-grupo y, por lo tanto, H es soluble. �

Lema 2.2. Si |C| = n entonces el conjunto H(H) de órdenes de subgrupos de H
es

H(H) = { 2xd : 0 ≤ x ≤ k + 3, d|n }.
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Demostración. Sea x ∈ {0, 1, . . . , k+3} y d un divisor positivo de n. Entonces por

el Corolario 1.1 existe un subgrupo normal T de Ĥ tal que |T | = 2x. Como C es
ćıclico de orden n existe un subgrupo normal N de C de orden d, luego T ×N es
un subgrupo normal de H de orden 2xd.

Ahora si m es el orden de un subgrupo de H entonces m divide a |H | = 2k+3n,
y dado que 2 no divide a n, se tiene que m = 2xd para algún x ∈ {0, 1, . . . , k + 3}
y algún divisor positivo d de n. �

El siguiente lema es una consecuencia directa del Lema 1.1.

Lema 2.3. Sea Q el grupo de los cuaterniones. Si r y s son dos enteros positivos

menores o iguales a 8, entonces µQ(r, s) = κQ(r, s).

Lema 2.4. Sean k ≥ 1, Ĥ = Q× (Z/2Z)k y T = Q× (Z/2Z)k−1. Entonces para

toda terna de enteros positivos r, s0, s1 ≤ |T | se cumple la desigualdad

κT (r, s0) + κT (r, s1) ≥ κ
Ĥ
(r, s0 + s1).

Demostración. Dado que todo p-grupo finito es supersoluble, por el
Corolario 1.1 se tiene que el conjunto de órdenes de subgrupos de T es el con-
junto de divisores de |T |; es decir H(T ) = {1, 2, 22, . . . , 2k+2}.

Sean r, s0, s1 enteros positivos tales que r, s0, s1 ≤ |T | y x, y ∈ {0, 1, . . . , k + 2}
tales que

κT (r, s0) = 2x
(⌈ r

2x

⌉
+
⌈ s0
2x

⌉
− 1
)

y κT (r, s1) = 2y
(⌈ r

2y

⌉
+
⌈ s1
2y

⌉
− 1
)

donde se supone, sin perdida de generalidad, que x ≤ y. Entonces

κT (r, s0) + κT (r, s1) = 2x
(⌈ r

2x

⌉
+
⌈ s0
2x

⌉
− 1 + 2y−x

(⌈ r

2y

⌉
+
⌈ s1
2y

⌉
− 1
))

.

Como 2y−x
⌈ s1
2y

⌉
≥

s1
2x

y ⌈ξ1⌉ + ⌈ξ2⌉ ≥ ⌈ξ1 + ξ2⌉ para todo ξ1, ξ2 ∈ R se obtiene

que κT (r, s0) + κT (r, s1) ≥ 2x
(⌈

r
2x

⌉
+
⌈
s0+s1
2x

⌉
− 1
)
≥ κ

Ĥ
(r, s0 + s1). �

Si p es un entero mayor o igual que 2, se denota por ⊕p la suma Nim p-ádica
la cual se define como sigue: sean k y l números naturales y

∑
i≥0 kip

i,
∑

i≥0 lip
i

las expansiones p-ádicas de k y l respectivamente, de ah́ı que 0 ≤ ki, li ≤ p − 1
para todo i. La suma Nim p-ádica k ⊕p l es el entero cuya expansión p-ádica es
k ⊕p l =

∑
i≥0(ki ⊕p li)p

i, donde ki ⊕p li denota el entero que está caracterizado

por 0 ≤ ki ⊕p li ≤ p− 1 y ki ⊕p li ≡ ki + li(módp).

Teorema 2.1. Sea k un entero no negativo. En el grupo hamiltoniano

Ĥ = Q × (Z/2Z)k se cumple que µ
Ĥ
(r, s) = κ

Ĥ
(r, s) para todo par de enteros

r, s tales que 1 ≤ r, s ≤ |Ĥ |.

Demostración. Dado que Ĥ es soluble y que para cada t ∈ H(Ĥ) existe un subgrupo

normal de Ĥ de orden t, el Lema 2.2 de [3] implica que µ
Ĥ
(r, s) ≤ κ

Ĥ
(r, s). La

prueba de la desigualdad µ
Ĥ
(r, s) ≥ κ

Ĥ
(r, s) se hará por inducción sobre k. Para

k = 0 tenemos Ĥ = Q y por el Lema 2.3 se cumple la afirmación. Supongamos
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que la afirmación es cierta para el grupo hamiltoniano T de orden 2k+3 con k ≥ 0,
µT (r, s) ≥ κT (r, s).

Sea Ĥ un grupo hamiltoniano de orden 2k+4, entonces existe un elemento c

de orden 2 en el centro de Ĥ tal que Ĥ = T ∪ T c. Para enteros r y s tales que

1 ≤ r, s ≤ 2k+4 y dos subconjuntos A,B de Ĥ que realizan a µ
Ĥ
(r, s) se escogen

subconjuntos A0, A1, B0, B1 ⊂ T de cardinales r0, r1, s0, s1, respectivamente, tales
que A = A0 ∪ A1c y B = B0 ∪B1c. Aśı,

AB = (A0B0 ∪ A1B1) ∪ (A0B1 ∪A1B0)c

y por tanto

µ
Ĥ
(r, s) = |AB| = |A0B0 ∪ A1B1|+ |A0B1 ∪ A1B0| . (2)

Se consideran los siguientes casos:

1. Si A1 = B1 = ∅, entonces

µT (r, s) ≤ |A0B0| = |AB| = µ
Ĥ
(r, s) ≤ µT (r, s).

Luego, aplicando la hipótesis inductiva, µT (r, s) ≥ κT (r, s) ≥ κ
Ĥ
(r, s), y

por lo tanto

µ
Ĥ
(r, s) ≥ κ

Ĥ
(r, s).

2. Los casos en que A1 = B0 = ∅, A0 = B1 = ∅ y A0 = B0 = ∅ se resuelven
de manera similar al caso anterior.

3. Si A0 = ∅ y A1, B0, B1 6= ∅, entonces

µ
Ĥ
(r, s) = |A1B1|+ |A1B0| ≥ µT (r1, s1) + µT (r1, s0).

De la hipótesis inductiva y el Lema 2.4 se deduce que

µ
Ĥ
(r, s) ≥ κT (r, s1) + κT (r, s0) ≥ κ

Ĥ
(r, s0 + s1) = κ

Ĥ
(r, s).

4. En los casos en que uno solo de los subconjuntos A1, B0 o B1 es vaćıo, se
procede de manera similar al caso 3.

5. Finalmente se supone que los conjuntos A0, A1, B0, B1 son no vaćıos. De la
igualdad (2) se tiene que

µ
Ĥ
(r, s) ≥ máx {|A0B0|, |A1B1|}+máx {|A0B1|, |A1B0|} ,

y por lo tanto

µ
Ĥ
(r, s) ≥ máx {µT (r0, s0), µT (r1, s1)} +máx {µT (r0, s1), µT (r1, s0)} .

De la hipótesis inductiva se sigue que

µ
Ĥ
(r, s) ≥ máx {κT (r0, s0), κT (r1, s1)} +máx {κT (r0, s1), κT (r1, s0)} . (3)

Notemos que el conjunto N0 de los enteros no negativos tiene estructura
de espacio vectorial sobre el campo finito F2, donde la suma de vectores es
la suma Nim p-ádica. Sea V el subespacio de N0 generado por el conjunto
{1, 2, 22, . . . , 2k+2}. Sea It el segmento inicial de longitud t de V . De la
Proposición 3.1 de [1] se sigue que

µV(u, v) = |Iu ⊕2 Iv| siempre que 1 ≤ u, v ≤ |V|. (4)
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Sea M = V×(Z/2Z). Dado que M es abeliano y H(M) = H(Ĥ) se tiene

µM (r, s) = κM (r, s) = κ
Ĥ
(r, s). (5)

Ahora, si el grupo V es visto como un subgrupo de M y se toma
b = (0, 1) ∈ M se sigue que M = V ∪ (V + b). Sean Ir0 , Ir1 , Is0 , Is1
los segmentos iniciales de V de longitudes r0, r1, s0, s1, respectivamente, y
consideremos los conjuntos

E = Ir0 ∪ (Ir1 + b) y D = Is0 ∪ (Is1 + b).

Entonces

|E| = |Ir0 ∪ (Ir1 + b)| = |Ir0 |+ |Ir1 | = r0 + r1 = r,

|D| = |Is0 ∪ (Is1 + b)| = |Is0 |+ |Is1 | = s0 + s1 = s

y

E +D = [(Ir0 ⊕2 Is0) ∪ (Ir1 ⊕2 Is1)] ∪ {[(Ir0 ⊕2 Is1 ) ∪ (Ir1 ⊕2 Is0 )] + b} .

Aśı,

µM (r, s) ≤ |(Ir0 ⊕2 Is0 ) ∪ (Ir1 ⊕2 Is1 )|+ |(Ir0 ⊕2 Is1 ) ∪ (Ir1 ⊕2 Is0)|

De la igualdad (4) se tiene que

µM (r, s) ≤
∣∣IµV (r0,s0) ∪ IµV (r1,s1)

∣∣+
∣∣IµV(r0,s1) ∪ IµV (r1,s0)

∣∣ .
Por otro lado

IµV (r0,s0) ∪ IµV (r1,s1) = Imáx{µV (r0,s0),µV(r1,s1)}

IµV (r0,s1) ∪ IµV (r1,s0) = Imáx{µV (r0,s1),µV(r1,s0)}

implican que

µM (r, s) ≤ máx{µV(r0, s0), µV(r1, s1)}+máx{µV(r0, s1), µV(r1, s0)}.

Como V es abeliano, tenemos

µM (r, s) ≤ máx{κV(r0, s0), κV(r1, s1)}+máx{κV(r0, s1), κV(r1, s0)}.

Además H(T ) = H(V), luego

µM (r, s) ≤ máx{κT (r0, s0), κT (r1, s1)}+máx{κT (r0, s1), κT (r1, s0)}.

La desigualdad (3), la igualdad (5) y la desigualdad anterior implican que

µ
Ĥ
(r, s) ≥ κ

Ĥ
(r, s),

como se queŕıa probar.

�

Teorema 2.2. Sea k un entero no negativo. En el grupo H = Q × (Z/2Z)k × C,
con C = 〈g〉 un grupo ćıclico de orden impar, se tiene que µH(r, s) = κH(r, s) para
todo par de enteros positivos r, s tales que 1 ≤ r, s ≤ |H |.
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Demostración. De los Lemas 1.2, 2.1 y 2.2 se deduce que µH(r, s) ≤ κH(r, s). El
elemento b = (1, 0, g) de H tiene orden n y pertenece al centro de H , por lo tanto

H = Ĥ ∪ Ĥb ∪ · · · ∪ Ĥbn−1,

donde Ĥ = Q× (Z/2Z)k.
Si A,B son subconjuntos de H que realizan µH(r, s), existen subconjuntos

Ar0 , . . . , Arn−1
,

Bs0 , . . . , Bsn−1
de Ĥ de cardinales r0, . . . , rn−1, s0, . . . , sn−1 respectivamente, ta-

les que
∑

ri = r,
∑

si = s,

A =
n−1⋃
i=0

Arib
i y B =

n−1⋃
i=0

Bsib
i.

Si notamos Fl = { (i, j) : 0 ≤ i, j ≤ n− 1, i+ j ≡ l(módn) }, tenemos que

AB =

(
n−1⋃

i=0

Arib
i

)


n−1⋃

j=0

Bsj b
j


 =

n−1⋃

l=0




 ⋃

(i,j)∈Fl

AriBsj


 bl




y por lo tanto

µH(r, s) = |AB| =

n−1∑

l=0

∣∣∣∣∣∣

⋃

(i,j)∈Fl

AriBsj

∣∣∣∣∣∣

µH(r, s) ≥

n−1∑

l=0

(máx{ |AriBrj | : (i, j) ∈ Fl})

≥

n−1∑

l=0

(máx{ µ
Ĥ
(ri, sj) : (i, j) ∈ Fl}).

Del Teorema 2.1, se sigue que

µH(r, s) ≥

n−1∑

l=0

(máx{ κ
Ĥ
(ri, sj) | (i, j) ∈ Fl}). (6)

Sea V el subespacio de N0 generado por el conjunto {1, 2, 22, . . . , 2k+2}. Sea It
el segmento inicial de longitud t de V . La Proposición 3.1 de [1] implica que

µV(u, v) = |Iu ⊕2 Iv| siempre que 1 ≤ u, v ≤ |V|. (7)

Sea M = V × (Z/nZ). Dado que M es abeliano y H(M) = H(H) se tiene

µM (r, s) = κM (r, s) = κH(r, s). (8)

Si consideramos a V como un subgrupo de M , y tomamos b = (0, 1) en M ,

se sigue que M =
n−1⋃
k=0

(V + kb). Sean Ir0 , . . . , Irn−1
, Is0 , . . . , Isn−1

los segmentos
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iniciales de V de longitudes r0, . . . , rn−1, s0, . . . , sn−1 respectivamente. Sean E y D
los conjuntos

E =
n−1⋃

k=0

(Irk + kb) y D =
n−1⋃

k=0

(Isk + kb).

Entonces

|E| =
n−1∑

k=0

rk = r y |D| =
n−1∑

k=0

sk = s

Además, si Fl = { (i, j) : 0 ≤ i, j ≤ n− 1, i+ j ≡ l(módn)},

E +D =
n−1⋃

l=0




 ⋃

(i,j)∈Fl

(Iri ⊕2 Isj )


 + lb


 .

Aśı que

µM (r, s) ≤

n−1∑

l=0

∣∣∣∣∣∣




⋃

(i,j)∈Fl

IµV (ri,sj)



∣∣∣∣∣∣

Por otro lado, como

IµV(ri,sj) ∪ IµV (rk,st) = Imáx{µV (ri,sj),µV(rk,st)}

se obtiene la desigualdad

µM (r, s) ≤
n−1∑

l=0

máx{ µV(ri, sj) : (i, j) ∈ Fl }.

Como V es abeliano, se tiene

µM (r, s) ≤

n−1∑

l=0

máx{ κV(ri, sj) : (i, j) ∈ Fl }.

Además, como H(Ĥ) = H(V), se sigue

µM (r, s) ≤
n−1∑

l=0

máx{ κ
Ĥ
(ri, sj) : (i, j) ∈ Fl }.

La desigualdad (6), la igualdad (8) y la desigualdad anterior implican

µH(r, s) ≥ κH(r, s).

�
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